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o metodo dos elementos de contorno tem mostrado ser uma tecnica
numerica eficiente para 0 estudo de pisos de edi£!cios. Pisos formados
por lajes de espessuras diferentes sao usualmente analisados por sist!
mas de equacees algebricas :ormados pelas ralacees individuais de cada
laje isolada a implementaao por relacees de equil!brio e compatibili-
dade. Este artigo apresenta uma formulacio alternativa que evita a a-
proxima~io dos esforcos ao longo das interfaces entre subregiees. 0 es
quema idealizado leva a 2enores matrizes em compara~io com a tecnica ~
sual de subregiees. -

Th. bouDdiry element method for plate bending has shown to be an
efficient numerical technique to study building floor structures.
Floor slabs defined by regions with different thickness are analysed
considering the boundary equations for each subregion together with
equilibrium and compatibility relations. This paper presents an alter-
native procedure to avoid .ffort aproximations along interfaces between
subregions. The sche_ proposed also gives small matrices in c01llparison
with the subre&ion technique.



Nos ultimos aez anos, • fo~lacio do metodo dos elementos de con
tomo aplicado a placas tem tido uma evolucio significativa. Embora
os primeiros trabalhos sobre e.se,assunto tenham side publicados ainda
em 1968 [JASWONlj, apenas no final dos anos setenta a formulacio dire-
ta do metodo para esse tipo estrutural foi proposta [BEZINE2, STERN3,
TOTT~~-]. A partir desses trabalhos, diversos aspectos da formula-
cao tem sido estueados nio so com relacio as particularidades matemiti
cas, metodos, mas tambem sobre sua aplicacio no contexto daengenharia.
A analise de laje de piso de edif{cio aparece nesse contexto como uma
das principais aplicacoes do metodo. Nesse caso, a natureza da formul~
cio, baseada em solucoes fundamentais, facilita a simulacao de cargas
pontuais ou lineares, permitindo uma adequada representacao de apoios
discretos ou continuos e da interacio com outras estruturas [PAIVA e
VENTURINI5,6]. ~ todos os trabalhos anteriores considerou-se placas
formadas de uma regiio de espessura cOnstante, indicando-se a tecnica
das subregioes para analise de placas ou lajes formadas por diversos
trechos de espessura constante. A formulacio a ser desenvolvida aqui e
limina a divisio da placa nas linhas de descontinuidade de espessura:
baseando-se na proporcionalidade entre solucoes fundamentais relativas
a subregioes de diferentes rigidezes, como ja desenvolvido para probl.!.
mas potencial e elastico [VENTURINI7]. Com 0 processo proposto as repre
sentacoes integrais ficam dadas em funcio de deslocamentos e esforcos
do contomo extemo e de deslocamentos das interfaces.

Para um dominio qualquer, formado par duas subregioes Gl e G2 de
contomos rl e ~2 (figura 1), a equacio dHerencial. em termos dos
deslocamentos transversais w(s), correspondente ao problema de flexao
de placas e dado por:

v ••w(s) • g(s)/D (1)•
ODde I(s) • 0 carrelaaento unifo~Dte distribu{do na superf{cie .e-
dia da placa • Da sua rilidea, que val.,



sendo E e v 0 mOdulo de deformacio longitudinal e 0 coeficiente de Po!
son do material. respectivamente.

Considerando-se as solucoes fundamentais correspondentes a cada
subregiio. 0 teorema da reciprocidade pode ser aplicado individualmen-
te. iato e.

onde osvalores caracterizados por "*,,a "**,,reprasentam as respostas
em ~o.entos ou deslocamentos correspondentes a aplicacio de cargas uni
tarias em domInios infinitos com caracteristicas macinicas dadas pelae
sUbregioes 01 a 02 respectivamente.

Admitindo-se que 0 material da placa nao varie de subregiio para
subregiio. a relacio de rigideaes Dl e D2 cot:respondentes anI e °2
sao apenas funcao das espessuras. levando. portanto. as solucoes funda
mentais am termos de de.locamentos a serem proporcionais. i.to i: -

W**(P.s) • w*(p.s)DI/D2 (5)
Substituindo-se a equacio (5) em (4) e associando-se esta a equa-

cao (3). obtem-se.

..lategrando-se a equacao (6) por partes. duas vezes. e levando-se
eB(c~aa definicao da solucao fundamental. a representacio integral
para os deslocamentos transvarsais. considerando~se 0 caso generaliza-
do com Ns subregioes. e obtida.



N D i- 2 :l :
j-l D Jrj

_ r ~ ICw(C) cR~(p,C)+ r g(S)dw*~,S) dQ(s) (8)
j-l D C-l C1Xi ~ i

Nas equa~oes (8) e (9), Vn, Mo, w. dwtan sao esforcos e duloca-
mentos relativos aos pontos do contorno das placas ou das interfaces
inclu{das"nas somatorias em j indicadas. a(C) sio as rea~oes de canto
que aparecem no problema devido as simplificacoes introduzidas. Como
se pode perceber, as integrais sabre interfaces, que aparecem nos ter-
mos das somatorias em j. envolvem somente deslocamentos w(S) e aw(S)/
Ian. Assim, as incognitas relativas a esfor~os nio vio aparecer para
as pontos da interface. ficando associadas apenas a pontos do contorno
externo.

C':*(p,S) dv*(P.S)] Nc a ( )
[W(S) n _ aweS) ''11 df(S) + 2 R(C) ~. p,C

aXi an aXi C-l C1Xi

Como nos problemas usuais de placas, as equa~oes (7) e (8) podem
ser estendidas a pontos do contorno e das interfaces substituindo as
termas independentes do lado esquerdo das equa~oes respectivamente par
C(P)w(P) e Kl(P) aw(P)/ aXl +K2(p)aw(p)/aX2' Essas constantes podem ser
obtidas de uma maneira similar ao caso da elasticidade linear [HART-
MANNS]. Para as nos da interface tais constantes sio dadas pelas somas
dos valores calculados separadamente para cada subregiio, como no caso
dos problemas potencial e elastico [VENTURINI'].

Aproximando-se 0 contorno e as interfaces por elementos, e assu-
mindo-se uma fun~io polinomial qualquer para representar d&slocamentos
e esforcos em cada elemento. as equa~oes (7) e (8). correspondentes as
representa~oes integrais de deslocamento. e rota~oes, se transformam
em representa~oes algebricas. Escrevendo-se tais equacoes na forma dis
cretizada para pontos do contorno e das interfaces, de uma maneira a
s, ter tantas representa~oes algebricas quantos forem os valores inCO!
nitos, 0 sistema obtido pode ser representado. analogamente aos casas
usuais do metodo, pela seguinte express.o;

onde V conte. os de.locamentos dos nos do contorno e da interface; P e
a vetor daB rea~o•• do contorno; e ! di a. influencias das cargas ~de
dominio.

Apol. lolucio do lilt••• de .quaeo.l (10). aio determinados to-
dos os valores incognito. relacionado. ao contorno • interfaces. Qual-
quer outro para..tro que sa pret.nda determ1nar pad. .er obtido a par-
tir d••••• valor•• calculado•• usando-.e adequadamente a. equa~o.s (7)
e (8). No cilculo dos mo8eDtO•• par ex.-plo. i Dec••••rl0 • obt.n~io



da representacao correspondent •• a que • feito a partir da difer.ncia-
cao da equaCao (8).

Analisa-se uma placa quadrada cujo dominio e formado par duas re-
gio.s retangulares iguais que apresentam uma relaCao de rigidezes D2/
/Dl igual a 3.375. Os lados da placa e a interface foram divididoe em
10 elementos lin.ares com descontinuidade de reaeao e d.elocamento nos
cantos da placa. A figura 2 mostra as resultados obtidos em termos de
deslocamento ao longo da linha c.ntral para uma carga distribuida i-
gual age considerando-se a placa simplesmente apoiada nos quatro la-
dos. Para comparaeao. as d.slocam.ntos tambem foram calculados pelo me
todo dos elem.ntos finitos com elem.nto T-18. Como se podeperceber. 08
valores obtidos apresentam uma boa concordancia.

Fig. 2 - Placa simpl••••nt. apoiada. Geometria e
d.slocam.ntoa na int.rfac••

A mesma placa foi ainda analisada para outros tipos d. vincula-
cao. Nas figuras 3 • 4 sao apr.s.ntadas as r.spostas para a placa en-
gastada nos quatro lados e para 0 caso •• que dais lados paralelos sao
apoiados e as outros dais livres. Ta.b'. nesses casas a resposta obti-
da s. aproxima b•• doe valoree obtidoe com 0 metoda dos ele••ntoa fi-
nitos.
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Fig. 3 - Placa engastada. Deslocamento ao longo
da interface.
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Fig. 4 - Placa. co. duaa borda. paralela. livre ••
De.loc •••nto na interface.



A formulacao proposta ?ermite a analise de placas com trechos de
diversas espessuras 8ema ~ecessidade de se idealizar a divisao da mes
ma em subregioes. Esse esquema vai evitar as aproximacoes usuais daB
reacoes de canto nas extremidades intemas, eliminando-se os erros de-
correntes. Sao eliminadas camhem as aproximacoes dos esforcos ao longo
da interface, 0 que deve resultar em respostas mais precisas. 0 siste-
ma gerado, embora cheio, f~ca bastante reduzido em comparacao com os
obtidos no caso da incorporacao das condicoas de equilibrio e compati-
bilidade.
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