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RESUMO

0 método dos elementos de comtorno tem mostrado ser uma técnica
numérica eficiente para o estudo de pisos de edificios. Pisos formados
por lajes de espessuras diferentes sao usualmente analisados por siste
mas de equagdes algébricas Zormados pelas relacdes individuais de cada
laje isolada e implementado por relacdes de equilibrio e compatibili-
dade. Este artigo apresenta uma formulacao alternativa que evita a a-
proximacdc dos esforcos ao longo das interfaces entre subregides. O es
quema idealizado leva a zencres matrizes em comparagio com a técnica u
sual de subregioes.

ABSTRACT

The bounidiiry element method for plate bending has shown to be an
efficient numerical technique to study building floor  structures.
Floor slabs defined by regions with different thickness are analysed
considering the boundary equations for each subregion together with
equilibrium and compatibility relations. This paper presents an alter—
native procedure to avoid effort aproximacions along interfaces between

subregions. The scheme proposed also gives small matrices in comparison
with the subregion techniqus.
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1. INTRODUCAO

Nos Ultimos dez anos, a formulacdo do método dos elementos de con
torno aplicado & placas tem tido uma evolugao significativa. Embora
os primeiros trabalhos sobre esse assunto tenham sidc publicados ainda
em 1968 [JASWON!], apenas no final dos anos setenta a formulacao dire~
ta do método parz esse tipo estrutural foi proposta {BEZINE2, STERN3,
TOTTENHAH“] A partir desses trabalhos, diversos aspectos da formula-
cao temw sido estudados nao s6 com relacao as particularidades matemati
cas, métodos, mas também sobre sua aplicacao no contexto daengenharia.
A analise de laje de piso de edificio aparece nesse contexto como uma
das principais apxicacoes do método. Negse caso, a natureza da formula
cdo, baseada em solucces fundamentais, facilita a simulacao de cargas
pontuais ou lineares. permitindo uma adequada representacao de apoios
discretos ou continuos e da interacao com outras estruturas [PAIVA e
VENTURINIS:6). Er todos os trabalhos anteriores considerou-se placas
formadas de uma regiao de espessura constante, indicando-se a técnica
das subregioes para anidlise de placas ou lajes formadas por diversos
trechos de espessura constante. A formulacdo a2 ser desenvolvida aqui e
limina a divisac da placa nas linhas de descontinuidade de espessura,
baseando~se na proporcionalidade entre solucoes fundamentais relativas
a subregices de diferentes rigidezes, como ji desenvolvido para proble
mas potencial e eldstico [VENTURINI?]. Com o processo proposto as repre
sentacoes integrais ficam dadas em funcao de deslocamentos e esforgos
do contorno externoc e de deslocamentos das interfaces.

- EQUACOES INTEGRAIS

Para um domirio qualquer, formado por duas subregices Q] e 1y de
contornos T e :p (figura 1), a equacao diferencial, em termos dos
deslocamentos transversais w(s), correspondente ao problema de flexao
de placas é dado por:

Fig. 1 - Placas com trechos de diferentes espessuras.

V' v(s) = g(s)lb 1)

onde g(s) &€ o carregamento uniformemente distribuido ne superficie me-
dia da placa e Dy sua rigidez, que vale,
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sendo E e v o modulo de deformacao longitudinal e o coeficiente de Poi
son do material, respectivamente.

Considerando-se as solucées fundamentais correspondentes a cada
subregido, o teorema da reciprocidade pode ser aplicado individualmen-
te, isto &,
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onde os valores caracterizados por "*" e "**" rgpregsentam as respostas
em rcuentos ou deslocamentos correspondentes a aplicagao de cargas uni
tirias em dominios infinitos com caracteristicas mecdnicas dadas pelas
subregides Qj e Q3 respectivamente.

Admitindo-se que o material da placa nao varie de subregiao para
subregido, a relagdo de rigidezes D) e D; correspondentes a i) e g
sdo apenas funcdo das espessuras, levando, portanto, as solucdes funda
mentais em termos de deslocamentos a serem proporcionais, isto &:

whk(p,s) = w*'(p.s)r)l/n2 (s)
. Substituindo-se a equaciao (5) em (4) e associando-se esta a equa-
cao (3), obtém-se,

i
2 2
L u, (prs) 8L ancs) - [ ay (8) L 8e8) 4(q)
la

Sxi :xj x, axj
Da-Dy 32w(s)
- *
D]. }Q o, (lihs)'gx—i-T,;1 dQ(s) (6)
2
.+ lotegrando-se a equagdo (6) por partes, duas vezes, e levando-se

em:conta 3 definicdo de solugdo fundamental, a representacao integral
para os deslocamentos transversais, considerando-se o caso generaliza-
do com Ng subregides, é obtida,

N D
w(p) = [ [Vn(s)w*(p,S)-Mn(S)-aw—;‘('hi)]dl’(S)-I -DlJ [H(S)V:(p,S)
)r =1 T

Ne D, Ne
- S)H;(p.S)]dl'(S)+Z RO (p,0) - § 2 T w(OIRM(p,C)
C=1 C=]

+ Ls(n)w"'(p.n) dQ(s) €))
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A partir de (7) obtém—se a representacao das rotacoes,

a

oX

2
dw(p) I [v (s) 2v(R.S) (s)aa"* .'S’] dar (s)
n axi n Xi an
T

N D, | EV*(p,S) aM*(p,S) Ne
-7 [w(S)c 2 P9 aus) M ]dr(5)+ I Rr(c) 22520
D ox on 9X ox,
i=1 Jrj 1 1 C=1 1
N D, KNe SR*(p,C) 3wh(p.§
- jzl _Di czl w(C) = oxei' + g(s)ﬂ%_l aQ(s) (8)

Nas equacdes (8) e (9), Vp, My, w, 3w/on sdo esforcos e desloca-
mentos relativos aos pontos do contorno das placas ou das interfaces
incluidas nas somatorias em j indicadas. R(C) sd3o as reacoes de canto
qQue aparecem no problema devido as simplificacoes introduzidas. Como
se pode perceber, as integrais sobre interfaces, que aparecem nos ter-
mog das somatorias em j, envolvem somente deslocamentos w(S) e dw(s)/
/3n. Assim, as incdgnitas relativas a esforcos nao vao aparecer para

os pontos da interface, ficando associadas apenas a pontos do contorno
externo.

Como nos problemas usuais de placas, as equacoes (7) e (8) poden
ser estendidas a pontos do contorno e das interfaces substituindo os
termos independentes do lado esquerdo das equagoes respectivamente por
C(P)w(P) e K1(P)aw(P)/dx]+Ko(P)3w(P)/3x,. Essas constantes podem ser
obtidas de uma maneira similar ao caso da elasticidade linear [RART~
MANNB]. Para os nos da interface tais constantes sao dadas pelas somas
dos valores calculados separadamente para cada subregiao, como no caso
dos problemas potencial e elastico [VENTURINI’].

~ EQUACOES MATRICIAIS

Aproximando-se o contorno e as interfaces por elementos, e assu-
mindo-se uma funcao polinomial qualquer para representar deslocamentos
e esforcos em cada elemento, as equacoes (7) e (8), correspondentes as
representacoes integrais de deslocamentos e rotacoes, se transformanm
em representacoes algébricas. Escrevendo-se tais equacdes na forma dis
cretizada para pontos do contorno e das interfaces, de uma maneira a
se ter tantas representacoes algébricas quantos forem os valores incog
nitos, o sistema obtido pode ser representado, analogamente aos casos
usuais do método, pela seguinte expressio:

HY = GP + B (9
onde V contém os_deslocamentos dos nés do contorno e da interface; P &

o vetor das reacoes do contorno; e B di as influencias das cargas . de
dominio.

Apds a solucdo do sistema de equacdes (10), sio determinados to-
dos os valores incoégnitos relacionados ao contorno e interfaces. Qual-
quer outro parametro que se pretenda determinar pode ser obtido a par-
tir dessss valores calculados, usando-se adequadamente as equagoes (7)
e (8). No cilculo dos momentos, por sxemplo, é necessirio a obtencao
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da representacao correspondente, o que &€ feito a partir da diferencia-
cao da equacdo (8).

- EXEMPLO NUMERICO

Analisa-se uma placa quadrada cujo dominio é formado por duas
gices retangulares iguais que apresentam uma relagao de rigidezes
/Dy igual a 3,375. Os lados da placa e a interface foram divididos
10 elementos lineares com descontinuidade de reacao e deslocamento
cantos da placa. A figura 2 mostra os resultados obtidos em termos
deslocamento ac longo da linha central para uma carga distribuida
gual a g e considerando-se a placa simplesmente apoiada nos quatro

re-
Dy/
em
nos
de
i-
la-

dos. Para comparacao, os deslocamentos também foram calculados pelo mé
todo dos elementos finitos com elemento T-18. Como se pode perceber, os
valores obtidos apresentam uma boa concordancia.
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Fig. 2 - Placa simplesmente apoiada. Geometria e
deslocamentos na interface.

. A mesma placa foi ainda analisada para outros tipos de vincula-
¢80. Nas figuras 3 e 4 sido apresentadas as respostas para a placa aen-
gastada nos quatro lados e para o caso em que dois lados paralelos sao
apoiados e os outros dois livres. Também nesses casos a resposta obti-
da se aproxima bem dos valores obtidos com o método dos elementos fi-

nitos.
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Fig. 3 - Placa engastada. Deslocamento ac longo
da interface.
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Fig. 4 ~ Placas com duas bordas paralelas livres.
Deslocamento na interface.
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-~ CONCLUSOES

A formulacdo proposta permite a andlise de placas com trechos de
diversas espessuras sem a necessidade de se idealizar a divisao da mes
ma em subregices. Esse esquema vai evitar as aproximacoes usuais das
reacoes de canto nas extremidades internas, eliminando-se os erros de-
correntes. Sdo eliminadas também as aproximacies dos esforcos ao longo
da interface, o que deve resultar em respostas mais precisas. O siste=-
ma gerado, embora cheio, fica bastante reduzido em comparacio com os
obtidos no caso da incorporagido das condicoes de equilibrio e compati-
bilidade.
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