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Uma formulaeao alternativado metodo dos elementos de contorno
para analise de placas elasticas consiste em se utilizar apenas a e-
quaeao do deslocamento transversal e aplica-Ia aos nos do contorno e
a pontos definidos fora do domInio da placa. Neste trabalho apresen
ta-se um estudo Qumerico sobre a influencia da posicao dos pontos fo=
ra do domInio da placa delimitando a regiao onde pondem ser escolhi-
dos sem que ocorram singularidades na matriz do sistema final de equ!
coes algebricas.

An alternative formulation of the boundary element method for
beqding plate analysis is obtained by the use of only vertical dis-
placement equations related with boundary node. and other cuple cri
tery singular points defined out of the domain. In this work. a nume=
rical study on the singular point position is presented in order to
stablish the rang_ in which can be chosen without introducing sin-
gularities in the system of algebraic equations.



o metodo dos alamentos de contorno ae con.titui. atualmente. em!
ma poderosa ferramenta para a anali.a dos maia diverao. probl.mas d.
placas. podendo-sa citar oa trabalhos da MAITI (1). BEZINI (2). (3) e
(4). STERN (5). JASWON (6]. PARIS [7]. Nastas traba1hos as formulacoes
adotadas foram a decompo.icso da aquacio bi-harmOnica de p1acas em duas
equacoes harmor~cas. as quais sao posteriormente resolvidas palo meto-
do dos elementos de cOntorno [1]. [6] e [7J. e as que res01vem direta-
mente a equaCao bi-harmonica das placas [2], [3]. [4J e [5J. !lendo ne-
cessaria. neste caso, escrever, para cada ponto do contorno, duas equ!
coes integrais, correspondentes ao deslocamento transversal e sua deri
vada direcional. Embors forneca atimos resultados, esta formu1acao a=
presenta 0 inconveniente de ter singularidades do tipo 1/r2 na equacao
integral da derivada direcional. 0 que pode acarretar problemas nume-
ricos.

Com a objetivo de evitar estes problemas numericos, foi apresenta
da "'iliafot'lliulaciioalternativa. PAIVA [8], que consiste em se utilizar
apenas a equaCao integral do deslocamento transveraal para pontos do
contorno e para pontos fora do dominio da placa. Entretanto, a posicao
destes pontos fora do domi.nio nao pode ser estabelecida arbitrari&lllen-
te, pail podam ocasionar singularidades na matriz do sistema final de
equacoes alg.bricas. Neate trabalho apreaenta-se um estudo numerico so
bre a influencia da posiCac destaa ponto. delimitando a regiao onde P£
dem .ar e.colhidoa sam que ocorram tais singularidades.

A reprasentacao do daslocamento tran.versal da um ponto genaricoe dada por:
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Ha formulat;ao usual para a analise de p1acas as equat;oes integrds
(1) e (2) sao utilizadas conjuntamente. Na solut;ao alternativa [8] e.!:!
tilizada apenas a equat;aO (1).

Na formulat;ao do metodo dos elementos de contorno aproxima-se 0

contorno por uma serie de segmentos denominados "elementos de contorno",
aos quais se associam um ou mais pontos nodais. A cada ?onto nodal sao
asaociadas as quatro variiveis das equat;oes (1) e (2), ou seja. w, ,w/3n,
vn e mn. Deatas. duas sempre sao conhecida. em cade ponto do contorno.
restando. portanto. duas incognitas associades a cada ~o doselementos.
Portanto. deve-se obter um numero de equat;oes algebricas igual ao do-
bro do numerb de nos do contorno. Estaa equat;oes sao obtidas na formu-
lat;aousual. escrevendo-se as equat;oes (1) e (2) para cada no do con-
torno.

Na formulat;io alternativa • utilizada apenas a equat;ao (I), pore.
aplicando-a aos nos do contorno e a u. numero iaual de pontos defini-
do! fora do doainio da placa (ver figura 2). c~ 0 co.ficiente K(P)
destes pontos e zero, nenhuma incognita adicional e introduzida no sis
tema final de equat;oes. Os pontos fora do doaLnio da placa sao escolh!
do. de tal forma que acompanba •• au contorno.

Ua .ista.. da aqu&t;oa. algebrica. analogo &0 do procedi••nto u-
sual • obtido apos a discrai:izat;aodo contorno:
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Fig. 2 - Ponto. de carregam.nto d.finidoa no contorno e fora do
dominio da placa.

onde {X} e 0 v.tor formadc p.la. incognita. do contorno. Apoa a r'lolu
cio d.st. list••• de .quaco •• , d.slocaaentos e .sforco. am ponto. do
dominio sio obtido. a partir d. (1).

Em div.rsos teltes r.alizadol, adotando-se a diltincia dOl ponto.
fora do dominio ao contorno da placa igual ao comprimento do .l.manto
d. contorno, a formulacio altarnativa Ie .altrou lup.rior • formulacio
ulual. Na. figuraa 3 a 4 'Itio r.pr.l.ntadaa, •• funcio do numero d••
l._ntoa d. contorno, a. difer.ncaa p.rc.ntuata .ntr. 01 valor •• do d••
locamento tranlv.rlal • do•• aforco. no c.ntro da uma placa quadrada:
.impl••••nt. apoiada no contorno • com carrlg•••nto unifo~nt. di.-
tribuido, • o. valor'l exatoa [9].
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Para se dete~nar a lnfluencla da distincla dos pontos externos
ao contorno, f01 analisada esta ••••• placa para varias posleo.. do.
pontos externos, aam1tindo-.e inicialmente que a distincia deste. pon-
tos ao contorno • constante (ver figura 5).

tr• • • • . .--...
I I.

I

• • --.r-

• .~
I
I " • ...lI-i"t • ..,..

11
1 • .-t

• •

• •

• • • • •t
I

~
I
~
I

liS. S - 'lac. c~ pontol d. c.rr••••• nto d.f1n1dol ao COQCOrnO
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o contorno daplaca foi dividido, iniciallHnte, em 16 elementos de
igual comprimento, e a relacao entre a distincia dos pontos e~ternos
ao contorno, a, e 0 comprimento dos elementos de contorno, il. e indi-
cado por 0..

Na figura 6 estao indicedes as diferencas percentuais' entre os ~!
lores do deslocamento e esforcos no centro da pleca. obtidos para va-
rios valores de a. e os exatoB [9]. Pode-se observer que a medida que
se aumenta 0 valor de 0. 0 erro tambem aumenta. Para valores de 0. su-
periores a 7, ocorrem singularidades na matriz do sistema de equacoes
algebricas (4). Estas singularidades decorrem do fato de que. para va-
lores grandes de a, as equacoes algebricas referentes a dois pontos
externos proximos um do outro. tendem a se tornarem iguais.
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Esta placa tambe. foi analisada com a divisao de contorno indica
da na figura 5 e considerando-se uma variacao na posicao dos pontos ex
ternos. IniciallHnte 0 valor de a foi conaiderado constante pars cad.
lado da placa (figura 7.a) e, posteriormente, 0 valor de a foi conside
rado aleatorio para cada ponto exteme (fiaura 7.b). No pr1meiro caso:
para valores de 0. inferiores a 7. 0 erro observado. tanto no. de.loca
mentos como nos esforcos, foram inferiores a 0,1%. Sa, para algua dOB
lados da placa, 0 valor de a for superior a 7, a matriz do si.t••• de
equacoes (4) tome-se singular. No .asundo caso foi conaiderado. ini-
cia~mente. que a po.ieBO dos ponto. exterho., eabor. ala.toria, fo••••
inferior a 7. Neste ca.o 0 erro ob.ervado foi inferior a 1.0%. Em UIIA
segunda etapa. os valoree de a for•• inferiore. e .uperiore. a 7. al-
tarnedamente. Ne.te ca.o 0 erro ob.arvado foi inferior • 0.5% e. final
_nte. todos o. ponto. extaruo. tinhaa a > 7. aleatori_ante e, ne.t.
caso a matriz do shtema de equaeoe. (It) tornou-.e einaular.
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Fig. 7 - Ponto. definido. fora do doa!nio da placa. a) discincia
a constante para cade lado; b) a variavel para cada ponto.

TodA. as anili... r.ali.ada. para a divi ••o do contorno da placa
•• 16 .l.mento. for•• realizada. t-.be. para uma div1 ••o do contorno
e•• 40 ale.nto. d. 19ual taaanbo, conforM indica a figura 8. N•• ani-
li••••• que a valor de a era con.tant •.para todos o. ponto. externo.,
o. valor •• do d•• loc••• nto •.aoaento. fl.tor •• no centro da placa coin
cidi•• co. o. valore.auto. quanclo l,i a ,i 4. Para valore. .uperio::
r•• , a ••tri. do .ist •.•• da aquaeo •• tornou-.a .inau1ar.

A me••• preci.io Cerro • 0%) foi obaervada para •• po.ieo.. varia
veil do. ponto.externo., valencia as •••••• ob ••rvaeo •• feit•• para.a
aul1.lIeoa 0 eOlltono d&placl clividiu •• 16 at.Mato., •• UaIleaa
do-a. que 0 valor l1a1ta • a. n•• ta caao •• 4. .-

Toda. as ••••u.... aDtadorMata _nc1onac1a8 for•• faita. conaida
raDclo-ae aproxiMdo linear pa~a o. ..1oc ••• to. a edoreo. no contor
*» a •• iata.raeo.. nuMrU •• for_ fd.t•• ut1U..aDcIo-•• 6 ponto. ciaaaua.:-
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Fig. S - Contorno da placa dividido em 40 elementos e pontos

definidos fora do seu dominio.
CONCLUSOES

Em todos os exemplos apresentados. ficou demonstrado que a formu-
laCao que utiliza apenas a equacao integral do deslocamento conduz a 0
timos resultados. entretanto. as pontos fora do dominio nao podem ser
escolhidos arbitrariamente. pois podem provocar singularidades na ma-
triz do sistema de equacoes algebricas (4). A regiao onde estes pontos
podem ser definidos varia em funcao do tamanbo dos elementos de contor
no e do numero de pontos usados na integracao numerica. -

Tambem ficou demonstrado que mesmo dentrd desta regiao admiss{ve~
o erro aumenta para valores de a proximas do limite superior. Portan-
to e recomendivel que 0 valor de a seja 0 menor poss{vel. devendo-se
levar em conta. entretanto. que para pontos muito proximos do contomo
(a < 1). torna-se necessario a utilizacao de maie ponto. de GauBS na
integracao numerica para se obter a mesma precisao. Assim. 0 valor mais
indicado ea· 1. pois alem de apresentar otimos resultados. as inte-
gracoes podem ser feitas com seis pontas de Gauss. Caso 0 contorno te-
nha elementos de comprimento variavel. recomenda-se que seja adotado
um afaatamento igual a media arit.etica dos comprimentos dos elemen-
tos proximos a cada ponto extemo.
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