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RESUMO

Uma formulacao alternativa do método dos elementos de contorno
para andlise de placas eldsticas consiste em se utilizar apenas a e~
quagao do deslocamento transversal e aplici-la aos nds do contorno e
a pontos definidos fora do domfnio da placa. Neste trabalho apresen
ta-se um estudo numérico sobre a influéncia da posicdo dos pontos fo-
ra do domfnio da placa delimitando a regido onde pondem ser escolhi-

dos sem que ocorram singularidades na matriz do sistema finsl de equa
¢oes algébricas.

ABSTRACT

An alternative formulation of the boundary element method for
bending plate analysis is obtained by the use of only vertical dis-
placement equations related with boundary nodes and ocher cuple cri
tery singular points defined out of the domain. In this work, a nume—
rical study on the singular point position is presented in order to
stablish the range in which can be chosen without introducing sin-
gularities in the system of algebraic equations.
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1. INTRODUCAO

0 método dos elementos de contornc se constitui, atualmente, em u
ma poderosa ferramenta para a andlise dos mais diversos problemas de
placas, podendo-se citar os trabalhos de MAITI [1], BEZINI (2], {3] e
[4], STERN 5], JASWON [6], PARIS [7]. Nestes trabalhos as formulacoes
adotadas foram a decomposicao da equacao bi-harmdnica de placasemduas
equagdes harmonicas, as quais sdo posteriormente resolvidas pelo meéto-
do dos elementos de contorno (1], [6] e [7], e as que resolvem direta-
mente a equagao bi-harmdnica das placas [2], [3], [4] e [5], sendo ne-
cessario, neste caso, escrever, para cada ponto do contorno, duas equa
coes integrais, correspondentes ac deslocamento transversal e sua deri
vada direcional. Embora forneca otimos resultados, esta formulacao a-
presenta o inconveniente de ter singularidades do tipo 1/r? na equacao

integral da derivada direcional, o que pode acarretar problemas nume-
ricos.

Com o objetivo de evitar estes problemas numéricos, foi apresenta
da uma formulacao alternativa, PAIVA [8], que consiste em se utilizar
apenas a equacdo integral do deslocamento transversal para pontos do
contorno e para pontos fora do dominio da placa. Entretanto, a posicao
destes pontos fora do dominio ni3o pode ser estabelecida arbitrariamen~
te, pois podem ocasionar singularidades na wmatriz do sistems final de
equacoes algebricas. Neste trabalho apresenta-se¢ um estudo numerico 80
bre a influencia da posicac destes pontos delimitando a regiao onde po
dem ser escolhidos sem que ocorram tais singularidades.

2. EQUACOES INTEGRAIS

A representacao do deslocamento transversal de um ponto generico
¢ dada por:
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onde:
K(P) = 1 se P & um ponto do dominio da placa;
K(P) =1/2 se P & um ponto nio anguloso do contorno;
K(P) = 0 se P é un ponto fora do dominio da placa;
R* (P,s) . R (S) sac as reacoes de canto da placa dos proble-
mas fundamental e real.

Derivando-se a equacdo integral do dccloca-cnto em relagic s um
sentido arbitririo, obtim-se a segunda equagio integral de placas.
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Na formulacdo usual para a anialise de placag as equagoes 1n:egr§13

(1) e (2) sao utilizadas conjuntamente. Na solugao alternativa (8] ¢u
tilizada apenas a equacao (1).

Fig. 1 - Placa em analise.

3. EQUACOES MATRICIAIS

Na formulacdo do método dos elementos de contorno aproxima-se o
contorno por uma série de segmentos denominados "elementos de contorno”,
408 quais se associam um ou mais pontos nodais. A cada ponto nodal sao
assocladas as quatro variiveis das equacces (1) e (2), ouseja, w, 3w/an,
Vh ¢ u,. Destas, duas sempre_sio conhecidas em cada ponto do contorno,
restando, portanto, duas incdgnitas associadas a cada a6 dos elementos.
Portanto, deve-gse obter um ndmero de equagdes algeébricas igual ac do-
bro do nimert de nds do contorno. Estas equacdes sio obcidas na formu-
lacdo usual, escrevendo-se as equacies (1) e (2) para cada nd do con~-
torno.

Na formulacdo alternativa ¢ utilizada apenas a equacao (1), porém
aplicando-a aos nds do contorno e a um numero igual de pontos defini-
dog fora do dominio da placa (ver figura 2). Como o coeficiente K(P)
destes pontos é zero, nenhuma incognita adicional é introduzida no sis
tema final de equacGes. 0Os pontos fora do dominio da placa sao escolhi
dos de tal forma que acompanhem seu contorno.

Un sistema de equacoes algébricas andlogo ao do procedimento u-
sual ¢ obtido apés a discretizacdo do contorno:

[B] {(U}=[G) (P} + {qQ} (3)
que, apos a imposicido das condicGes de coutorno, pode ser escrito:

{A] (x}= {8} (%)
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pontos definidos fora do
dominio do place

; \m do contorno da place

Fig. 2 - Pontos de carregamento definidos no contorno e fora do
dominio da placa.

onde {X} é o vetor formadc pelas incognitas do contormo. Apés a resolu
cao deste sistema de equacoes, deslocamentos e esforcos em pontos do
dominio sdo obtidos a partir de (1).

4. EXEMPLOS

Em diversos testes realizados, adotando-se a distancia dos pontos
fora do dominio ao contorno da placa igual ao comprimento do elemento
de contorno, a formulacao alternativa se mostrou superior a fomulacio
usual. Nas figuru 3 e 4 estao representadas, em funcdo do nimerc de e
lementos de contorno, as diferencas percentuais entre os valores do du
locamento transversal e dos esforcos no centro de uma placa quadrada,

simplesmente apoiada no contorno & com carregamento uniformemente dis-
tribuido, e os valores exatos [9].
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Para se detarminar a influéncia da distancia dos pontos externos
a0 contorno, foi analisada esta mesma placa para vdrias posicoes dos
pontos externos, admitindo-se inicialmente que a distiancia destes pon~
tos ao contorno ¢ constante (ver figura 5).
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Fig. 5 - Placa com pontos de carregamento definidos w0 contorno
¢ fora do dominio da placa.
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0 contorno da placa foi dividido, inicialmente, em 16 elementos de
igual comprimento, e a relacao entre a distancia dos pontos e:fternos
ao contorno, a, e o comprimento dos elementos de contorno, £3j, e indi-
cado por o.

Na figura 6 estao indicadas as diferencas percentuais entre os va
lores do deslocamento e esforcos no centro da placa, obtidos para va-
rios valores de o, e os exatos [9]. Pode-se observar que a medida que
se aumenta o valor de a © erro também aumenta. Para valores de a su-
periores a 7, ocorrem singularidades na matriz do sistema de equacoes
algebricas (4). Estas singularidades decorrem do fato de que, para va-

lores grandes de a , as equacOes algébricas referentes a dois pontos
externos proximos um do outro, tendem a se tornarem iguais.
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Fig. 6 - Erros nos deslocamentos e esforgos em funcao de a.

Esta placa também foi analisada com a divisao de contorno indica
da na figura 5 e considerando-se uma variacao na posicao dos pontos ex
ternos. Inicialmente o valor de a foi considerado constante para cada
lado da placa (figura 7.a) e, posteriormente, o valor de o foi conside
rado aleatério para cada ponto externo (figura 7.b). No primeiro caso,
para valores de o inferiores a 7, o erro observado, tanto nos desloca
mentos como nos esforcos, foram inferiores a 0,12. Se, para algum dos
lados da placa, o valor de a for superior a 7, a matriz do sistema de
equagoes (4) torna-se singular. No segundo caso foi considerado, ini-
ciaimente, que a posicao dos pontos externos, embora aleatoria, fossem
inferior a 7. Neste caso o erro observado foi infertor a 1,0%. Em uma
segunda etapa, os valores de a foram inferiores e superiores a 7, al-
ternadamente. Neste caso o erro observado foi inferior & 0,5% e, final
mente, todos os pontos externos tinhul a > 7, aleatoriamente e, neste
caso a matriz do sistema de equagdes (3) tornou-se singulsr.
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Fig. 7 ~ Pontos definidos fora do dominio da placa. a) distancia
0 constante para cada lado; b) o vatiivcl para cada ponto.

Todas as andiises realizadas para a divisdo do contorno da placa
em 16 elementos foram realizadas também para uma divisao do contorno
em 40 elementos de igual tamanho, conforms indica a figura 8. Nas ani-
lises. em que o valor de @ era constante para todos o83 pontos externos,
os valores do deslocamento e¢ momentos fletores no centro da placa coin
cidiam com os valores exatos qundo 1< a < 4. Para valores superio-
Tes, 2 matriz do sistema de equacdes tornou-u singular.

A mesma precisio (erro = 02) fol observada para as posicoes varid
veis dos pontos externos, valendo as mesmas observacoes feitas para as
anilises com o contorno da plaea dividido en 16 alementos. salientan
do-se que ° valor limite de &, neste caso, ¢ 6. :

Todas as anilises anteriormente uncioudu foram faitas conside
rando-se apto:iucao linear para os deslocamentos e esforcos no coucor
noeas integracoes numéricas foram futu utilizando-se 6 pontoa de Gauss.
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Fig. 8 - Contorno da placa dividido em 40 elementos e pontos
definidos fora do seu dominio.

CONCLUSDES

Em todos os exemplos apresentados, ficou demonstrado que a formu-
lacdo que utiliza apenas a equacao integral do deslocamento conduz a §
timos resultados, entretanto, os pontos fora do dominio nao podem ser
escolhidos arbitrariamente, pois podem provocar singularidades na ma-
triz do sistema de equagoes algébricas (4). A regiao onde estes pontos
podem ser definidos varia em funcao do tamanho dos elementos de contor
no e do numerc de pontos usados na integracaoc numérica.

Também ficou demonstrado que mesmo dentro desta regiao admissivel,
O erro aumenta para valores de ¢ proximos do limite superior. Portan-
to é recomenddvel que o valor de & seja o menor possivel, devendo-se
levar em conta, entretantc, que para pontos muito proximos do contorno
(a < 1), torna-se necessario a utilizacao de maie pontos de Gauss na
integracdo numérica para se obter a mesma precisao. Assim, o valor mais
indicado € a =1, pois além de apresentar otimos resultados, as inte-
gragcoes podem ser feitas com seis pontos de Gauss. Caso o contorno te-
nha elementos de comprimento varidvel, recomenda-se que seja adotado
um afastamento igual 3 meédia aritmética dos comprimentos dos elemen-
tos proximos a cada ponto externo.
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