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SUMARIO

Este trabalho apresenta uma formulacao que permite obter diagramas
de interacac para esforcos seccionais em lajes de concreto armado corres
pondentes a estados limites Gltimos. Diagramas de interacdo obtidos com
a formulagao proposta sao confrontados com aqueles resultantes da aplica
¢cao do critério de Johansen que tem sido largamente utilizado pars a de
finigao de critérios de dimensionamento.

A formulacao proposta pode ser facilmente extendida ao problema de
cascas, com a consideracao dos esforgos membranais, o que nao se conse
gue com o critério de Johansen.

SUMMARY

This work presents a formulations, that allows us the obtain inter-
action diagrams for seccional forces in concrete plates corresponding to
ultimate limit states. Interaction diagrams based on this formulation
are compared with those obtained with the application of the Johansen
criterion, which has been used broadly for the definition of design
criteria.

The proposed formulation can be easely extended to the problem of
shells, considering the membrane sffect, what is not possible with the
Johansen criterion.
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1. INTRODUCAO

0 dimensionamento de lajes tem se baseado principalmente no critério
de colapso de Johansen {1, 2, 3, 4, 5]. Por este critério o escoamento
ocorre quando o momento fletor solicitante que atua normalmente a secao
transversal com um dado angulo se iguala 2o momento resistente normal a

quela direcao, que depende apenas dos momentos resistidos pelas armadg
ras.

Este critério, apesar de ter comprovacao experimental e de ser larga
mente utilizado para o dimensionamento de laje, apresenta os inconvenien
tes de nao pode ser estendido ao problema de cascas, ter bases muito dis
tintas daquelas utilizadas para o dimensionamento de vigas e colunas, o
que ndo permite a unificacdo de conceitos de dimensionamento e desprezar
o efeito do comportamento biaxial do concreto no colapso, o que esta em

contradicao com as teorias de ruptura do concreto sob comportamento bia
xial.

Neste trabalho, uma formulacao anteriormente apresentada [6] & utili
zada para a obtencao de diagramas de interacdo para esforcos seccionais
em lajes de concreto armado. O critério de ruptura utilizado se baseia
num conceito de estado limite dltimo generalizado que € uma extensdo do
estado limite Gltimo definido para pecas uniaxiais e o comportamento bi
axial do concreto é considerado. A formulacao pode ser facilmente esten
dida ao problema de cascas de concreto armado.

Os diagramas de interacao obtidos pela formulacdo proposta sao entiao

comparados com os diagramas de interagao resultantes da aplicacao do eri
tério de Johansen.

2. FORMULAGA3O

Os esforcos seccionais que atuam por metro. linear numa casca de con
creto armado estao indicados na Figura 1 atuando no sentido positive.
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Figura 1. Esforgos seccionais num elemento de casca de area unitaria.
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A relacao entre o vetor dos esforcos seccionais N e o vetor das de
formacoes do plano médio obtida em [6] esta indicada na equagao (1),
sendo que os Indices c, s, e j se referem respectivamente a concreto,
aco, lamela de concreto e camada de armadura.
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Com a equagac (1) & possivel obter os esforgos seccionais § para uma
dada deformacao £,

Quando se tem o problema inverso, ou seja, quando se tem os esforcos
seccionais N e se quer obter o vetor 50 correspondente indicado a  se
guir.

Neste caso deve-se partir de ums relagio constitutiva tangente dg ti
po

d¢f = D; d g (3.2)

i
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s _ 3.
dgj Qij dgj (3.b)

que relaciona incrementos de tensao no concrato e no ago com incrementos
de deformacao no concreto e no aco respectivamente.  Analogamente a equa
cdo (1) chega-se a

n a
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Com 3 relacao incremenzal (4) pode-se utilizar o algoritmo de Newton-
Raphson'p‘ta se obter Eo em funcao de N.

dgg-n-gtk-ﬁckd_sok (5

sendo Eck dado pela expressao entre colchetes em (4) e que = representa a
matriz de vigidez tangente para o nivel de deformacao sok, d Eok o 1in
cremento de deformacoes e Nr o vetor dos esforcos internos resistentes

correspondente as deformacoes §, na interacao k.
k

0 vetor N. pode ser dado pela relacao secante
k

X

(-1}

. £ (6)
T Tk % :
As relacGes constitutivas secante e tangente para o concreto & ago
definidas por D° , D® , D e D® estio apresentadas em [6].
s *s.’ *t “t
i 3 i b
‘Para solicitacdo em tracdo x tracdo, tracdo x compressio e compres
sdo x tracdo considerou-se o concreto como material isotrépico  apresen
tando um comportamento linear eldstico até a fissuracdo. O critério ado
tado para a formacdo de fissuras é.0 da tensao mixima [7].

Para solicitacdo do tipo compressio x compressiao atribui-se ao con
Creto um comportamento nao linear eldstico com propriedades ortotropicas.
Para tal adota-se a relacio constitutiva proposta por Liu (7 :81].

0 ato ¢ considerado como material linear clistico.»petfeitannnte plig
tico.

A -ntriz‘g: @ obtida a partir da matriz 9: proposta por Liu (7,
) i . pi
8]. Como a matriz ¢ definida para as direcdes principais é necessario
fazer a rotacdo pars a direcao dos eixos de ortotropia x e y através das

macrizes de rotacio R, e R ¢+ Sendo




2 2
cx'x' . c 3 2cs € xx
Oyryt s? c? -Z:s-z € oy (7)
Cxty’ -cs cs c3-s xy
€ v {- c2 82 cs €
XX XX
Egryr ’ s2  ¢?  -cs € gy (8)
€ 4y -2c8  2cs c2-s?
Xy | xy
.

onde ¢ e 5 §30 05 cossenos e senos do angulo de rotacao do sistema x-y pa
ra o sistema x'-y', chega-se as tensces principais quando 6 = Ep
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3. OBTENGAO DOS DIAGRAMAS DE INTERACAO

Conforme descrito no item anterior é possivel obter o vetor das de
formacoes generalizadas no plano médio da casca € _ & partir do vetor dos
esforcos seccionais aplicados N através do método de Newton-Raphson.

Para obtencao de pontos do diagrama de interacdo ¢ necessario no en
tanto introduzir o conceito de estado limite ultimo para lajes & cascas
que passamos a chamar de estado limite ultimo generalizado. O vetor N
correspondente a este £ _ seria entao um vetor dos esforgcos ultimos por
metro linear da casca deginindo assim um ponto da superficie de colapso
dos esforcos seccionais. '

A escolha da denominacio astado limite dltimo generalizado se  deve

a0 fato de termos partido da definicio de estado limite Ultimo para bar
ras unidimensionais.

Antes de definir os dominios para o estado limite dltimo de lajes e
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cascas usando uma analogia com os dominios definidos na NB-1 para solici
tacdes normais, & necessirio definir a condicio de esmagamento do concre
to (crushing condition) para um estado biaxial de tensdes.

Na falta de resultados experimentais disponiveis sobre a capacidade
dltima do concreto para estados biaxiais de tensGes, pode-se utilizar um
critério semelhante a0 critério usado para as superficies de colapso em
tensces, assim

I 1
A — +B —k-1=0
1og2 ! g

u u

A satisfacao desta equacio represents o esmagamento do concreto. Sen
do que I{ ¢ J} sdo invariantes de deformscies e A, ¢ B, estic definidos
em [6] ¢ [9].

Com o critério de csmﬁFamcnto definido para solicitacdo biaxial e de
signando por EE R e% , e} s E%I as deformacoes principais 1 e 2 nas
lamelis extremas I ¢ II pode-se definir os domfnios para caracterizacao
do estado limite ultimo.

€, e s§ positivos (alongamento)
Dominio 1

€, e €, positivos

uma das armaduras em camadas junto a qualquer das faces I e II atinge a
deformacdo de 10% e as outras sao iguais ou inferiores a 10%.

Ef E: negativos
Dominio 2
efl egl positivos

caso a) A face I satisfaz a condicio de "Crushing" e uma das armaduras
junto & face II sao menores ou iguais a 10%.

caso b) A face I nido satisfaz a condicido de "Crushing" porém uma das ar
maduras junto a face II atinge 10%.

Ef e} negativa e 2 outra positiva
Dowminic 3
efl E}I' positivas

€aso a) A deformacio principal de compressio na face I, e; (negativa),
deve satisfazer a seguinte condicio N (negativa) < €, ¢ uma das arms

duras junto a face II ou junto a face I atinge 10X.

caso b) ep (negativa) = €, ® as deformacdes nas armaduras nas armadu
ras nas camadas junto s face I ¢ 1I sio menores que 10%.
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t:I1 € 2 negativos
Dominio &
11 I1
€] e E, negativo e outro positivo

caso a) As deformacoes na face I satisfazem & condicao de "Crushing" e
as deformacoes nas armaduras junto a face II sao menores que 10%.

caso b) As deformacoes nao satisfazem a condicac de crushing e na face
11 uma das deformacoes nas armaduras junto a esta face atinge 103 ou a
deformacao principal negativa ep atinge ¢

u
I 1
€ €, negativo e o outro positivo
Dominio 5 :
11 11
€ €, negativo e o outro positivo
I
€~ (negativa) = Eu
casgo a) P
(negativa) €, ¢ as deformacoes nas armaduras jun
to as faces I ¢ 1I sao menores ou
iguais 102.
I
€_ (negativa) €
caso b) P
’ en(negltiva) =g . e as deformacoss nas armaduras jun
P to as faces I e 11 sao menores ou
iguais a 10%.
1
€ (negativa) <e“
caso ¢) P
£H (negativa) < €y , ¢ uma das deformacoes nas armadu-
P ras junto a face I ou II é igual a
10%.
E} S:' negativas
Dominio 6

E}I [ E}I negativas

A condicdo de "crushing” & satisfeita para a face I ou para a face
I1, ou para ambas as faces.

Com a definicao do estado limite dltimo generalizado e a formulacdo
para obtencdo da dsformada £ ° corrupondcntc a0s esforcos seccionais
N pelo wétodo de Newton-Raphson foi entdo elaborade um programa de tom
putador para obter diagramas de interacdo para esforcos seccionais dn
laje de concreto armado. Para este caso os esforcos membransis N
e N séo considerados nulos. A extensido do problems de cascas ¢ m!l
singlnuntc eliminando-se esss restric@o e utilizando-se a

formulacao
completa.
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Tendo em vista a formulacdo proposta, trés exemplos sao apresenta
dos, sendo um destes confrontados com a curva do Johansen.

Os exemplos sao dispostos da seguinte forma:

. Exemplo 1. A laje contém apenas uma camada de armadura. Neste exen
plo, mostra-se a influéncia da armadura no aumento dos esforcos resisten
tes, assim como a influencia da armadura Asx na variacgdo das curvas de
resistencia no plano M x M .
esisten p y <y
Para se ter uma idéta da superficie proposta, curvas de afveis no

plano M - Hy para virios valores de momento torsor (Mxy) sdo entdo mos
tradas.

Finalmente, para este exemplo algumas curvas sao confrontadas com a
superficie do Johansen.

. Exemplo 2. A laje apresenta duas camadas de armadura, dispostas uma
em cada bordo extremo. O0s mesmos efeitos estudados no exemplo 1 sao ago
re inalisados para o caso de armadura dupla.

. Exemplo 3., Curvas de interacdo para vdrias taxas de armaduras sao a
presentadas dando a idéia de geracao de abacos para dimensionamento auto
mitico em lajes de comereto armado.

Exemplos:

. Caracteristica da laje

altura da laje -~ 12 cm

concreto fck = 20MPa

Ago CA 50

Numero de lamelas de concreto = 24

Exemplo 1:

Figura 4.1. Laje Exemplo 1 - Mimero de Camadas de Armadura = 1
(Bordo superior ou inferior)

Para este exemplo sio obtidas as curvas de interacao momento torsor
(ny)‘-nunlcn:o fletor y CHy). com as seguintes consideracoes:

(a) Asx = 0.0 Asy = 0.0
(b) Ay = 0.0 Aay = 1.82cm?/m
(c) A o2.41ca?/n A’y = 1.82ca?/n

Para o caso a, ¢ obtida a superficie admitindo os esforcos unicamen
te resistidos pelo concreto. No caso (b), pode-se observar o efeito da
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influéncia das armaduras no aumento da resisténcia a flexao. Vale res
saltar, no entantd que a resisténcia a torsac continua limitada a contri
buicso do concreto. Finalmente, no caso (¢), observa-se a infiuencia da
armadura adicional ne outra direcao no aumento da resisteéncia do esfor
¢o de torsao. Isto ocorre devido a consideragao dos efeitos biaxiais que
ocasionam um aumento de resistencia para esse tipo de solicitacao. No
cago de torsao pura, & presenca desta armadura n8o produz nenhuz aumento
de resisténcia{10,11} , isto leva a uma queda subita na curva ne plano

Mxv nas proximidades do estado de torsac pura. Uma possivel solu

gao para esse provlema, embora nao apresentada aqui, seria a colocagdo de
armaduras esconsas, proporcionandc uma curva mais suave.

Entre essas 3 curvas apresentadas, observa-se que na auséncia de ar
maduras, onde o concreto € o unico material, a distribuicac de tensoes
€ mais uniforme e conduz a obtencao de uma curva mais bem compcrtada.

T mxy ({ADM) Guodrante Y-2
Armodure Simples
O4r Fietor x Constonte
0‘..
- "4
Ot L K 't'—;v . .%'
v Y, 3
J Yo%
1 g &
, v &
o1 ¢ gyl E . asxso.asY RO
¢ &5 easxro asYro
- YASX® Q. ASYaQ.
._l'\A A " 1

-08 -4 ~or -0 O848 MY {ADM)

Figurs 4.2. Curvas de Iteragao no Plano Hy - Mxy da Superficie Proposta

Na figura (4.3), mostra~se a curva de interacdc momento torsor (H )
momento fletor (H ), obtidas com o critério do Johansen.

Confrontando-se o resultado acima apresentado com as curvas obtidas
para os casos (a), (b), (c), da superficie proposta fig. (4.2), observa-
se uma semelhanca no aspecto geral entre essas duas curvas. A wmajor
discordincia fica para o caso (c), onde o decaimento brusco da curva ca
racteristica paras este caso, nRC estd presente na curva do Johansen fig.
(4.4). Esta divctgincia ¢ devido a condidctncio na formulacao de
Johansen da absorcao do esforco de torsaoc pura pelas armaduras ortogo
nais o que nos parece uwa contradicao com estudos ji realizados.

Uma visualizacao tridimensional para a superficie proposta e a do
Johansen ¢ mostrada nas figuras (4.5) e (4.6) respectivamente onde cur
vas de niveis sdoc tracadas para virios valores de momento torsor.

De acordo com as figuras citadas, fica evidente a semelhanca dos 2
critérios, principalmente para valores intermedidrios de momento torsor.
Ficsndo nas regides proximas ac estado de torsio nula, as diferencas
msiores entre sssas duas curvas. Nas regices 1ntcr-.d€§r£a-. algumas
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MXY{ADM)
Curve Johonsen
Quodronte Y-
OA iteroolo MY - MXY
Fletorx Constonte
O
- O
-.“.
MY{A
-08 , : : fADM.)
-08 -.08 -0 .0 .04 .08
Fi3. 4.3. Curva Johansen no Plano
M -M
y Xy
Curvae Proposte
M. Torsor Voriondo de 0 & 8 KNm/m
MY (ADM) Quadrante X-Y
04 - Iterocdo MX - MY

| [ —
2 e
h. TP

[ YR
s.s.%-}——

MX (AOM)

MXY([AOM)
Quodronts Y-2
.08 Armaduro Simpies
Flstor x Constonte
02
01 —— Curva Proposto
—— CUrve Johanse:
"o i ! e MY(ADM)
.00 .01 .02 Ko )

Fig. 4.4. Confrontamento entre

as duas curvas plano
M - M
y Xy
Sup. Johansan
Curvas de Niveis

Qugdronts X-Y
1terogSo MX- MY
Momento Torsor Veriondo de O 9 KN m/m

MY (ADM)
031

{00}

Fig. 4.5. Curvas de niveis no plano M_-M para varios valores de momen
Fig. 4.6. to torsor para superficie p§opgsca ¢ a do Johansen respectiva

curvas de nivel ficam praticamente coincidentes como é o caso a

do na

mente.

fig. (4.7).

presenta
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curvas de nivel ficam praticamente coincidentes como € o caso apresentado na
fig. (4.7).

MY { ADM)

‘0% ouadrante x-v

Armadurg Simples

Torsor = 6 KN m/m
.02

~—— Curve Proposte
o ) + Curva Johansen
00 . ]MX(ADM)
.00 0 02 .04

Fig. 4.7. Apresenta curva de nivel para momento torsor de 6 Kna/x mostran
do a semelhanca entre a curva proposta e a do Johansen.

Exemplo 2:

Fig. 4.8. Laje do ex. 2 com armadura dupla

Como no exemplo 1, curvas de interacao momento torsor (M ) - momen
to fletor y (M ) sao tracadas levando em consideragao os seguin:es casos:

(a) Asx 2,892 cm‘/m Asy 2,184 cm?/m
A' =0,482 cm?/m A' =0,364 co?/m
8X sy
- - z
(b) Asx 0 Aay 2,184 cué/m
LI LI 2
At‘x 0 Asy 0,364 cm?/m

que estao representados nas figuras a seguir.

De acordo com a fig. (4.7), observa-se o mesmo tipo de comportamen
to com o analisado no exemplo 1, enfatizando o aumento da rigidez pela
colocacao de uma armadura de conptc.s:o, ¢ mais uma vez observando o pon
to correspondenta ac estado de torsac pura limitado so valor maximo ad
missivel pelo concreto.
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Quodrante Y-2
044 Armodura Ouple .
Fister x Congtonte ’.’
L)
4
| RETPE
O 4 Y
%
b
d
-0 J 4:
Pt
b
- ASX*0 o
L )
-.08 4 + ASX ‘ o] ’0
-08 . v — MY{ADM)
-.08 -.04 -0t .ol .04 .08

Fig. 4.8. Curva proposta para armaduras em 2 camadas na laje.

Exoryplo 3:

Fig. 4.9. Laje exemplo 3. Numero de camadas de armadura = 1
(Bordo superior ou inferior)

Neste exemplo, & mostrado para o caso particular de torsao pura, cur
vas de interacdo para virias taxas de armaduras que sic geradas com a
finalidade de dimensionamento automatico.

Sdo entdo geradas para os seguintes casos:

(a) A, = 1,205 cm?/m Asy = 0,9lcm?/m
(b) Asx 2,4lcm/m Asy 1,82cm?*/m
(c) Asx = 4,82 cm?/m Asy = 3,64 cm®/m

Os resultados estao apresentados na fig. (4.10).

Curvas semelhantes a estas podem ser geradas tanto quanto se queira
para varios tipos de solicitacdo, dando assim a idéia da construcao de
abacos para dimensionamento automatico de lajes de concreto armado.

Observagao:

Para cbtengdo das curvas apresentadas nos 3 exemplos acima, foram ob
tidos pontos com uma variacaoc de 5 em 5 graus Na superficie propostas,
a obtengao de um ponto exato de colapso estd sujeito a uma flutuacdo em
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funcao de uma tolerancia prefixada nc processo numérico, para  obtencao
desses pontos. Devido a este fato, o lugar geométricc destes pontos po
de esta sujeito 2 uma variaciao que pode ser maior ou menor dependendo do

ponto.
v vy v Y v v ¥
os ' Quodrante X-Y
= Iteraco MX-MY
v M. Torsor Nulo
.04 ]
Y
172 AS
024........ —- ASX 2241, ASY* 1.82
T v v 2X AS
: .
.00 : .
00 .02 .08 .08 o7 MXIADM)

Fig. 4.10. Curvas de interagao plana M -M , com torsac nula para varias
taxas de armadura.

5. CONCLUSOES

Diagramas de interacao para lajes de concreto armado obtidos atraves
de uma metodologia proposta sao apresentados e comparados com 0§ corres
pondentes a aplicagac do critério de Johansen para diversos exemplos. Ve
rifica-se uma grande semelhanca entre esses dois criterios para os exem
plos aqui apresentados, ou seja, 0s momentos x e ¥ possuem o mesmo si
nal. O confrontamento para cutros tipos de combinacoes de sinais de so
‘licitacao fica para uma segunda analise, com o objetivo de certificar a
té onde vai a semelhanca entre os critérios aqui apresentados.

Interpretagao dos resultados sao feitas.

A metodologia proposta apresenta as vantagens de ser valida também
para cascas de concreto armadg, ser consistente com as teorias de ruptu
ra do concreto para efeito biaxial de tensodes e ter ainda um critérioc de
colapso definido como estado limite ultimo generalizado que & coerente
com os conceitos utilizados no dimensionamento de pecas uniaxiais de con
creto armado submetida a solicitacoes normais.

O programa desenvolvido com a metodologia descrita pode ser utiliza
do para diversos fins tais como:

(a) Para verificacao da seguranca de lajes de concreto armado;

(b) Para o tracado de sbacos de roseta que podem ser obtidos para di
versas disposicoes da armadura e variando-se a porcentagen mecanica de
armadura.

(c) Como pré-processador, acoplado & um programa de analise limite por
elementos finitos, para a determinacao do fator de colapso da estrutura,
(o programa geraria a superficie de colapso linearizada necessdris a de
finicao das restricdes do problema de programacao linear que descreve o
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problema de analise limite).
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