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Este trabalho apresenta uma formulacao que permite obter diagramas
de interacao para esforcos secciona1s em lajes de concreto aTmado corre~
pondentes a estados limites ultimos. Diagramas de interacao obtidos com
a formulacao proposta sao confrontados com aqueles resultantes da aplic!
Cao do criterio de Johansen que tem side largamente utilizado para a d!
finicao de criterios de dimensionamento.

A formulacao proposta pode ser fac1lmente extendida ao problema de
cascas. com a consideracao dos esforcos membranais. 0 que nao se cons!
gue com 0 criterio de Johansen.

This work presents a formulations. that allows us the obtain inter-
action diagrams for secc10nal force. in concrete plate. corresponding to
ult~mate limit state.. Interaction diagrams based on this formulation
are comparad with those obtained with the application of the Johansen
criterion. which bas been u.ed broadly for tbe definition of design
criteria.

The proposed formulation c.n be e••ely extended to the probla. ot
shella. considering the umbrae affect. what is not po.sible with the
Johan.en criterion.



o dimensionamento de lajes tem se baseado prineipalmente no criterio
de colapso de Johansen [1. 2. 3. 4. 51. Por este criterio 0 escoamento
ocorre quando 0 momento fIe tor solieitante que atua normalmente a secao
transversal com um dado angulo se iguala ao momento resistente normal!
quela direcao. que depende apenas dos momentos resistidos pelas armad~
ras.

Este criterio. apesar de ter comprovacao experimental e de ser larg!
mente utilizado para 0 dimensionamento de laje. apresenta os ineonvenie~
tes de nao pode ser estendido ao problema de easeas. ter bases muito di!
tintas daquelas utilizadas para 0 dimensionamento de vigas e colunas. 0
que nao permite a unifieacao de coneeitos de dimensionamento e desprezar
o efeito do comportamento biaxial do concreto no colapso. 0 que esta em
contradicao com as teorias de ruptura do concreto sob comportamento bi!
xia!.

Neste trabalho. uma formulacao anteriormente apresentada [61 e util!
zada para a obtencao de diagramas de interacao para esforcos seccionais
em lajes de concreto armado. 0 criterio de ruptura utilizado se baseia
num conceito de estado limite ultimo generalizado que e uma extensao do
estado limite ultimo definido para pecas uniaxiais e 0 comportamento b!
axial do concreto e considerado. A formulacao pode ser faeilmente este~
dida ao problema de cas cas de concreto armado.

Os diagramas de interacao obtidos pela formulacao proposta sao entao
comparados com os diagramas de interacao resultantes da aplieacao do er!
terio de Johansen.

Os esforcos seceionais que atuam por metr~ linear numa casca de con
creto armado estao indicados na Figura atuando no sentido positivo.
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Figura 1. Esforcoa saeeionaia num al••• nto da easea da ara. unitaria.
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A re1acao entre 0 vetor dos esforcos seccionais ~ e 0 vetor das de
formacoes do plano medio obtida em [6] esta indicada ns equacao (1) ,
sendo que os indices c, s, ~ e j se referem respectivamente a concreto,
aco, lame1a de concreto e camada de armadura.
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formacoes na camada de concreto i e na camada de armadura j.

Q S _ tls E S
j Sj-j

Com a equacao (1) e possive1 obter os esforcos seccionais ~ para uma
dada deformacao ~o'

Quando se tem 0 problema inverso, ou seja, quando 8e tem os e.forcos
seccionais ~ e 8e quer obter 0 vetor ~ 0 correspondente indicado a s!
guir.

Neste caso Geve-ae partir de uma rela~ao constitutive tansente d~ ti



que relaciona incrementos de tensao no concreto e no aeo co. incr•••ntos
de deformaeao no concreto e no aeo resPectivamente. Analoga ••nte a equ!
eao (1) chega-se a

Co. a relacao incre••ntal (4) pode-se utilizar 0 algoritmo de Newton-
Raphson para se obter '0 e. funeao de ~.

dN • N - N • 5 d ~ (5)-k -tk -tll ~k

sendo Qt dado pela expressao entre colchete. e. (4) e que
k

m8t~iz de ~igidez tangente para on!vel de deformaeao '0 ' d' 0k ok
cre.anto de daformacoas e N 0 vetor dos esforeo. internoB resistanta.rtt
corre.pondente •• deformaeoa. , na intaraeao k.ok

o vator N poda ser dado pela ralaeao sacanta-rk

As ralacoes constitutivas secante e tangenta para 0 concreto e aeo
definidaspor DC , Q: ' Q~ e Q~ estao apreaentadas e. [6).-si j i j

Para solicitacao e. tracao x tracao, tracao x co.preaaao a co.pre!
sac x traeao considerou-se 0 concreto cOGOmaterial iaotropico apresan
tando u. co.portamento linear elastico at. a fisauraeao. 0 criterio ad2
tado para a formaCao de fissuras • 0 da tensao .axima [7).

. .
Para sOlicitacao do tipocoaprassao x coapressio a~r1bui-se ao CO!!

crato u. co.portamento nao linaar elastico co. propriedadasortotropicas.
Para tal adota-se a relaeao constitutiva proposta porLiu [7 ,8 ).

o aco • considerado como material linear elastico, perfe1taunte pIa!
tico.

A ••tr1Z2~. obtida a partir de ••triz 2~ proposta por Liu [7 ,
1 pi

8]. Coao a aatrlz • dafinida para as direcoes principais e necessario
fazer a rotaeao para a direcao dos eixos de ortotropia x e y atravis .das
Mcri,•• 4' rotatio Ia ' ! E: • Sellclo
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ond. c e s sao os cossenos e senos do ingulo d. rota~ao do sist.ma x-yP!
ra 0 sistema x'-y', chega-se as tensc.s principais quando e· e
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Conform. descr1to no item anterior e posalvel obter 0 vetor das d!
forma~oes generalizadas no plano medio.de cas~a ~0 a partir do vetor dos
esfor~o& seccionais aplicados! atraves do ••todo de Newton-Raphson.

Para obten~o d. pontos do diagra.. de intera~o i nece.sario no e!
tanto introduzir 0 conceito de estado l~te ultt.D para laj.s. cascas
que passamos a chamar de estado ltm1te ultt.D generalizado. 0 vator N
corr.spond.nte a est. , s.ria antao u. vetor dos esfor~os ultimo. ~~
••tro lin.ar da easea de¥inindo assta u. ponto da superflcie d. colapso
dos esfor~o••• eeionai.. .

A eaeelha 4a .lftc.1ftaeie I'tade 11a1te ulttIG .lftera11lade
ao fato d. termos partido de d.fini~ao d. ..tado lia1t. ulti.a
ras unidimensionai ••

a,
para

dive
ba!



casca. usando u•• analogia co. os d~aio. d.finido. na NB-l para solie!
ta~o•• normai., e n.c•••'rio d.finir a coadi~io de •••••••• nto do coneI'.
to (crushing condition) para ua ••taclobiaxial d. t.n.o-.. -

Ma falta d. r••ultado. .xp.r1aeatai. diapoa!v.is sobr. a cap.cidad.
ultiaa do concr.to para .stado. biax1ai. de ten.o•• , pode-•• utilizar ua
criterio .e•• lhante ao criterio usado para a•• uperf!cies de colapao ••
t.nsoe., •••i8

I
+ B --l._ 1 • 0

1 e:
u

A s.tisf.~ao d.sta .qua~io r.pre••nta 0 ••••g•••nto do concreto. Se~
do que I; • J~ s.o inv.riant •• d. d.forma~o •• a A1 • B1 .stio d.finidos
•• [6] • [9].

Com 0 criterio d. .s••~amento d.finido para solicit.~ao biaxial a d!
signando POI' e:~ • e:~ • e:f , e:fI a. deforma~oes princip.i. 1 e 2 n.s
la••hll extremas I • II pod.-s. dafinir os dotinios para caractedza~io
do a.tado limit. ultimo.

II e:IIe: 1 e 2

uma das armadura. e. camedas junto a qualqu.r de. fac.s I a II ating. a
d.forma~ao d. 10% • a. outra. sio iguai. ou inf.rior •• a 10%.

e: ~I e: ;1 positivos

£!!.!L!) A faca I saUsfaz a condi~io d. "Crusbing" • 11II& des armadur.s
junto • fac. II sio ••nor.s ou igua1s a 10%.
~) A faca I nao saUsf.z a condi~io d. "Crushing" pore. uma de. a,r
_dura. junto a f.c. II atina. 10%.

e: :1· po.1Uvaa

£!!.!L!) A deforma~io principal d. coapr•••io na fac. I. e:~ (n.gativa.),
dave saUdazu a s.SUint. condi~io e:p (n.ptiva) 'e: • 11II& de. ani!

I u
dura. JunCo a face II ou Junto a facl I aUCll1 101.

S!!!L!!.) e: p (n.pci".)· e: • a. d.fona~o-. na. a~ra. nas anad!
I II.ra. naa eaaada. junco • fac. I • II aao ••nor.. qua 101.



ca80 a) As deformacoe. na face I satisfazea a c:ondiciode "Crushing" e
~ormacoe. nas armadura. junto a face II sio ••nores que 10:.
caso b) As deformacoes nio satisfaze. a condicio de crushing e na face
II uma das deformacoes naB armaduras junto a .sta face atinge 10% ou a
deformacio principal negativa t}I atinge £u.

£1 (negativa) • £
£!!2...!) P u

£11 (negativa) £ , e as deformacoe. nas armadura. ju!!.p u to as faces I e II sio ••nores ou
iguail 10%.

£~ (negativa) £
~)

u
II e as defo~,oe. nas armaduras ju!!.£p (negativa) £u to as faces I e II sio manores ou

iguaia a 10%.

£~ (negativa) <£u

£~I (negativa) < £ U e uaa das deformacoes nas armadu-
ras junto a face I ou II e igua1 a
10%.

£
11

e 2

A condi,io de "cru.hina" • ..tilfeit. par. a f.ce I ou p.r.. f.ce
II, ou para .aba••• face••

eo. a defini,io do e.t.do 1i~te u1tt.o sanaralizado e a formul.,~o
para obten~o ciadeformad. '0 corr••pond.nt. .0. ..for,o. ..ceiona1.
~ ptlQ "~Q"Q "I ZiIV;QlI-kphlollfol .Iltio.1&bondo ua prolr... d. \:~
putador para obter diaar.... d. 1nt.r.~o par. ..for,o. ..ccionail d.
1&j. d. eoner.to .raado. P.ra ••te c.ao 0••• for,o. _.r.nai. NIX' Nyy
a N 00 con81"r.cloa wlo.. A ut.naio do probl_ •• c••c.. • fain
.tmpxr••••nt. .ltainando-.. •••• r••trl,io e utl11saado-ae. fo~l.,io
coapleta.



Tendo em vista a formulacao proposta, tris exemplos sao
dos, sendo ua destes confrontados com a curva do Johansen.

• Exemplo 1. A laje contem apenas uma camada de armadura. Neste exem
pIa, mostra-sea influincia da armadura no aumento dos esforcos resi.te~
teSt assim como a influincia da armadura A na variaCao das curva. de_ sx
resistencia no plano M x M .Y xy

Para se ter uma ideia da superf{cie proposea. curvas de n{veis no
plano Hx - H para varios valores de momenta torsor (H ) sao entao mos
tradas. Y xy

Finalmente, para este exemplo algumas curvas sao confrontadas com a
superf{ci. do Johansen.
• Exemp10 2. A laje apresenta duas camadas de armadura, dispostas uma
em cada bordo extremo. Os mesmos efeitos estudados no exemp10 1 SaD ag£
r& ~nalisados para a casa de armadura dup1a.
• Exemp10 3. Curvas de interacao para varias taxas de armaduras sao a
presentadas dando a ideia de geraCao de abacos para dimensionamento aueo
matico em lajes de concreto armada.

Exemplos:
Caracter{stica da laj.
altura da 1aje - 12 cm
concreto fck • 20HPa
Aco CA 50
NUmero de 1amelas de concreto • 24

.r /==..·r
Figura 4.1. Laje Exemplo 1 - hUmero de Camadas de Armadura • 1

(Bordo superior au 1nferior)
Para este exemplo sao obtidas as curvas de interacao momento torsor

("xy)-lIOMnto £letor y (My)' com as seguintes consideracoes:
(a) Asx • 0.0 Asy • 0.0
(b) A.x • 0.0 As, • l.82cmz/m
(c) A -2.4lca2/m A - l.82e.2/_

sx .y

Para 0 easo a •• obti4a a superf{cle adm1tlndo os asfor~o. unicamen
te reslstidos palo CODcreto. No ca80 (b). pode-.e observar 0 efeito da



influencia da. armadura. no aumento da re.i.tincis a flexao. Val. r.~
saltar. no entanto que a resi.tencia a tor.ao continua limitada a contr!
bUi~o do concrsto. Finalaente. no ca.o (c). observa-se a influencia da
armadura adicional na outra direcao no aumento da re.i.tencia do ••fo!
co de toraao. lato ocorre devido a consideracao dos efeitos biaxiai.que
ocasionam ua aumento de resistencia para ess. tipo de solicitacao. No
caso de torsao pura. a presenca desta armadura nAO produz nenhu~ sumento
ae resistencia(lO.ll] • isto leva a uma quada subita na curva no plano
My - Mxy nas proximidades do es~ado de torsao pura. Uma possivel ~ol~
cao para esse prcclema. embora na~ apresentada aqui. seria a colocacao de
armaduras esconsss. proporcionando uma curva mais suave.

Entre essas 3 curvas apresentadas. observe-se que na ausencia de a!
madura •• onde 0 concreto e 0 unico material. a distribuicao de tensoes
e mats uniforme e conduz a obtencao de uma curva mais bem comportada.

QuodronM y.Z
At'mDdUI'O 5i",pin
FIefOf'11 e-taftte

•••...
• ••-;;.., , t.... ',." •..

1 :
"l~ ,,;

y'l•••.. ~. •• ••••••••
• ASX • o.ASY"o.
• ASX II 0. AlYJlo.
y ASX- 0, AIY-O.

Figura 4.2. Curva. de ltaracao no Plano My - Mxy da Suparflcie Propo.ta

Ha figura (4.3). ma.tra-.e a curve da intera~o momenta torsor (Kxy)
ma.ento flator (My" obtida. com 0 criterio do Johan.en.

Confrontando-.a 0 ra.ultado aci.. apreaantado coa a. curva. obtida.
para os ea.o. (a). (b). (c). da .uparflcie propo.ta fia. (4.2). ob.erva-
.a uaa ••••lhanes no a.pacto aaral antre ea.a. dual curva.. A ••ior
di.cordineis fica para 0 ca.o (c). onda 0 dacat.ento bruaco da curva ca
r~ter!.tica para~.te ca.o. nAO a.ta pra.anta na curva do Johan.an fil7
(4.4). E.ta divaraincia i devido a conaidaracio na formulacao da
Johan.an da ab.or,ao do a.for,o da tor.io pura pela. a~dura. ortol~
nais 0 que no. paracs uaa contradicao COlD e.tudos ja raalizados.

o.a viaualiza,io tridt.en.ional para a .uparflcia proposta a a do
Johansen e mostrada nas fiaura. (4.5) a (4.6) ra.pactiv•••nta onda CUI
va. da nlvei. aio traesda. para vario. valora. da ~nto tor.or.

De acordo COlD a. fisura. citada., fica evielanta a .a.lhanes do. 2
criterio., prineipa~nCa para valora. incarmeel1ari08 ela~nto coraor.
P1eaDclonae rel10•• proxt.ee ao a.taelo clecorsio aula, as el1fer.lI~
8&1or ••• ntrs ••••• elua. curva.. Ha. raa10•• 1nt.r-e4~r1a., a1au-aa



Curvo .10•••••••
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FiJ. 4.3. Curva Johansen no Plano
M -MY xy

Curva proposta
••• TorIor variarMIa do 0 0 8 KN mlm
0UCIcIr0fn X - Y1-" MX-IIIY

1---
2--3----...-.-5,..7,1-1-

0.0
MXIADM.l
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Fig. 4.4. Confrontamento entre
as duas curvas plano
M - MY xy

SUP. "'ohanun
Curvas de Nivois

Quadrante X-Y
lfOro~o MX- MY
Momenta Torsor vorianclo de 00 t KH Iftlm

MYIADMI
.05

.00
.00

MXlAOM .

.05

Fig. 4.5.
Fig. 4.6.

Curvas de nlveis no plano H -H para varios valores de momen
to torsor pera superflci. p'op~sta • a do Johansen respectiv!
unte.

curvas do nivel fic•• prat1camence coincidentes como e 0 caso apres.nt!
do ne fig. (4.7).



curvas de nivel ficam praticamente coincidentes como e 0 caso apresentado na
fig. (4.7).

- Curva Propost.
+ CUI'VCI " •••• aneen

.00
.00

MXIADMI
.04

Apresenta curva de nivel para momento torsor de 6 Kt.:-./t. mostran
do a semelhanca entre a curva proposta e a do Johansen. -

Como no exempl0 I, curvas
to fletor y (M ) sao tracadasy

(a) Asx• 2,892 cm"2./m
A~x. 0,482 cm2/m

de interacao momento torsor (M ) - mome~
levando em consideracao os se~lntes casos:

A .2,184 cm"2./msy
A' .0,364 cmz/msy

A • 0
sx

A' • 0ax

A .2,184 cmz/m
sy

At .0,364 caz/raay

De acordo cora a fig. (4.7), obs.rva-s. o •.•sma tipo de comportam.~
to com 0 anali •• do no exemplo I, enfatizando 0 au.ento da rigidez pele
colocacao de uma armadura de compr •••• o, • _1. uaa v.z ob •• rvando 0 p~
to corr ••pond.nt. ao •• tado de tor.io pura limitado ao valor ..aximo a~
1I11livel plio concflto.
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Fig. 4.9. Laje exemplo 3. ~umero de camadas de armadura • 1

(Bordo superior ou inferior)

Neste exemplo. e mostrado para 0 caso particular de Lorsao pura. cur
vas de interacao para v.rias taxas de armaduras que sao geradas com a
finalidade de dimensionameneo automatico.

Sao entao geradas para os seguintes casos:

(a) A • 1.205 cm2/a A • 0.91cm2/msx sy
(b) A • 2.41cm2/111 A • 1.82cm2/msx sy
(c) A • 4.82 cm2/m A • 3,64 cm2/msx sy

Curvas semelhantes a estas podem ser geradas tanto quanto se queira
para varios tipos de solicitacao, dando assim a ideia da constru~ao de
abacos para dimensionamento auto.atico de lajes de concreto armada.

Observacao:
Para obten~ao das curvas apresentadas nos J exemplos acima, foram ob

tidos pontos com uma variacao de 5 em 5 graus. Na superf{cie proposts:
a obtencao de um ponto exato de colapso esta sujeito a uma flutuacao em



fun~ao de uma tolerincia prefixada no proces80 numerico, para obten~ao
desses pontos. Devido a este fato, 0 lugar aeo.etrice destes pontos p~
de esta sujeito a uma varia~ao que pOQe ser •• ior ou menor dependendo do
ponto. .ar

Ou•• rente X-Y
It.roolo MX- MY
M. TOl"ICN' Nul•

. 112 AS
-ASX°2.41.ASY°1.12

, 2X AS

.00 •.••• ....L-_--_-_-
.00 .02 .04 .Cl5 lit MXIAOM)

4.10. Curvas de intera~ao plana M -M , com torsae nula para varias
taxas de armadura. x y

Diagramas de interacao para lajes de concreto armado obtidos atraves
de usa metodologia proposta sao apreaentados e camparados com os corre!
pondentes a aplica~ao do criterio de Johansen para diversos examplos. Ve
rifica-se uma grande semelhanca entre esses dois criterios para os exe!
plos aqui apresentados, ou seja, osmomentos x e y possuem 0 mesmo si
nal. 0 confrontamento para outros tipos de combinacoes de sinais de so
licitacao fica para uma segunda analise, com 0 objetivo de certificar a
te onde vai a semelhanca entre os criterios aqui apresentados.

A metodologia proposta apresenta as vantagens de ser valida tambem
para cascas de concreto armad9, ser consiatente com as teorias de ruptu
ra do concreto para efeito biaxial de tensoes e ter ainda um criterio d;
colapso definido como estado limite ultimo generalizado que e coerente
com os conceitos utilizados no dimensionamento de pecas uniaxiais de con
creto armado submetida a solicita~oes normais. -

o programa desenvolvido com a metodologia descrita pode ser utiliz!
do para diversos fins tais como:

(a) Para verificacao da seguranca de lajes de concreto armado;
(h) Para 0 tracado de .bacos de roseta que podem ser obtidos para di
versas disposicoes da armadura e variando-se a porcentagem mecanica ae
armadura.
(c) Como pre-processador, acoplado a ua prograr~ de analise limite por
elementos finitos, para a determ1nacao do fator de colapso da estrutura,
(0 programs geraria a superilc!e de colapso linearizada necessaria a de
fin1cao das restr1cOes do problema d. programacao linear que descreve 0
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