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o objetivo deste trabalho e apresentar uma formula~io para a ana-
lise de vigas. ca. pequena curvatura inicial. pelo metodo dos elemen-
tos finitos e submetida a carregamentos axial e transversal. Nesta
formula~io. a elistica inicial. a n!vel de cada elemento Unito. e a-
proximada por uma fun~io li~ear ou quadratica.

The objetive of this work consist of presenting a formulation for
analysis of elastic beans with inicial curvature and subaited to axial
&Q~ lateral loads. using the finite element method. In this formulation
tha inicial curvature i. interpolated in the el•• nt daub by a linear
or quadratic function.



A presenca de curvatura inicial em vigas submetidas a carregamen-
to axial provoca 0 aparecimento de esforcos que podem ser significati-
vos, 0 que justifica que tais problemas sejam analisados. Entretanto,
a resolucao direta da equaCao diferencial pode, em funcao da lei de va
riacao da elastica inicial, se tornar muito trabalhosa e, portanto, 0
emprego de metodos numericos e~ tais analises torna-se imprescindivel.

o objetivo deste trabalho e apresentar uma formulaCao para a ana-
lise destes problemas pelo metodo dos elementos finitos e que consiste
em se escrever a energia potencial total em funcao da elastica daviga,
devido a flexao, e da elastica inicial. A nIvel de cada elemento fini-
to adota-se uma funcio aproximadora para a elastica inicial. Com a im-
posicao da condicao de mInima energia potencial total obtem-se um sis-
tema de equacoes lineares no qual 0 vetor dos termos independentes e
funcao dos carregamentos transversal e axial, e da elastica inicial e
as incognitas sac os deslocamentos e suas derivadas nos nos dos eleme~
tos.

A elastica inicial, a nIvel de cada elemento, e aproximada por uma
funcao linear ou quadratica e os resultados obtidos, quando comparados
com os da resolucao da equacao diferencial mostraram a eficacia da fOE
mulacio proposta.

Considere-se uma viga com pequena curvatura inicial e submetida a
carregamentos axial e transversal, conforme indica a figura I,
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~nde Vo e a elastica_inici~l, antes de se aplicar 0 carregamento e vI
e a elastica devido a flexao da viga.

Chamando de v a elastica resultante, apos a aplicacaa das carreg!
mentos, pode-se escrever:

A energia de deformacao durante a flexao e dada por:

U -l E2I vi2 dx
lit



onde A _ 0 ancurtuaento cia viaa clurant. a flaxio.
o valor cI. d pocl. ..r calculadQ • partir cia anilis. cI.ua el•••!

to dz lan_rico. inclicado na figura 2.
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Fil. 2 - Elemanto infinitasimal ant.. a dapois cia .p1ica,ao do
carragamanto.

a qual pod. sar ra.scrita como sa sagu.:
9f+90 9f+9lJb • 2san (--2-) san (--2-) dz

Como esti sando utilizada a taoria de paquenos dasloc•••ntos. 0

seno do ingulo confunda-se co. 0 proprio angulo. 0 que perait. reescr!
var (5) da seguinta foras:

b • ~ (92 - 92) (6)2 f 0

Considerando-s. que 9f a ~o s.o os Ii••• da alistica final v • da
alistica inicial vo' a .xpr.ssao (6) poda .ar r.ascrita:

b • ~ (V'2 _v'2)2 0

Substituindo-s. v'. obtida a partir da (1). sa (7) obte.-sa:

b • Tdx(v,a+1'" ,,')1 1 0

o coapri••nto b _ a contribu1~ do al•••nto dx ao daslocaaento A
do ponto d. ap11ca~.0 da for~a P. 0 valor final d. A _ dado por:
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Cous1der.Ddo-.. que • .nerata poteac1al de. c.r••e ext.rDa.' 1-
gua: ae opo.to do tr.b.1bo re.11••do por e.t•• c.ra." pod.-.. e.cr.-
ver a .xpr••••o de .Dera1. poteGci.1 tot.1:

, ¥Vi2dx-I ivi2dx-
'••t ••t

A ult~ p.rc.1. d. (10) • a .D.rata pot.Dci.l do c.rr•••••nto
tra~sv.r.a1 .'

Par. a ap11ca~io do "todo do. e1"'Dto. fiDito. a "iaa •• anili-
•• • 41,,1d1da•• U8a .'rie d. •••••DtO.. deD081nado. .l•••nto. finito.
• eujas extre81ded.. "0 denoainad •• DO. d••te. .l•••ntol (ver fiaura
3,a. ,
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Para ua eleaento finito lenirico (figur. 3.b) os desloeamentos
sao aproxiaados por uaa funcao polinoa1a1 do tereeiro Irau, isto i:

X :I X :I
'1 (x) • 1 - 3 ('Ii) + 2 (i)

:I 3
~2(x)· X - 2 ~ +.~

'3(x) • 3 (~):I- 2 (~)3

A elistiea inieial, vo' pode s.r aproxi••da por uma funcao linear
au quadratiea. Ma aproxiaacao por funcao linear basta definir os valo-
re. da e1i.tics inieia1 no. nO. do. e1eaento. (v.r figura 3.e). Neste
ea.o esta aproximacao i dada por:

•• aproxtaaeao por uaa fuacao quadratiea i neee ••ariD definir 0
va10rda .liatics inieia1 para ua ponto do interior .do e1•••nto (v.r
Ugura 3.d). Be ••u· ponto aclic;1one1for no _10 do elemento, entio a
funcao aprox1Mdora i dada por:

A partir d. (13) e (14), obt•••••••• eau1nt •• eontribuicoe. da
.li.tics 1D.1e1al ao v.tor da ear••s nodsis de ua .1emento finito:
- Para aprod •• cao linear (13)

P - voi)it (YOj

(ao} •
0

p (15)
- 1i (vOj - voi)

0
- Para aprox1aacao quadratics

P
'Ii (voj - ·oi)

p
j (V01 - 2 .oa + ·OJ)

p
- tl (YOj - Yo1)

p
-1(Y 01 - 2 Y 011 + YOJ)



A elastica inicial Vo nao influi na matriz de rigidez do elemento
Hnito.

Inicalmente. COlli0 objetivo de testar a precisao dasaproximacoes.
linear e quadratica. para a elastica inicial. foi analisada uma viga
bi-apoiada e com uma elastica inicial dada por uma funcao senoidal.
conforae indica a figura 4. cuja solucio pode ser obtida analiticame!!
te [3). Neste exemplo. como nos demais a serem apresentados. os valo-
res adotados para 0 mOdulo de elasticidade. para 0 momento de inercia
da secao transversal e para a elastica inicial. visam apenas facili-
tar a comparacao numerica dos resultados.

A viga foi analisada coa varias particoes de eleaentos finitos de
igual comprimento e com AS aproximaeoes linear e quadratica pa-
ra a elastica inicial. Na Tabela 1 estio indicados os valores obtidos
para 0 deslocamento do ponto medio da viga nestas analises e a diferen
ca percentual elllrelaeio ao valor exato [3J. -

Tablea 1 - Valores do deslocamento transversal do ponto medio da viga
da figura 4 para diversas partieoes da viga e coa as aprox!
macoes linear e quadratica para vo'

NtIMEIlo
APJlOXIHAc;1o APJlOXIHAClo VALOR

DE EXATO
ELEMENTOS LINEAR QUADWICA [3J

2 0.1816 0.1988
4 0,1952 0,2000
6 0.1980 0,2000

0.2000
8 0.1989 0.2000

eo.o era de se e&perar, a aprox1llacio quadratlcs conduz a result!
dOl •• lborel que a 11n.ar.

eo. 0 objetlvo de te.tar a fo~lacao proposta para outroa tlpoa
de carreg_nto, fol ana11sada UlU viaa bl-apoiada su~tlda a UlU car
ga axial e a _ carp tranaveraal. apl1cada DOponto _10 da visa:



conforme indica a figura 5. Nas figuras 6 e 7 estao indicados os deslo
camentos e mementos fletores, ao longo do eixo da viga, obtidos numerl
camente e os fornecidos pela solucao exata da equacao diferencial. Na
analise numerica a viga foi dividida em oito elementos finitos de igual
comprimento. Neste exemplo e nos seguintes foi utilizada a aproximacao
quadratica para a elastica inicial.
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Fig. 5 - Viga bi-apoiada com elastica inicial e com carregamentos
axial e transversal.
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Fig. 6 - Deslocamento transversal ao longo do eixo da viga indi-
cada na figura 5.

eom 0 •• smo objetivo do exemplo anterior, foi analisadaaviga bi-
-apoiada submetida a carregamento axial • a carreg•••nto transversal
uniformsmente distribu{do, conforms indica a figura 8. Na. figuras 9 e
10 estao indicados o. deslocamentos e momento. fletore., so lonso do
suo da viga, obtidos numericamente e os fornecidos pela solucao exata da
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equacao diferencial. Como no exemplo anterior. a analise numerica foi
realizada com uma particio da viga em oito elementos finitos de igual
comprimento.
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Fig. 8 - Vila bi-apoiada eom elistiea inicial. eom carreg•••nto
transversal UnifOrM.-Dte diatribuido e carp axial.

Para se testar a formu1acio proposta para vig.. contInua. foi ana
lisada a viia indicada na figura 11. 0 carreiamento transversal. uni=
fonemante distrlbuido em toda vip.. li&a figuras 12 e 13 sacio indi-
cadoe oe deeloe•••ntoe e ~Dt08 f1ator.a. ao lODgo do eixo de viga.
obtidos analiticamente e pela fo~lacio' propOsta. .eeta aDilias. cada
traao de viga foi div1d1do •• olto e1"'ntos finitos ae igual compri-
mento.
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Fig. 9 - Deslocamento vertical ao longo do eixo da viga
da figura 8.
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Fig. 10 - Momento fletor ao longo do eixo da viga da
figura 8.



Fig. 11 - Viga continua com elistica inicial e carregamentoB
axial e transversal.
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Fig. 12 - Desloc ••ento transversal ao longo do eixo de viga
de figura 11.
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Da analise dos diversos exemplo apresentados pode-5e concluir que
a formulacao proposta para a analise de vigas com pequena curvatura i-
nicial consegue modelar adequadamente tais problemas. Ficou evidencia-
do. tamoem. que para um numero pequeno de elementos finitos a aproxima
cao quadratica para a elastica inicial e superior a aproximacao linear:
Entretanto. a medida que 0 numero de elementos finitos aumenta. a dife
renca entre ~s duas aproximacoes deixa de eXistir.
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