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RESUMO

0 objetivo deste trabalho é apresentar uma formulacaoc para a ana-
lise de vigas, com pequena curvatura inicial, pelo método dos elemen-
tos finitos e submetida a carregamentos axial e transversal. Nesta
formulacao, a eldstica inicial, a nivel de cada elemento finito, ¢ a-
proximada por uma funcdo linear ou quadritica.

ABSTRACT

The objetive of this work consist of presenting a formulation for
analysis of elastic beans with {nicial curvature and submited to axial
and lateral loads, using the finite element method. In this formulatiom
the inicial curvature is interpolated in the element domainbya linear
or quadratic functionm.




1. INTRODUGAO

A presenga de curvatura inicial em vigas submetidas a carregamen-
to axial provoca o aparecimento de esforc¢os que podem ser significati-
vos, o que justifica que tais problemas sejam analisados. Entretanto,
a resolucao direta da equacao diferencial pode, em fungao da lei de va
riacao da elastica inicial, se tornar muito trabalhosa e, portanto, o
emprego de métodos numéricos em tais andlises torna-se imprescindivel.

0 objetivo deste trabalno € apresentar uma formulacao para a ana-
lise destes problemas pelo método dos elementos finitos e que consiste
em se escrever a energia potencial total em funcao da elastica daviga,
devido & flexao, e da eldstica inicial. A nivel de cada elemento fini-
to adota-se uma fung@o aproximadora para a elastica inicial. Com a im-
posicao da condigcao de minima energia potencial total obtém-se um sis-
tema de equacaes lineares no qual o vetor dos termos independentes e
funcao dos carregamentos transversal e axial, e da elastica inicial e
as incognitas sao os deslocamentos e suas derivadas nos nés dos elemen
tos.

A elastica inicial, a nivel de cada elemento, ¢ aproximada por uma
funcao linear ou quadratica e os resultados obtidos, quando comparados
com os da resolucac da equacao diferencial mostraram a eficécia da for
mulagao proposta.

2. EXPRESSAO DA ENERGIA POTENCIAL TOTAL

Considere-se uma viga com pequena curvatura inicial e submetida a
carregamentos axial e transversal, conforme indica a figura 1,
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Fig. 1 - Viga com curvatura inicial.

onde v, € a eldstica inicial, antes de se aplicar o carregamento e v,
€ a elastica devido a flexao da viga.

Chamando de v a eldstica resultante, apos a aplicac@o dos carrega
mentos, pode-se escrever:

vev,+v (1)
A energia de deformacao durante a flexao ¢ dada por:
- _E_I "2
L] 5 Vi dx (2)
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0 trabalho axial realizado pela carga P é dado por:
T = PA (3)
onde A & o encurtamento da viga durante a flexio.

0 valor de 4 pode ser calculado a partir da anilise de um elemen
to dx genérico, indicado na figura 2.
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Fig. 2 - Elemento infinitesimal antes & depois da aplicagio do
carregamento.

Da figura 2.b obtém-se a seguinte relacao:

b = dx (cos 9, -~ cosB¢) (4)
a qual pode ser reescrita como se segue:
8g+0 8.+ 86
b-Zscn(!z c')auu(fz 2) dx (5)

Como estd sendo utilizada a teoria de pequenos deslocamentos, o

seno do dngulo confunde-se com 6 préprio angulo, o que permite reescre
ver (5) da seguinte forma:

b=Fei-02 (6)

Considerando-se que af e So 880 os gizros da elistica final v e da
elastica inicial Vye @ expressao (6) pode ser reescrita:

b= %(v'z-v‘;’) n

Substituindo-se v', obtida a partir de (1), em (7) obtém-se:

EE IO ®

O comprimento b & a contribuicdo do elemento dx ao deslocamento A
do ponto de aplicacao da forga P. O valor final de A ¢ dado por:
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est
Considerando-se que a energis potencisl das cargas externas ¢ i-

gua. ac oposto do trabalho realizado por estas cargas, pode-se escre-
ver & sxpressac da energia potencial total:

. .

-.i %l"'l'""‘J %vi’dx-j Pviv;dx-L gvydx  (10)
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A dltima parcels de (10) @ a energia potencial do carregamento
tracsversal g.

3. NETODO DOS ELEMENTOS FINITOS

Para a aplicacio do método dos elementos finitos a vigs em anidli-
se ¢ dividida uma tftu de segmentos, denominados slementos finitos
e cujas extremidades sao denominadas nds destes elementos (ver figura
3.s..

nds__do elemento

b) Elemento tinito gendrico
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Fig. 3 - Viga dividida em clementos finitos.




Para um elemento finito genarico (figura 3.b) os dulocuu_nto-
sio aproximados por uma funcdo polinomisl do terceiro grau, isto &:

"L =YL 800 +oiyhy (1) vyy g0 +vigh (x) - an
onde '
| 0w =1-3@2P?

b = x -2+ %

: (12)
X X
$(x) =3 P -2

, 2 s
$,(x) = - %*’i{

A elastica inicial, v,, pode ser aproximada por uma funcio linear
ou quadritica. Na aproximaciao por funcio linear basta definir os valo-
res da elistica inicial nos nés dos elementos (ver figura 3.c). Neste
caso esta aproximacao é dada por:

v
vo® =v, -5+ (13)

Na aproximacao por uma funcio quadritica & necessirio definir o
valor da eldstica inicial para um ponto do interior do elemento (ver
figura 3.d). Se este ponto adicional for no meio do elemento, entio a
funcio aproximadora & dada por:

Yo = vog(1=3 @ +2 @I ev 14 @ -6 Flav, - B2 @ an

A partir de (13) e (14), obtém~se as seguintes contribuices da
elistica inicial ao vetor d. cargas nodais de um elemento finito:
- Para aproximagao linear (13)
(P
h ('oj = Vo1)

(o) °
(] | 4

P - E (Voj - voi) .
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~ Para aproximacio quadritica

r -

wiv v

of = ° Vom T Vo3
{Cﬂo} = (16)




A elastica inicial Vo nao influi na matriz de rigidez do elemento
finito.

4. EXEMPLOS NUMERICOS

Inicalmente, com 0 objetivo de testar a precisao das aproximacoes,
linear e quadratica, para a elastica inicial, fol analisada uma viga
bi-apoiada e com uma elastica inicial dada por uma fungao senoidal,
conforme indica a figura 4, cuja solucdo pode ser obtida analiticamen

[3]. Neste exemplo, como nos demais a serem apresentados, os valo-
res adotados para o modulo de elasticidade, para o momento de inércia
da secao transversal e para a elastica inicial, visam apenas facili-
tar a comparacao numérica dos resultados.
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Fig. 4 - Viga bi-apoiada com elastica inicial senoidal.

A viga foi analisada com vdrias particoes de elementos finitos de
igual comprimento e com as aproximacoes linear e gquadratica pa~
ra a elastica inicial. Na Tabela 1 estao indicados os valores obtidos
para o deslocamento do ponto médio da viga nestas andlises e a diferen
ca percentual em relacao ao valor exato [3].

Tablea 1 - Valores do deslocamento transversal do ponto médio da viga
da figura 4 para diversas particoes da viga e com as aproxi
macoes linear e quadratica para v

[
uoggxo APROXIMAGAO | APROXTMAGAD g:igg
eceMenTos|  LINEAR QUADRATICA {3)
2 0,1816 0,1988
4 0,1952 0
' ] »2000 0,2000
6 0,1980 0,2000
8 0,1989 0,2000

Como era de se esperar, a aproximaciao quadritica conduz a resulta
dos melhores que a linear.

Com o objetivo de testar a formulacido proposta para outros tipos
de carregamento, foi analisada uma viga bi-apoiads submetida a uma car
ga axial e a uma carga trangversal, splicada no ponto médio da vign.




conforme indica a figura 5. Nas figuras 6 e 7 estdo indicados os deslo
camentos e momentos fletores, ao longo do eixo da viga, obtidos numeri
camente e os fornecidos pela solucao exata da equacdc diferemcial. Na
andlise numérica a viga foi dividida em oito elementos finitos de igual
comprimento. Neste exemplo e nos seguintes foi utilizada a aproximacao
quadratica para a eldstica inicial.
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Fig. 5 - Viga bi-apoiada com eldstica inicial e com carregamentos
axial e transversal.
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Fig. 6 - Deslocamento transversal ao longo do eixo da viga indi-
cada na figura 5.

Com o mesmo objetivo do exemplo anterior, foli analisada aviga bi-
~apoiada submetida a carregamento axial e a carregamento transversal
uniformemente distribufdeo, conforme indica a figura 8. Nas figuras 9 e
10 estdao indicados os deslocamentos e momentos fletores, ao longo do
eixo da viga, obtidos numericamente e os fornecidos pela solugdo exata da
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Fig. 7 - Momento fletor ao longo do eixo da viga da figura 5.

equacao diferencial. Como no exemplo anterior, &2 analise numérica foi

realizada com uma particio da viga em oito elementos finitos de igual
comprimento.
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Fig. 8 - Viga bi-apoiada com eldstica inicial, com carregamento
transversal uniformemente distribufdo e carga axial.

Para se testar a formulacdo proposta para vigas continuas foi ans
lisada a viga indicada na figura 1ll. O carregamento transversal ¢ uni-
formemente distribufdo em toda vigs. Nas figuras 12 e 13 estdo indi-
cados os deslocamentos ¢ momentos fletores, 3o longo do eixo da viga,
obtidos analiticamente e pela formulacdo proposta. Nesta anilise, cada

tramo da viga foi dividido em oito elementos finitos de igual compri-
mento.
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i-'ig. 9 - Deslocamento vertical ao longo do eixo da viga
da figura 8.
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Fig. 10 - Momento fletor ao longo do eixo da viga da
figura 8.
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Fig. 11 - Viga continua com eldstica inicial e carregamentos

axial e transversal.
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Fig. 12 - Deslocamento transversal ao longo do eixo da viga

da figura 11.
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Fig. 13 - Momento fletor ao longo do eixo da viga da figura 1l.

5. CONCLUSOES

Da analise dos diversos exemplo apresentados pode-se concluir que

a formulagdao proposta para a analise de vigas com pequena curvatura i-
nicial consegue modelar adequadamente tais problemas. Ficou evidencia-
do, tampém, que para um nimero pequeno de elementos finitos a aproxima
cao quadractica para a eldstica inicial é superior a aproximagdo linear.
Entretanto, 2 medida que o nimero de elementos finitos aumenta, a dife
renca entre .as duas aproximacoes deixa de existir.
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