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Sao apresentadas neste trabalho andlises pelo Método dos
Elementos Finitos de estruturas planas de barras considerando=
se oz efeitos de ndo-linearidade geométrica. Utiliza-se um e-
lemento de pdrtico capaz de representar configuracdes deforma
das com grandes rotacdes. As andlises consistem basicamente
em obter a resposta estdtica ndo-linear da estrutura para de-
terminados niveis de carregamento e seus correspondentes modos
de vibracdo. Tal procedimento fornece uma relacido direta en-
tre a frequeéncia natural da estrutura e um parametro de carga,
possibilitando desta maneira uma avaliacido da carga critica e
do modo de flambagem, através do critério de frequéncia nula.

ABSTRACT

In this work finite element analyses of plane frame
structures ars presented. A frame element capable of representing
deformed configurations with large rotations is utilized. The
analyses consist basically in obtaining the nonlinear static
response of the structure for some levels of loading and their
corresponding mode shapes. Such procedure leads to a direct
relation between the natural frequency of the structure and a
load parameter, making possibla in this way, an evaluatidn of
the critical load and the buckling mode through the zero
frequency criterion.
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INTRODUGAO

A analise de vibracBes livres de um sistema estrutural sub-
metido a um estado de temsdoes iniciais o, consiste na resolugao
do problema de autovalor

(kp(s®) - ™M) u = 0 M

sendo que w corresponde as frequéncias naturais, M a3 matriz de
massa e u aos autovetores ou modos de vibracao. A matriz tan-
gente K depende do campo de deslocamentos ucptovocado pelas ten
soes ~T iniciais.

Da anilise ndo-linear sabe-se que a matriz de rigidez re-
sulta da soma de tres parcelas

Ky = Ry + Ry + K (2

Na equagdo acima, Koé a propria matriz de rigidez da ana11
se linear e Ko, frequentemente chamada de "matriz geometrlca" R
depende do “estado de tensdes. A matriz Ko € a unica parcela
que contém explicitamente os deslocamentos.

Pode-se mostrar que a matriz geométrica é proporcional ao
carregamento da estrutura [1,2].

Em problemas relacionados com trellcas, esfera sob pressao
uniforme, e outros onde somente os esfotcos extensionais 8ao
preponderantes, os efeitos da parcela Ky sao despreziveis e,nes
tes casos, a equacdao (1) toma a forma ~

- 2 1 - 2 -

(Rp = o) u * (R, + MR, - wii) u = 0 (3

onde A € um parametro de carga.

Para frequéncias nulas, a equacdo (3) estabelece o proble
ma classico de estabilidade inicial

(R, + AR} u =0 (4)
onde Kg € avaliada pela solugdo linear do problema. Neste ca-
80, o menor autovalor X representa o parametrp da carga critica

€ u o modo de flambagem.

Entretanto, se os efeitos de flexao forem relevantes, deve
se realizar a seguinte anilise de autovalor

53-(5 +Ax+x)u-o (5)

ou, equivalentemente, determinar o parnnetro de carga para o
qual a frequéncia se anula na equagio

- 2 - - 2 =
(Bp - 0®M) u = (K, + ARy + B, - w'M) u =0 - (&)
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ELEMENTO DE PORTICO PLANO PARA WAO-LINBARIDADE GEOMATRICA

A formulacdo utilizada neste trabalho para a consideracio
de grandes deslocamentos baseia-se na teoria da "viga - coluna®
adotando-se 83 aproximacdes propostas por JENNINGS {3]). Neste
ptoced1-ento, utilizam-se duas transformacdes lineares, obtidas
com o auxilio das txgural I, I1 e III, para expressar um con-
junto de deslocamentos btsxcos de elemento em termos de desloca
mentos nodais.
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Figura I - Elemento no sistema global

Figurs I1XI - Elamento no sistema bddsico
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por meio de relacdes geometriadd

a pr:l.men:a

transformacao, do sistema global (Fig. I) para & §fstema inter-

medidrio (Fig. II), adquire o seguinte aspecto
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v senc -cos® 0
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Da mesma maneira,
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(8)

tem~se a segunda transformacao, do s1ste

ma intermedidrio (Fig. II) para o sistema basico (Fig. III)

e / @

1
+ u)? + vz - L

v
¢AB - eAB - arc tg ( )
L +u
v
¢BA - eBA - arc tg ( )
L +u
ou, em uma forma incremental
( ) I~ Leu v
de Tve Tee 0
) L o v : _L+u 1
3
d¢AB (Lee) (L+e)
v L+u
dQBA ) - Lve)? L)t 0
ou ainda
dEB = A dgl

Assumindo-se que e seja pequeno quando

0 du
0 < dv
deAB
1 46
at

(9.a)

(9.%)

(9.¢)

(10)

(11)

comparado a L e

adotando-se um polznanxo do 39 grau para representar a deforma-
da do elemento no lxlte-a basico, a variacdo no comprimento de-
vido a0 curvamento é dada por
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fntdio, a forca axial e Dl‘.lt\)ldbltbl dd'.’xtronxdviac. obtidos
pelo _Teorema da Energia Potencial, associados 20 sistema basi-
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os coeficientes da matriz de rigidez de elemento no sistems bi-
sico.

Considerando-se p, o conjunto de forcas no sistems interme
didrio, que ¢ cquivaliitc & py, tem~se, por trabalhe virtsal ¢
pela expressdo (11)
T T T '
Py d!I M d\:' - Py A d!l (17)
ou
Pp = A Pp (18)

s, analogamente

T
Pc " T Pr (19)

sendo Pc © conjunto de forcas no sistema globsl.

A transformacio de forcas do listc-n basico para o sistems
intcr-cdintio, de forma incremental, ¢é obtida pela diferemcis-

¢cdo parcial da expressio (18) com respeito s forgcas ¢ desloca-
mentos

ng - ér dg’ +D ‘31 (20)
sendo
-411 da O 0-
da2 (1] 0
g ™ (ZI)
SIN. 0 ]
0.
onde
di; = {=v2 (Leu)R+[2(Leu)2vi]v 8) (22.8)
(Loc)
di1z = ( - v = (Leu)s §) (22.%)
(Loc)
d32 = {(Lew)[(Lou)? +2 v2}R=(Lou)? v 8} (22.¢)
(Loo)

. Por intermidio dss expressies (8), (11), (15), (19) ¢ (20)
obten-s¢

% * I' UTihs « D2 4y, (29)

sendo, portante,

B-'aBseD: (26)
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a matriz de rigidez de elemento no sistema global, funcio da
matriz de rigidez de elemento no sistema basico.

MATRIZ DE NASSA DO ELEMENTO DE PORTICO PLANO

Quando se utiliza o Método dos Elementos Finitos como téc~
nica aproximada de andlise estrutural, a matriz de massa de um
elemento é dada por

-

ME . f 'L oH dv (25)
v

sendo p a massa especifica e N as fungdes de deslocamento. Es~-
ta matriz & dita consistente por ser obtida através das mesmas
fun¢des que possibilitam obter a matriz de rigidez de elemento
[4]. Verifica~-se que o emprego destas matrizes obtidas por so~
lugies aproximadas conduzem a resultados que sdo aniloges aos
obtidos por solucdes exatas {5].

No caso de um elemento de portico homogéneo de secido prismati
ca de irea A constante e comprimento L, a matriz de massa con-
sistente tem o seguinte aspecto [1]}

[ 140 0 0 70 0 o |
156 22L 0 54 -13L
JE . DAL 4L? 0 13L - 3L2 (269
~ a20 140 0 0
SINM. 156 =221
L aL®

A matriz de masss consistenta pode, entretanto, ser diago-
nalizads [4] ou substituida por uma matriz discreta sem compro-
metimento das anilises. Geralmente, os termos corraspondentes
a2 graus de liberdade de rotacdo tdm muito pouca influéncis em
andlises envolvendo estruturas de barras.

APLICACOES

Apresentam-se & seguir duas anidlises feltas através do Mé-
todo dos Elementos Finitos do problema de vibracSes livres sobd
tensdes iniciais de estruturas planas aporticadas. Trata-se porx
tanto de resolver o problema de autovalor definido pels Equacido
(6). Utiliza-se a matriz de rigides de elemento definida om
(24) e 2 matriz de massa definida em (26} em suas forma diagona-
lizada. Considerando-se em cada andlise virios niveis de carre
gamento, foram obtidos grdficos relacionando a frequéncis nacu-
tal des estruturs & um pardmetro de carga. Taié relacdes possi-
bilitam, stravés do critdério de frequineia nuls, um estudo prae-
liminar dea estabilidade da estrutura.
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Aplicagao 1

Nesta primeira aplicacdo utiliza-se um pértico bi-rotulado
cuja discretizagdo ¢ mostrada na Figura IV juntamente com o car
regamento adotado. A FPigura V mostra a variacidao do deslocamen
to vertical v no ponto A em fungdo do parametro de carga ). A
Pigura VI mostra a variacdo da primeira frequéncia natural da
estrutura também como funcdo de A. Algumas configuracdes de-
formadas e seus respectivos modos de vibracio sao mostrados na
Figura VII.

;r

P = AP

Po= 10° Kgf

p = 785 utm/m?

E = 2.05x 10'°kgf/m?
A

= 0.046 m

I = 1.3333x10" 2"

L=Om

Figura IV - Discretizacdo do portico
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Figura V.a - Deslocamento no ponto A pasea x/L = O
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20 vpim)

Figura V.b - Deslocamento no ponto A

Figura VI - Variacdo da frequéncia natural
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I A

A = 31.5
x/L = 0.5

A = 29.0
x/L = 0.2.

Figura VII.a - Deformadas

A = 31.5
x/L = 0.5

A - 29.0
x/L =« 0.2

Figura VII.b - Modos de vibracio

:Aplicacio 2

A discretizacdo ¢ o carregamento
sado nasta aplicacao siao mostrados na

A Figura IX mostra a variagiéo do
no ponto A ¢ a Figura X a variacio da

do arco bi-rotulado anali
Figura VIII.

deslocamento vertical v
frequéncia natural, ambas

em funcido do pardmetro de carga A. As configuracoes deformadas
¢ o8 modos de vibracdo podem ser ‘vistos ns Figura XI.
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= 785 utm/m?

= 2.05x 101°Kgf /m?
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Figura VIII - Discretizacdo do arco
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Figura IX - Deslocamento no ponto A
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Figura X -~ Variacdo da frequéncia natural

m— — a———————————— e,
A = 18.9 A = 16.6
x/L = 0.5 x/L = 0.2

Figura XI.a - Deformadas

w? (x10")
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coscLusOxs

Apresentou-se neste trabalho um procedimento de andlise do
problema de vibracdoes livres sob tensdes iniciais visando prin-
cipalmente o estudo da estabilidade de sstruturas através do eri
tério de frequancia nuls.

Em alguns casos nido foi possivel avaliar a carga critica
segundo o critério adotado, uma vez que nio se chegou & um va-
lor proximo de zero pars a primeira frequiéncia da estrutura.Tal
fato se deve a imposicies geométricas causadas por determinadas
coufiguracdes defomadas que fagzem com que a estrutura tenha um
acréscimo de rigides.

E importante observar que as configuracGes deformadas aqui
obtidas sdo meramente tedricas, uma vez que nido foi considerada
a nido-linearidade fisica do material, e tambén que_a presente for
mulacdo ndo é capaz de detectar pontos de bifurcacio pré-criti-
cos.
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