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RESUMEN
En esta co~nicaci6n SA presentsn soluciones de la

ecuac16n de SchrOdlnger en problemas unldllllensionales In-
trocluc:iendo un y:lar'metroe:lrponenclal de optlmlzac16n It r"
en las funciones coordenadas quese eligen como soluc16n
aproxlmada del problema. Los a~tovalores son luego mInlml-

.zados con respecto a "r". Se demuestra que 10s val ores
obtenidos est'n en buen acuerdo con aquellos obtenidcs .e-
diante 81 m4todo de dlferencias finltas y con aquellos au-
tovalores que est'n d1sponibles en 18 literature clent1ti-
ca.

The present paper shows that including an unknown ex-
ponential parameter "r II when using polynomial coordinate
functions In connection with Rayleigh Ritz or Galerkin -
tYDe procedures constitutes a convenient approach for the
determination of opt1tnized upper bounds of Sc:hrOdlnaer's
equation. Several one dimensional applications are presen-
ted. A comparison with eigenvalues detarmln~d by means of
the Hnite difterences method is also presented.



INT.HODUCCION
En 105 ultimos anos ha tenido lugar un use cade vez m's

iht'!!nsivode metodos variaciona]es en ]a soll1ci6n de pro-
blemas de mecanlca cu4ntlca habiendnse llevado a cabo muy
recientemente an Simposio Internacional sobre e1 tema en
cuesti6n (German North Sea Island of Wangerooge, 1-4 Setiem-
bre, 1981).

En este trabajo se demuestra que, al menos en problemas
unldimenslnnales gobernados por la ecuaeion de SchrOdinger,
resulta conveniente utilizar funeiones eoordenadas polin6mi-
cas que eontienen un par4metro exponeneial de optlmlzaeion
n r" ~ue permlte. minimizar -los autnvalores caleu] ados median-
te 10s met~dos el'sieos de BaYlei~h - Ritz 0 Galerkin.

Los autoval~res inferiores son tamblen dete~~inados me-
diante la teenica de dife~ene1as finitas y bu~n8 concordan-
cia con los resultadns nbtenidos anallticamente es lograda.

SOLUCION ANALITICA APROXIMADA DE LA ECUACION DESCHRODINGER.
Sea la ecuaci6n de Schr6din~er, unidimensional e inde-

pendiente del tiempo
_ J~ d2p+Y/¥)y_ Gy ==" (1)
:z~ d~z

~: funcl6n de onda independiente del tiempo
t: con stante de Planck dividida por 21[
.,; lIasa de Ie partlcula

l"'r.a:l funei6npotencial tal que- la fuerza ql1e aetua en
la partlcu)a es r_-~

.},x
La relaei6n funcinnal r(~) es (ver Figl1ra la)

.
¥(~,J-yt¥lt) =0 (3)

Sea ~(XI una aproxillaei6n a yt¥/tal que
N

5'; st", - L4r,'i!t:r.rJ"., .
donde eada funci6n eoordenada j1Iwtx~r) aatisfaee (3) 1
donde "r " es 81 parametro exponeneial de optlmizaei6n.

Sabstituyendo (4.)en (}) se nbtiene 18 funei6n "error"
o "residual" EO', r} a

If ~
E (~#r)_ ~ C.(_ h JIJ'+y~ - £pi) (~)

"L' 2_ ., " ".".,
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Haciendo ahora uso del m~t~d~ de Galerkln se requlere
.Je:z1e(X"r)J!,.(r~r)dx.17 / ~=~", ... "A1 (6)

x,
resultando entonces

h J/(:z z

7~((-/;;;4~P.+r~"--£f!Y..·)4 _0 (7)
n_1 {I::?,., ~ I- fir ,. -... l-

I
Inte~rando por parte el primer t~r-lno del inte~rando

de (7) y usando las conrllcionp.~ 1e borae (3) se obtlene
,y Xz

Z t;,f(JiZp:~/+rf!-?i-..E~ ~ )~_IJ
~., am I fir ~ #11 ,. (8)

x,
La ecuaei6n (811~~y.~.,il~." n~.~& lie' .caa-~~O~:~vi;ii~;:sJn6~~t~a~;~~a'~J:e~~~~ire:e

los N - autovalores ~. Qacloque ',
..E.-E,.(rJ (9)

eonstituye una eota superior para cada aatovalor, requlrlen-
do que ~4-_.(),,r
una optlmlza cada aui~valor por se'parado.

Es interesante menclonar el ho.cho de que la optimize-
ei6n del autovalor fundamental fu~ sU~f!rlda por Lord Ray-
lei~h en su el's1co tratado [lJ po.ro el proeedlmlento de
oDtimizaei::mes sueesivas para los aut:1va]ore1-lsup,"-riores
ru~ desarrallado reclentel"",nte (2).

APLICACIONES
Sea el caso que se maestra en 1~ Fl~ura l(b) donde lr~)

est' deflnldo por
Y(r)_ ~'l-t'lja/. ; -1.< ~< ~ (11)

, Yfx)_11O ;~<-f~.r>~
En este easo, y para 10s modos slm~tricos interiores

es conveniente utilizar la aproxlmaci6n

[ r ] f r+' -, & ]~(.r)-t;.1.Y1-.<'Ji'I+I +~ 1.i'1-:aI.a- +1 (12)

donde ;C - :lCtIlJ '1 heb1flndo tomedo el or1gen de coordenad ••
en x - o. 'zEn la expres16n (12) cada tunci6n coord.nada satisrace
la condie16n JI.!-" la que ~' d.be Se!' continua en el in-
tervalo (-~;r). .,



Por otra parte, en e1 caso de los modos antlslm'trlcos
se utl11zar4n la. expreslones

(13b)

que satlsfacen la cond~ci6n $f,tt1JatJ que asegura continul-
dad de ~(~).

Por otra parte y como es f4cll preveer, solo ~s nece-
sario en cualquiera de las dos sltuaci~nes anteriores, rea-
1izar la integraci6n requerida por el m~todo de Galerkln
en el intervalo (0,1) obteni4ndose la slguiente ecuaci6n
en los autovalores

y(~).~~z

r(~)_DO
donde

• -1<.i"<1,
; ."i<-I I 2>1

~. ~/"9z
y siendo evidente que t3nto e1 Dr~eedim1ent('lCOIIIO 18 tun-
ct6n apr~Yimante utilizada son los mis~os que en e1 pro-
blema anterior.

SOLUCION MEDIANTE EL METODO DE DIFERENCIAS FINITAS
Ereetuando e1 cambio de variable~-~~Z1a ecuaci6n (1) resulta

Z-~I~ ~ YfF)¢-JY--17;"
1 'W•••~ .

con ,,-- 1;2
a) Para JW4t~81 caso (ll),llallllndo ~_- ~.



- 2J'~ e I~ 1~·1--Itf=t7

Subdivldlendo el intervalo (-1,1]
elales, y slendo ~1 paso .4,.g

~
se obtiene 1a ecuaci6n discretizada

En ambos ~asos, la .determlnaci6n de autova10res se
efeetu6 con D. - 200.

RESULTADOS NUMERICOS
r. Tabla 1 muestra lUla comnaraei6n de resul tados :para

el caso def1nido en 1a Figura l~b) y para modos sim~tiicos,
obtenldos a) mediante 1a metOdo10g1a optimlzada de Ga1erkin,
b) utilizando e1 m~t~do de difereneias finitas y c) 10s dis-
ponnles en 1a literatura DJ. La Tabla 2 muestra ana COlB-
paraci6n para el caso de modos antlslm~trlcos mientras que
en 1a Tabla 3 se exhlben 10s autova10res corresnondientes
a 1a situaciOn definida en ]8 Fir-pra l(c). , -

Puede concluirse que la nrecisi6n alc8n·zada eon e1 nt'--
todo optimizado de Galerkin es may bao.na, sobre todo si se
considera 18 simplicidad ~e las r~]aeiones fancionales es-
co~idas. .

Por otr. parte tanto 18 precision como 1a estabilidad
de los aatovalores obtenldos medlante·la.formulaci6n algo-
r1tmlca de diferenclas finitas son excelentes.
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· .G.-4~4~ 4#dN~';'
ZA AlA'2 1···1

\ .......
.~.-- "'.-::' ~.•.
.,:1 ~~ 1 terllino 2 tlfr •• Dif .Fin Exaeto 2 terll. Dit .Fin. Exaeto

4.934 4.934 44.65 44.413 I I ~'.'

0 I 4.94 4.934 44.39·
'.. "

0.1 5.08
"

5.081 5.081 5.081 44.89 1.4.62
0.2 5.2,3 5.227 5.226 5.227 45.13 44.86
0.3 5.37 5.373 5.372 5.374 45.37 45.10
O.lt 5.52 5.518 5.517 5.521 45.61 '45.31•

"

II •..
a>

0.5 5.66 5.662 5.661 5.667 45.86 45.57 - •..
..

I

0.6 5.80 5.806 5.806 5.814 46.10 45.81
0.7 5.95 5.950 5.948 5.960 46.34 46.05
0.8 .. 5.09 6.093 6.107 46.58 46.28..6.091
0.9 6.23 6.235 6.233 6.253 46.83 46.52
1 6.37 6.377 6.)76 6.400 4?0? 46.76_ ...._._ .•

Tabla 1 - Autovalores Correspond1entes a 11 Situ8et6n Mostrada en 1a Fig.l (b)
(Modos Simetr1cos).





.E..W4'~. - ~ 4>w4'~·
a

~4 --
• .litl>W4 ~ • ~lW4~Z

i"' .- 1 t'r•• 2 ter•• Dlf .'In. 2 term. Dtr .Fln 2 ter•• Dif .FIn 2 term. DU' .FIn.

0 It.9lt It.93 4.93 ltlt.65 lt4. W 19.9Jt. ) 9.1'\ 83.66 18.92

0.1 5.00 It.99 4.99 ltJ+.81 44.5' 20.08 19.87 83.8.3 19.01

0.2 5.06 5.06 '$.06 ltJ+.9? 44.71 20.22 20.01 84.01 19.23

0.3 5.13 5.12 5.12 lt5.13 lt1•• 86 20.36 20.) 5 81+.18 19.W
O.lf. 5.19 5.19 5.19 lt5.29 45.02 20.51 20.29 84.35 19.55

0.5 5.25 5.25 5.25 lt5.lt5 If.5.)6 20.65 20.43 84.52 79.11
0.6 5.32 5.31 5.31 45.61 lt5.32 20.19 20.56 84.70 79.87
o.? 5.38 5.37 5.37 lt5.77 45.lt7 20.93 20.70 84.87 . 80.03

0.8 5.ltlt 5.4lt 5o'4lt lt5.93 lt5.63 21.07 20.84 85.01+ 80.19

0.9 5.50 5.50 5.50 46.09 lt5.78 21.21 20.98 85.22 80.31•

1 5.56 5.56 46.25
':1:;,

80.505.56 lt5.9lt 21.J6 21.1 ] 85.39

Tabla 3 - Autovalores Correspondientes a la Sitl\8cfnn Mostralia en 1a FIg.1 (c) (Caso

de Modos ~Im~trlcos y Antlsl~trlcos).


