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RESUMEN

En esta comunicacidn se presentan soluciones de 1la
ecuacidén de SchrBdinger en problemas unidimensionales in-
troduciendo un pardmetro exponencial de optimizacién ") "
en las funciones coordenadas que se eligen como solucidn
aproximada del problema., Los autovalores son luego minimi-

-zados con respecto a "y ". Se demuestra que los valores
obtenidos estédn en buen acuerdo con aquellos obtenidos me-
diante el método de diferencias finitas y con aquellos au-
tovalores que estédn disponidles en la literaturs cientifi-
ca.

ABSTRACT

The present paper shows that including an unknown ex-
ponential parameter ") " when using polynomial cpordinate
functions in connection with Rayleigh Ritz or Galerkin -
tyoe procedures constitutes a convenient approach for the
determination of optimized upper bounds of Schrbdinger's
equation. Several one dimensional applications are presen-
ted. A comparison with eigenvalues determined by means of
the finite differences method is also presented.




- 156 -

INTRODUCCION

En los ultimos afios ha tenide lugar un uso cada vez més
intensivo de métodos variacionales en la sslucidn de pro=-
blemas de mecdnica cudntica habiéndase llevado a cabo muy
recientemente un Simposio Internacional sobre el tema en
cuestién (German North Sea Island of Wangerooge, l-4 Setiem=-
bre, 1987).

En este trabajo se demuestra que, al menos en problemas
unidimensinnales gobernados por la ecuacién de Schrsdinger,
resulta conveniente utilizar funciones coordenadas polindmi-
cas que contienen un pardmetro exponencial de optimizacidn
"Y" Qque permite minimizar l1os autnvalores calculadns median-
te los métndos cldsicons de Rayleipgh - Ritz o Galerkin.,

Los autovalnres inferiores son también determinados me-
diante la técnica de diferencias finitaS y buena concordan-
cia con los resultadnss obtenidos analiticamente es lograda.

SOLUCION ANALITICA APROXIMADA DE LA ECUACION DE
SCHRODINGER,

Sea la ecunacidn de Schrﬁdingef, unidimensional e inde-
pendiente del tiempo

? /% .
Y vty £y s 1)
2u dAx?
donde
: funcidn de onda independiente del tiempo

% : constante de Planck dividida por 27
»y: masa de la particula
V7 funcibén potencial tal que la fuerza que actua en

la particula es £ p/d

- ox

La relacisn funcinnal 77 es (ver Figura la)

Vixi=fx) |, x€,,2) (2)
V7r) =00 para I'a Xy ; I€%

Las condiciones de borde que debe satisfacer ¢/ son

Sy )mflng) = O (3)
Sea 2‘(&7 una aproximacién a dtx)tal que
y
F=he =2 Cushezy) )
s2e7

donde cada funcifn coordenada %, (X,)y) satisface 3) y
donde " r " es el parametrs exponencial de optimizacisén,

Substituyendo (&) en (1) se obtiene la funcién “error"
o "residuali" E(k;r) '

14
etup)= 26 (<X s VE-£%) (5)
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Haciendo ahora uso del métndo de Galerkin se requiere

X2
Lé/&/’),f/x,r}aﬂvsa 5 /ﬁ:/,...,” (6)

i 4
resultando entonces

(’ 2 .
,,g /{ ,d,d *VEE-E2Y )dr =0

(7)

Integrando por parte el primer tér-ino del integrando
de (7) y usando las condiciones de borde (3) se obtiene

I 4 Z
- 2
L f—é ¥ - &
Xxs (.’.'ma?;‘*;/zé ‘&’fv’,(ﬁ} =0 (8)

la ecuacién {B) 1ieva a2 wb sistema houoglnee de ecua-
. ciones lineales gn.lasg eonsmtes C? Bq 1a condicidm de
" no trivialidad se obtiene una ecuac &i “determirfivite en
los N - autovalores £ o Dado que

Ly =Er) (9)
eonstituye una cota superior para cada autpvalor, requirien-

do que JE,
r - » (10)

una optimiza cada autnvalor por separado.

Es interesante mencionar el hecho de que la optimize-
clén del antovalor fundamental fué surerida por Lord Ray-
leigh en su clésico tratado [1] pero el procedimiento de
optimizaciones sSucesivas para lss autnvalonres superiores
fué desarrollado recientemente [2].

APLICACIONES

Sea el casp que se muestra en lh Fipura 1(b) donde Vrx/
estéd definido por

- L4 4 4 g
V(Z} A l/a/z ,-§<X<z (11)
Vix) = oo H .r(—g- ’ 4’>§
En este caso, y para los modos simétricons inferiores

es conveniente utilizar la aproximacién

gy=gix12121 0] 10 (151 21715 4] 2

donde x=x/a y habiendo tomado el origen de coordenadas
en x= 0,

En la expresién (12) cada funcién coordenada satisface
la condicién #/=d ya que ;t’ debe ser continus en el in-
tervalo (- s,;‘)
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Por otra parte, en el caso de los modos antisimétricos
se utilizardn las expresiones

=) - S Y -
gl#lileals™ 2] 3 £20 (13a)

¢=¢[-(51L17)]+a[-02"217)] ; £so
: (13b)

que satisfacen la condicidn S/(o)sd que asegura continui-
dad de ¢%.(x).

Por otra parte y como es f4cil preveer, solo 2s nece-
sarip en cualquiera de las dos sitvacinnes anteripres, rea-
lizar la integraci’sn requerida por el método de Galerkin
en el intervalo (0,1) ohteniéndose la siguiente ecuacién
en los autovalores

Ema
)[ zz Iz)"" ‘E;”d 2//; 7;1 zz //}+
* Yy L= Y S =0 ()
donde
,r! ! [
al l ;- P 3
W d AT s L[4 4 42 [ 4 Ve
- Q
I (15)
V=", ‘

En este trabajo se ha estudiado tambien el cass en que
ViE)=dE° ; -/<E</

V(x) = co 3 Xo~-/, X5/
donde

(16)

x= X/a,
y siends evidente que tanto el procedimients como la fune

c¢ién aprorimante utilizada son los mismos que en el pro=-
blema anterior.

SQLUCION MEDIANTE EL METODO DE DIFERENCIAS FINITAS
Efectuande el cambio de variable

+r=fz
la ecuacisn (1) resulta

—2 % & "'4 mw JY -0
wra’s

-
con "_—;'

17)

2
a) Para el caso (11),llamando (= :‘: 4
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la (17) queda .
—2d%CIFlA- Y Jg=o

¢

(18)

Subdividiendo el intervalos [-1,1] en n intervalos par-
clales, y siendo =1 pasoé 2 . S
. -Z

se obtiene la ecuacidn discretizada
2f <4+ = (Clx:|m c2d -
g=-[4+ 2 (1% J)IZ-*zg.*"o (19)
b) Para el caso (16), en forma similar resulta

4l *f}é (e D ]1g+zs, = (20)

En ambos cdasos, la .determinaciédn de autovalores se
efectud con n =200,

RESULTADOS NUMERICOS ]

La Tabla 1 muestra una comparacién de resultados para
el caso definido en la Figura 1(b) y para modos simétricos,
obtenidos a) mediante la metodologia optimizada de Galerkin,
b) utilizando el métadn de diferencias finitas y ¢) los dis-
ponihles en la literatura [3]. La Tabla 2 muestra una com-
paracién para el caso de modos antisimétricos mientras que
en la Tabla 3 se exhiben los autovalores correspondientes
@ la situacidén definida en la Figura 1(e). .

Puede concluirse que la precisibn alcanzada con el mé-
todo optimizado de Galerkin es muy buena, sobre todo si se
considera la simplicidad de las reélaciones funcionales es~
cogidas., S

Por otra parte tanto la precisién como la estabilidad -
de los autovalores obtenidos mediante la.formulacidn algo-
ritmica de diferencias finitas son excelentes.
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24 Bk £ el

7% 4% | 1 término 2 térm. |Dif Fin{Exacto 2 term. |Dif.Fin. | EBxacto -
0 b9y 4,934 h,93% | 4.934 4,65 bk 39. Lk 413
0.1 5.08 .  5.081| 5,081 5.081 W 89| w62 -
0.2 5.23  5.227| 5,226 5.227 45.13] k.86 -
0.3 5.37  5.373| s.372| 5.3 45.37] 15.10 -
0.4 5.52 5.518| 5.517| 5.521 ¥5.61( 45,34 -
0.5 5.66 5.662| 5.661| 5.667 45.86| u5,57 -.
0.6 5.80 5.806] 5,806( 5.814 46.10( 45,81 -
0.7 5.95 5.950 5.948( 5.960 46.34| 46,05 -
0.8 5.09 ' 6.093 6.091| 6.107 46.58{ 46.28 -
0.9 6.23 6.235 6.233| 6.253 46.83| 16,52 -
1 6.37 6.377] 6.376| 6.400 47.07| 46.76 -

Tabla } - Autovalores Correspondientes a la Situacién Mostrada en la Fig.1(b)

(Modos 8Bimétricos).
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ZA p2a® Ly y L malyz
l? ;f
1 térm. 2 term Dif ,Fin. Exacto 2 term. | Dif .Fin. Exacto
o 19.98 19.9% | 19,74 19.739 83.66 | 78.92 78,956
0.1 20,23 20.19 | 19.98 - 83.92 | 79.16
0.2 20,51 20.43 | 20,23 - 84,17 | 79.W)
0.3 20.73 20.68 | 20.47 - 84,43 | 79.66
0.4 20.98 20.93 | 20.72 - 8+.68 | 79.90
0.5 21.23 21,18 20.97 - gs.9% | 80.15
0.6 21.48 2142 21.21 - 85.19 | 80.40
0.7 21,72 21.67| 21.45 - 85.45| 80.65
0.8 - 21,97 21.92 21.70 - 85.70| '80.89
0.9 22,22 22,17 21.94 - 85.96 | B81.14
1 22,46 2,41 22.18 - 86,21 | 81.39

Tabla 2 - Autovalores Correspondientes a la Situacién Mostrada en la Fig.1(b) en el Cam

de Modos Antisimétricos.
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24 wa Roma’ys Lamal/, Lmalss Lymea /2

;' £ 1 térm. 2 term.|Dif.fin,]/2 term, Dif.Fin|f2 term, Dif.FinL2 term, Dif.Fin,
o ook 4,93 b.93  [Wh,65 44,39 [19,94  19.73 |83.66 78.92
0.0 | 5.00 .99 |u.99 |ws.B2 uu.55 [20,08 19.87 |83.83  79.07
0.2 5.06 5.06 5,06 W97 w471 | 20.22 20.01 | 84,01 79.23
0.3 5.13 5.12 5.12 45.13 44,86 |20.36° 20,15 | B84.18 79.39
0.4 5.19 5.19 5.19 45.29 5,02 [20.51 20,29 | B4.35 79.55
0.5 5.25  5.25 5.25 545 45,16 | 20.65 20,43 | B4.52 79.71
0.6 5.32 5.31 5.3 45.61 45,32 | 20729 20,56 | 84.70 79.87
0.7 5.38  5.37 5.37 | 45.77 us.u? | 20,93 20.70 |gy.87  80.03
0.8 Sk 5.4k 544 | 45.93  u5.63 [21.07  20.8% | @5.04 80.19
0.9 5.50  5.50 5.50 |46.09 45,78 21,21  20.98 |gs5,22 80. 3%
1 5.5 5.56 | s.56 |46.25 us.ou [21.36° 21.11 |8s.39  80.50

Tabla 3 - Autovalores Correspondientes a la Sitnacidén Mostrada en la Fig.1(c) (Caso

de Modos Simétricos y Antisimétricos).

= €97 -~



