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Se presenta una banda flnlta de orden superlor para el
analisis de pandeo de placas plegadas. La banda esta basada
en interpolaci6n cublca de las tres componentes de desplaza-
miento y se integra numericamente en la direccion transver-
sal. Se lncluyen ejemplos que muestran convergencia de la
soluc16n en terminos de cargas y modos de blfurcac16n.

A hlgher-order flnlte strlp ls developed for the
buckllng analysls of plate assemblies. The strlp ls based on
cOble interpolatlon of all three dlsplacement components,
and is integrated numerically in the transverse dlrection.
Examples are included to show convergence of the solutlon
ln terms of buckling loads and mode shapes.



El Metodo de Bandas Finitas desarrollado por Cheung /1/
permite analizar las estructuras denominadas prismaticas cor.
una gran economia computacional frente a la discretizac16n
en dos d1mens1ones. Este representa la soluc16n por ser1es
de Four1er en la d1recc16n long1tud1nal cubriendo la
tota11dad del dominio, en tanto que en la direcci6n trans-
versal s1mula el comportamiento mediante Elementos nnitos.
Las caracterist1cas f!sico-geometricas de la secc16n trans-
versal debenP~manecer constantes en la d1recc16n pr1smat1ca
en la que se rea11za el desarrollo arm6n1co, aunque el es-
tado de cargas pueda variar arbitrariamente en esa d1rec-
c10n. Un estado del arte sobre la ap11cacion de este metodo
en problemas de 1nestab111dad de lam1nas plegadas pr1smati-
cas esta desarrollado en la referenc1a /2/. Graves Sm1th y
Sridharan /3/ rea11zaron las primeras ap11cac10nes para
determinar cargas de b1furcac16n cons1derando 1nestabi11dad
en modos flexionales. En la referenc1a /4/ se ut1l1z6 este
metodo para el estudio de 1nestab111dad en modos tors1onales
bajo cargas laterales. La mayor!a de los estud10s de
estab1l1dad que emplean Bandas F1n1tas, se basan en el ele-
mento propuesto por Cheung /1/, denom1nado L02 (lower order,
dos lineas nodales). Este 1nterpola l1nealmente los despla-
zamientos membrana1es y con po11nom1os cub1cos el desplaza-
m1ento de flex16n. Cheung propane como elemento de orden su-
per10r al H03 (h1gher order, tres lineas nodales), que ut1-
l1zapo11nom1os cuadrat1cos para los desplazam1entos u y v en
el plano, y quint1co para w, desplazamiento fuera del plano.

La banda f1n1ta aqu! propuesta t1ene tres ar1stas noda-
les e 1nterpola cUb1camente las tres componentes de despla-
zam1ento. Su ap11cac16n en el ana11a1s estat1co l1neal de
placas plegadas pr1amat1cas apoyadas en d1afragmaa en sua
extremos, se encuentra en la referenc1a /5/. ~n este trabajo
se presenta una formulaci6n general del problema de estabi-
lldad en term1nos de coordenadas genera11zadas para s1stemas
d1scretos, /6/ y /7/, Y el comportam1ento de este elemento
en la determ1naci6n de cargas de bifurcaci6n de laa estruc-
turas mencionadas.

Para una estructura de paredes de 1gadas como la
de la Figura 1, el camb10 en la energ!a poteneial total
" entre un oota~o a1n tena10nea y ~erormac1ones y un elt.~o
arb1trario deformado, v1ene dado per
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donde K es A nUmero total de lam1nas, i y ~ , son los
vectores de de!ormac10nes y tens10nes genera11zadas respec-
t1vamente, § es el vector de desplazam1entos, 'P- ,
es el vector de cargas d1str1bu1das, y, Py ,son las
cargas ax1ales aplicadas en los extremos.

Las relaciones c1nematicas en un sistema local de coor-
denadas, d1sti~gu1endo entre componentes 11neales y no 11-
neales en desplazam1entos, pueden escr1b1rse como
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?ara un materia: elastico, isotropo y homogeneo, las
~cuaClones constitut:vas se escriben

~ ••[ N.••N~N"", 11,.1'\ M~ \
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E Y ~ • son el ~6dulo de elasticidad y el coeficiente de
Poisson respectivamer.:e.

Conocida una :rayectoria fundamental de equilibrio a
partir de la cual oCurre una bifurcaci6n. los desplazamien-
tos en la trayector:a secundaria pueden escribirse como

•donde t) represer.:a desplazamientos en la trayectoria
secundaria,( t. desplazamientos en la trayectoria primaria.
y las variables sir. superindice son desplazamientos incre-
mentales a partir de: estado fundamental.

5i la trayecto~:a primaria de equilibrio se considera
lineal en 24

• perc la trayectoria secundaria se supone no
lineal en desplazamientos incrementales, las deformaciones y
tensiones en esta ultima, resultan

f.~ '). E.~ Eo' e.~ (8)
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donde'~· es el parametro de carga que permite distinguir en-
tre distintos niveles de carga. Para carga transversal y a-
xial que se incrementan, pueden expresarse respectlvamente



donde ~ representa la enara1a potencial total en el
estado fundamental; "~eont1ene los t6rm1nos que dependen
llnealmente de ~. desplazam1entos 1nerementales, y es la
pr1mera variac10n de la energ!a poteneial total, "t. ,
\I, y \I~cont1enen los term1nos que dependen respeet1vamen-

te, en forma eUadrat1ca, cub1ca y cuart1ca de los desplaza-
m1entos incrementales. (/6/ y /7/)

Deb1do a que los esfuerzos y cargas en el estado funda-
mental se encuentran en equ1l1br10, la pr1mera var1ae1on de
~ debe ser nula para todo estado 1ncrementado cinemat1ca-

mente adm1s1ble.

Sim11armente, s1 ex1ste un estado incremental de equi-
libria, la trayeetor1a secundar1a puede evaluarse del
s1stema no l1neal

En la veclndad de un punto de b1furcac1on los desplaza-
m1entos incrementales pueden cons1derarse arbltrar1amente
pequeftos, despree1andose los term1nos de orden superior, y
el parametro de carga ,. en el punto de b1furcac1on puede
obtenerse de la expres16n

El campo de desplazam1entos 1ncrementales asoclado can el
menor valor de ~ determlnado a part1r de (15) es el modo
de b1furcac16n.

La banda f1nlta desarrollada t1ene tres aristas nodales
como indica la Figura 2 , e interpola cUbicamente las tres
componentes de desplazamlento. Las funciones de 1nterpola-
c16n han side tomadas de la referenc1a tal, donde fueron u-
sadas para laminas de revoluc16n. El campo de desplazam1en-
tos incrementales viene de!1n1do por
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de compatibilidad entre desp1azamientos, ya

estan deflnidos por las mismas funciones trigono-



Reemplazando laa expres10nes (16) en (15), queda expre-
sada la cond1c16n de b1furcac16n como un problema de vecto-
res y valores prop10s

donde t~l es la matr1z de rigidez de la estructura, [K.les la
matriz de carga-geometrfa, y i es el autovector asociadoal
autovalor ~

(v..t a f... t.1',[»1(&] 0"-
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."
donde t~] es la matriz lineal deformacion-desplazamiento,
~] es la matriz de elasticidad, (a] es la matriz geometrica

que contiene los terminos no lineales de los desplazamientos
incrementales, y (M] es la matriz de esfuerzos en el
estado fundamental. En el Apendice se encuentran las formas
de estas matrices. Las integrales necesarias para su eva-
luacion se efectuan anallticamente en la direccion longitu-
dinal, y en forma numerica en la direccion transversal. 5e
adopto como procedimiento de integracion, e1 metoda de cua-
dratura de Gauss-Legendre con tres puntos.

El uso de N componentes armonicos en la trayectoria
fundamental lineal conduce a N sistemas de ecuaciones desa-
coplados, debido a la ortogonalidad de las funciones despla-
zam1ento expresadas en (16). 5e pueden obtener soluciones
con un esfuerzo computacional solo linealmente proporcional
al numero. de arm6nicas considerado. Pero la evaluacion de
cargas de bifurcacion, si el estado fundamental de tensiones
est! definido como una combinacion lineal de N armonicas,
implica la existencia de un Unico problema de autovalores en
el que las M armonicas del desarrollo propuesto para los

desplazamientos incrementales, estin acopladas.

Las variables que influyen en la precision de la solu-
cion son:

a)el nUmero de bandas,K.
b)el nUmero de armon1cas para 1a trayectoria primaria

de equilibrio, N.
Q)cl nUmcrQ de &rmOn1Caa para 1& trayector1a secunda-

ria, M.

El tiempo computae10nal no depende sign1f1eat1vamente
del nUmero de arm6n1cas para la trayeetor1a fundamental, pu-



dlendo adoptarse en la prictlca una cantldad aproplada. La
convergenc1a puede ser demostrada varlando K y M.

Se presentan a cont1nuac16n varlos eJemplos a los e£ec-
tos de llustrar el comportamlento del elemento en la
determlnac16n de cargas de bl£urcac16n. comparando resulta-
dos con otras soluciones analit1cas y numerlcas. y hac1endo
un estudio de convergencla.

4.1 Como veri£1cac16n de la banda usada se estud16 una
placa rectangular s1mplemente apoyada en tres bordes y empo-
trada en uno. sometida a carga axial. Los resultados obte-
nldos se muestran en la Flgura 3. donde la carga de
blfurcac16n se expresa en t6rminos de un coe£lclente
de pandeo k por medio de la slgulente ecuaci6n

De la referencla 1 91 se obtlene para la relaci6n de
luces a/bsO.79. un coe£iciente de pandeo ksS.8l. valor obte-
n1do por los autores empleando 10 b~das y considerando tres
arm6nlcas.

a
t I

bI~D~l
M 1
t 5.9i

t !a.8&l

3 5.&4
A th-

4.2 Como segundo ejemplo se anallza la establ1ldad de
una seccl6n trapezoldal bajo carp tlpo peso propl0. En la
Flgura 4 se mueatran loa ~to. utlllzados y un estudl0 de
convergencla de la aoluc16n. late caso se·,reaolv16 en la re-



ferencia I' 10;
diez bandas.
qc=13.2 KN/m.

empleando la banda L02. para una armonica y
obteniendose un valor 4e carga critica

£: z.n '01 'l.J4/m2 t.~0.06 m

~~ Q.t5 H:O.6S m

L: 25.0 en B••~50 J'f\

(a) B•• Q40 m

K ~ (lCNIm]

1 ~~62

5 Z I 3 \"'-.5"

3 " ; 5 "4.~6
.._+-~ I- .'

i \2.13

1 2 ~ 3 {'Z 65

3 ~~ ~ 5 t2.38
.".~". ",,, _.- ..•

~ 12.26

.0 ? , ~ 12 t8

.3 3 5 .'l.OO

(C)
Figura 4. Inestabilidad de una secci6n trapeZoidal baJo car-

ga tipo peso propio ta) datos, (b) discretiza-
ciones empleadas, (c) convergencia de la solucion.

4.3 En tercer term1no se estud1a la estabilidad de una
secc16n inlUlo baJo carga tlpo peso propl0. Los datos co-
rrespond1entes, y resultados obten1dos se ind1can. en
la F1gura 5. Se ver1f1ca nuevamente la convergenc1a d·. :a
soluc16n.
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Figura S. Inestabilidad de una seccion angulo bajo carga ti-
po peso propio. (a) datos, (b) convergencia

de la solucion.

4.4 Por ultimo,se considera una'viga cajon sometida a
cargas de linea en las paredes verticales. En la Figura 6
se. pueden ver las caracteristicas de la estructura y
los valores del coeficiente k de estabilidad para distinta
cantidad de armonicas. En eate caso, la'carga critica viene
dada por

Sr1dharan /3/ ha resuelto este eJemplo con carga de linea
parc1al, empleando la banda L02. £1 Menor valor del coef1-
c1ente de estab111dad, k-3,20. 10 obt1ene para 12 bandas
(hab1endo d1scret1zado med1a estructura) y cons1derando 6
arm6n1cas. La dLferenc1a entre ambas soluc10ne. eat' asoe1a-
da a 108 d1st1ntos .stados de carga cons1der.dos.
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las expresiones (16) pueden escribirse de la siguiente forma
•u,. [ f' !:. ~(",~~) (A.6)_.

AS": t. 'i. !~tOft ('!U':l) ( A. 7 )
••••• I,.~. t. If g:, '-etI(mlljJ (A. 8 )
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Las componentes lineales en desplazamientos • del campo de
deformaciones generalizadas (expresi6n (2.b». resulta

•f= [(a]"'!1l\ (A.9)-
y
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0 0 0 0 0 -"l' 0 , df' D.. 4~ -

La expres16n de 1a contr1buc16n eneraet1ca~ para una
banda es la siguiente
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o tambien,

La componente no lineal del vector de deformaciones ge-
neralizadas puede escribirse de. la formar~~~ ()w 0 0 0 t:& c&. t&.

~._~I: 0 0
~

<i}1 ~ ~~ ~
U4 CO•• CUlL

~
~ <tlw ~ (1\] ~"-!' ~ 'i)lJ G5\j c& .:& ~ = 2 (A. 22)

e 0 0 0 0 0 'i)~ta"q
0 0 0 0 0 0 ~

~IJ

0 0 0 0 0 G <w
~~

Teniendo en cuenta (A.6),(A.7) y (A.B), el vector e puede-relacionarse con los parametros nodales por
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De (A.16) y (A.25) se deduce que

[6•.tt>] = i["llG) (A.26)
Entonces, el primer miembro de (A.21) puede escribirse

.L. 21e...l~)r ~4 dA.&= L [Gr [~r~"d"e (A.27)
Pero l"r ~4 tamb1en se expresa como
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Comparando (A.30) y (A.21) resu1ta que

donde (G}, denominada matriz geometrica contiene los terminos
no lineales en desplazamientos, y, [M] ,los esfuerzos en
el estado fundamental.
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