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En problemas de inestabilidad bajo cargas dependientes
de desplazamientos se generan problemas no lineales de
autovalores, en los que el autovalor aparece elevado a expo-
nentes enteros ~ no. En este trabajo se estudian tecnicas ite-
rativas de soluci6n, en las que el problema no lineal es redu-
cido a uno lineal a travez de modificar la matriz de rigidez
del sistema, ~ de modificar la matriz de carga-geome~~ia. Por
medio de ejemplos numericos se muestra que la primer ~ecnica
tiene dificultades 0 no converge a la soluci6n correcta cuando
las soluciones ~ineales y no lineales difieren substar.cialmen-
te, mlentras que la segunda tecnica converge adecuad~~ente.

~on linear eigenvalue problems occur in instability
problems under loads which depend on the displacement field.
Iterative techniques are investigated in this work for
the solution vi such problems, in which the non-linear
equation is reduced to a linear one by means of modifications
in the stiffness matrix of the structure, 0 in the :vad-geo-
metry ~atrix. ~umerical results show that the first tech~ique
presents difficulties or does not converge to the co~rect
solution when the linear and non-linear solutions are subs-
tantially different, whereas the second technique presents
adequate convergence characteristics.



En la mayoria de 10s analisis de estabilidad estructu-
ral mediante el criterio energetico se consideran modelos
que conducen al sistema especializado de /1. 2/. es decir
sistemas en los que las acciones externas dependen lineal-
mente del 11amado parametro de carga. El equilibrio en un
punta de bifurcacion de la trayectoria fundamental. conduce
en ese caso a un problema lineal de valores propios.

Cuando es necesario considerar la dependencia de las
cargas con los desplazamientos. el sistema especializado es
insuficiente. Tal es el caso de cargas que siempre actuan
en forma normal a la superficie donde estan aplicadas. Su
tra~amiento tradicional conduce a sobreestimaciones de la
carga critica /3, 7/. En estos problemas el potencial de las
cargas E:~ nC' lineal en el parametro de carga, y como
cOHsecuencia de ellc, para conocer el estado de equilibrio
critico, 0 de bifurcacion, es necesario resolver un problema
de valores propios no lineal.

numericas que
propios. Asi
para distintos

resuelven este problema no clasico de valores
mismo se presentan los resultados obtenidos
casos de interes en ingenierta estructural.

2. ESTRATEGIAS NUMERICAS EN LA SOLUCION DE PROBLEMAS
DE VALORES PROPIOS NO LINEALES

En forma matricial se puede expresar un problema
de valores propios no lineal como

&e han· propuesto distintas transformaciones sobre el
sistema no lineal. que si bien 10 linealizan, agregan algu-
nas dificultades.



De esta manera se ha consegu1do un problema 11neal de
valores propios en dos parametros, con una restricci6n no
lineal. 5e resuelve (4) para d1st1ntos valores de

"lhasta que se ver1fica (5). Este proceso se esquematiza
en la Figura 1. donde el punta C representa la soluci6n bus-
cada.
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Figura 1. Valor prop10 11neal, con dos parametros y
una restricc16n no l1neal.
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5e ha logrado un s1stema t1po espec1alizado, 0 de valo-
res prop1os l1neal en un Un1co parame~ro de carga, y
un. s1stema de restr1cc1ones no l1neales. 5e debe resolver
e1 problema lineal (7) mov1endose sobre el contorno del es-
pac1oJ'o\-'"def1n1do por (8), como se !lustra en la Figura 2.
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En /S/ se ha presentado una tecnica basada en la pro-
posicion de un valor del parametro de carga, descomposicion
de la matriz de rigidez total, y posterior analisis de los
signos de los pivotes. 5i todos los signos son positivos el
equilibrio es estable, se incrementa el parametro de
carga un valor ~ ; hasta que aparece algun pivote negativo,
y se disminuye el paso ~ , invirtiendo tambien su signo.
5e opera de esa forma hastaconseguir disminuir el paso ~ a
valores muy pequeftos.

2.3 Tecnica propuesta de Iteracion sobre la Matriz
de Rigidez.

5e presentan a continuacion dos tecnicas iterativas
para resolver el sistema (1). Ambas resUelven directamente
el probleMa no lineal, como una sucesion de problemas linea-
les. 5e analizaran posteriormaente resultados numericos
obtenidos con estas tecnicas.

En la TECNICA DE ITERACION 50BRE ! ' se linealiza
el sistema (1) proponiendo un valor inicial del parametro
de carga ). , con 10 que es posible evaluar "':tJ.()l') y as! mo-
dificar la rigidez del sistema original. 5e obtiene de esta
forma, un problema clasico con rigidez modificada, cuya 80-
lucion servira como valor inicial de la proxima iteracion.
El sistema lineal a resolver en la etapa i-esima es

5e finalizara el proceso iterativo cuando el error relativo
entre dos iteraciones consecut1vas sea menor que el error
relativo fijado E

Este error relativo se m1de mediante la d1ferenc1a en-
tre auto~ctores de dos etapas suces1vas; 0 b1en directamen-
te sabre-.l autovalor. En este trabajose ha adoptado
como control de convergenc1a el error relativo en el autova-
lor, es dec1r

5e debe destacar el camb10 de rig1dez del problema
11neal a resolver en cada etapa 1trat1va. 81 se usa en ella8



el Met~~e Iterac10n Vector1al /9/. es necesar10 factor1-
zar la matr1z de r1g1dez actua11zadaen cada etapa. 51 se usa
el Metodo de Iterac10n POl"5ubespac10s /9/. 0 el Algor1tmo
de Jacob1 /9/. se corre el r1esgo que la matr1z de
r1g1dez actual~zada no sea def1n1da pos1t1va. Esto ult1mo es
frecuente cuando la diferenc1a entre carga crit1ca de
la formulac1on clas1ca y la no l1neal es s1gn1f1cat1va.

2.4 Tecn1ca Propuesta de Iterac10n sobre la Matr1z
de Carga-Geometria.

es pos1ble plantear un algor1tmo 1terat1vo que actua11za en
cada etapa la matr1z de carga-geomeeria 0 sea. reactua11za
los esfuerzos de la trayector1a fundamental.

5e propone un autovalor 1n1c1al. con 10 que quedan de-
f1n1dos los coef1c1entes de ~(~) • y se actua11za
la matr1z de carga-geometria erel problema l1neal as!
obten1do. En la 1-es1ma 1terac1on el problema l1neal
a resolver es

5e logra convergenc1a cuando el error relat1vo es menor que
el error relat1vo f1jado e . pud1endose def1n1r el error
relat1vo e.~ de la m1sma forma que en la Iterac10n sobre
la Matr1z de R1g1dez. En este trabajo se adopto un error re-
lat1vo en el autovalor como 10 expresa la ecuac10n (10).

N6telM que se ha transformado e-lproblema no lineal (1)
en tantos problemas l1nea1es (13) como 1terac10nes sean ne-
cesar1as para obtener la convergenc1a de (11).

Estos problemas 11nea1es mant1enen todas las caracte-
r1st1cas de la f'ormulac1onclas1ca del equil1br10 c1"!t1coenun punto de bifurcac1on.

5e debe observar que s1 la no l1nea11dad no solamente
es en el autovalor. s1no tambien en el autovector. es fact1~
ble la ut111zacion de este proceso 1terativo en la resolu-
c10n del problema. propon1endo 1n1c1almente un autovalor y
un autovector. En la etapa 1-es1ma el problema l1neal a "re-
solver sera



Cuando en el sistema original (1). unicamente aparecen
potencias enteras del autovalor. se puede encontrar un sis-
tema lineal de valores propios cuya solucion es la solucion
exacta del prolema no :ineal.

Como se demuestra en /10/. es posible disminuir
el max~mo exponente E del autovalor a un exponente unitario.

aumentando E veces el numero de incognitas del sistema.

X,L :II
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~ (16.1)-
~1.:II A "'t (16.2)- · -···Xe..L • ;( XE-l. (16.3)- -resulta

K X - K1x., - K.2 x'2. _. . . . ., - K..,A 'Xc-l •• 0 (17 ),.. ,.. ........-.- ~,..-.,
Se debe resolver simultaneamente (16) y (17). que en

forma matricial es
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En algunos problemas, al escr1b1r el s1ste~a no
11neal de la forma (15), las matr1ces de carga-geometr!a
cont1enen muchos elementos nulos; e 1ncluso en muchos casos
resulta s1ngular. Es as! que al armar el s1stema (18) pue-
de or1g1narse un s1stema mal cond1c10nado, s1endo su
solucion muy sens1ble a pequeftoscamb10s en los coef1cientes
del m1smo.

Can
secc10nes
ejemplos,
con otras
L1neal se,
tor1al /9/.

el f1n de 1lustrar las tecn1cas descr1ptas en las
anter10res se presentan a contlnuac1on algunos
cuyos resultados se comparan cuando es poslble,

soluclones. En todos los casos el Problema
resolv10 con el algorltmo de Iteraclon Vec-

Como se ilustra en las Flguras 3 y 4, el modelo adopta-
do' es el de una mensula, de materlal eldStlco l~neal,
con ~n slstema de cargas estatlcamente equlvalente a
la acc10n del tlu!do almacenado. S. ha d1scret1zado el pro-
blema usando la moda11dad global del Metodo de Ritz. El
planteo del equ1l1br10 en la vec1dad del punto de b1furca-
c10n conduce a 108 s1gu1ente8 s1stemas de valores prop10s no
l1neales, (ver Ret./12/):



(K., - A. K.ot- ...•
Se ha tornado come referenc1a la carga crft1ca de EUler,

es dec1r cuando las so11c1tac10nes no dependen de los des-
plazam1entos, a saber

51 se expresa la carga crft1ca del problema no lineal
como Q~a carga de tipc Euler equ1valente. queda en ev1dencia
la lor.gitud de pandeo equ1valente & ,es decir

P(x)
""'(~,¢)



Las Tablas Ia y Ib muestran la soluc1on dada por el
Metodo de Transformaci6n Oirecta para el estado cr!tico de
depOsitos elevados cil!ndricos. Se eXigio un alto nUmero de
iterac10nes para lograr un £~su!ic1entemente pequeftopara
considerar esa solucion como exacta.

Para 50 iteraciones la Tecnica de Iteracion sobre
~ dio un resultado similar al Metodo de Transformacion
OTrecta en 80 iterac10nes. A au vez estos resultados son
sumamente cercanos al c9nsiderado como exacto.

Es de destacar la gran disminucion en el valor de carga
cr!tica obtenida repecto a la solucion clasica. debido
a la alta dependencia de la carga con los desplazamientos.

La Tecn1ca Iterativa sobre ~ alcanzo convergencia pa-
ra un valor de carga cr!tica 5,3 veces super10r a la
carga 1e Euler. Es decir, su comportamiento fue totalmente
ineficaz.

Las Tablas IIa y IIb presentan las soluciones obtenidas
para un dep~sito elevado conico. El bajo~error relativo
~ alcanzado por el Metodo de Transformacion Oirecta, per-

m1te tomar eata solucion como exacta del problema no
lineal. Es notable el bajo esfuerzo computacional requerido
por la Tecnica de Iteracion sobre K4 para alcanzar la solu-
cion dado por el Metodo de Transformacion Directa.

5e debe observar 1a dism1nucion que experimenta la car-
ga critica. respecto a la de EUler, al tener en considera-
cion la dependencia de la carga con 108 desplazamientos.

La Tecnica de Iterac10n sobre ~ presento la d1f1cul-
tad de 1a presencia de un autovalor negativo. Por 10 tanto,
la impos1b1l1dad de definir la potenciacion del mismo en 1a
s1guiente etapa iterativa, al actualizar la matriz de rigi -
de~.

Las Tablas III y IV muestran 1a convergencia del Metodo
de Ritz para ambo8 depositos. Se concluye que una soluc1on
con 3 a 4 func10nes de Ritz, brinda pract1camente loa
valores de convergenc1a. Ea por eato que en los ana11s1s an-
teriores se adopto ese nUmero de tunciones.



Tabla Ia.Dep6s1to Elevado C1l!ndr1co.Estado Cr!t1co
Usando tres Func~nes de Ritz.
Datos: EJ/L= 700(N), ~/L. 0.75

R: rad10 del c111ndro.

TaCNICA Pcr./R It MODO N"It•.,.. f.,.

ITE~,oN 1.
&Obri 5,3 087 0.271564 so 091£-4

fa(. ••O.07EM4-
IraRACIOP'ol 1.

£t~br-c. 5,691-2 8,~ ••0.1\9387 SO 04\ &-1

K.G .0.002381.-
MiTODO S.CJf}E-2 8,17 1.. 500 OSE-S

TAANSFoR"".oL. -0 It,~.,.qZ
DUU:C.T"

(5.1£-2) 8,lS •.0.002518 (80) (04l5e •.l)

Tabla Ib.Dep6s1to Elevado Cil!ndrico.Estado Cr!tico
Usando Cuatro Funciones de Ritz.

Datos: EJ/L= 700(N), R/L= 0.75
R: rad10 del cilindro

TecNICA R,./ " k. MODO N"I1u Ei'o.
lTERAQON 1.

~bl"e .5,03 087 OP87aZ 50 OL&i"i
K. I-o.~- ft°.o,2329

lraRACION 1.
Sob" 6.~e"2 8,D 1-o"9a6C/ 10 0432-1.

~ 0.0'''''''- I-O.Ot284OJ

~Qn:)OO 6,ee"2 ••as 1. 600 07'E~
TJtA.~'POR.folI\AC; • .0"977

(So'4I ..2) •• 42) o.ol9a~ (TO) (O'&i-J)
I>IIU'C.TA I-o.OI~



Tabla IIa.Dep6s1to Elevado C6n1co.Estado Critico
Usando tres Funciones de Ritz.

Datos: J/L = 700(N), R/L.0.75
R: tg(oC.)

rac.NIU- Jt./I\ k, MODO N°In:r. E,.
J:1'1!AACION

aob"'& e:., ilV .•L J ~•.~o • 1~..
K.-

ITBtAQON
t9,89E-2

1
~nz. 4,49 -o.IU!~ IZ ~E-.

~
O.O2~O

Man:u;x) i
t9,S9s.,z 4.49 -a. It f !llCfi 208 O14E-E.

~~C. Q.OZ0959
J:)uteCTA.

Tabla IIb.Depbsito Elevado C6nico.Estado cr1tlco
Usando Cuatro Funciones de Ritz
Datos: EJ/L • 700(N), R/L= 0.75

R: tg(oc,)

TacN1CA triP. k. Moao N°lAr E.?
,

I1"E2AC:'ON

~ ~~&obn&. E" \tu::.1 ~ A1 <'0 ...
~

traAAC.lON 1
iIO~ l\40I~ 4.54 fooO"\3E»Ga \t Q'-OE-iJ

~
~17f9~

••o.oU2.17S

MeTODO
I.

T~. f~e .•z .-.54 -0."'36049 2'4 0321:-,0.017'98
DII~~ -OOffUfS



Tabla III.Dep6s1to Elevado C1l1ndr1eo.
Convergeneia del Metodo de R1tz.

Usando Iterae10n sobre lSG.
"'Fuc. ~/B: R. MoQO H-Ita.r-. ~Rt'l'".l..

i W," E-2 lS1 1 50 a.2 a-z
'2 6.12 a-z 8,08 l

-0&191.21 60 .a.~&-2.

.5 o,Wi"l2
~

8.24 -o.n9aB60S 50 4,l.l:~Z
Q02.38 ••••T

1-

5 S.78S·Z 8,U ~.1f'3~ 4.' 1i-2o.ouas.t$ S'O
~DO,a713'
OOסס.0.. ••••
1
"()'~6

SOQ01911i <4,3e·2
(, 'S.77Ei 8,33 -aou

-o.~-0.000

Tabla IV.Depos1to Elevado Conieo.
Convergene1a del Metodo de R1tz

Usando Iterae16n sobre !S6 .

N- NIlIC P""/Fl k. MODO N°Itu: E.).R..,.z
1 .2<4.Z5ii 4,02 J.. " •.ae.-.
Z. 2~BE"2. '9.39 1.

-O."~.z 12- 4.2. e-ft,
L

3 19.86-2. 4.49 -a. IIIz,1'16 12; ~.~ G.•"
0.020"'01.
•••

S
-0.11I$;1171

"'as-ftI9.84H 4.4' D.DlOS5.Je 12.
-O.OOU91.51Z
-D.OOOO4~
J.

-0"0"",. fq4.3I·~ .•.•., 0.0112. t2 a.21·ft,
~O'Of8M
'./ooסס0.0-
f.O.OOOOO~



Se obt1enen cargas cr!t1cas parav1gas de Secc10n Angu-
lo, simplemente apoyadas en sus extremos y bajo la accion de
carga de agua.

En la Ref./81 y 112/ se detalla la formulacion del mo-
delo que se ha adoptado en este trabajo. La d1scretizac1on
se rea11za por medio de la versi6n global del Metodo
de Ritz. El ?lanteo del equ1l1br10 crit1co conduce al s1s-
tema no 11neal

Se ha obtenido valores de carga cr!tica para d1st1ntas
variaciones de 105 esfuerz05 en la trayector1a fundamental,
teniendo siempre en cons1derac1on el peso prop10 de la es-
tructura como un estado de esfuerzos 1ndependientes del pa-
rametro de carga.

En la Tabla V se pueden observar los resultados corres-
pond1entes a esfuerzos constantes en la trayectoria funda-
mental. Resulta eV1dente el menor esfuerzo computac1onal de
la Tecn1ca de Iteracion sobre t<.&, frente alas otras tecni-
cas para el mismo orden de error~

No se aprecian d1ferenc1as entre las Tecn1cas de Itera-
cion sobre ~ Y~ para el valor de momento critico Mer, ni
para el modo de inestabilidad.

De la referencia 111/ se puede obtener una solucion e-
xacta para el problema clasico, es decir con carga que no
depende d~ 105 desplazamientos. Para los datos de 1a
Tabla V, de ill/ se t1ene Mcr=636 KNm por 10 que e1 efecto
segu1dor produce una d1sm1nuc1on del orden del 20% en
e1 momenta cr!tico.

En 112/ se presenta un modelo cont1nuo con solucion
exacta que para carga de agua conduce a Mcr=522 KNm.

En 1a Tabla VI se presentan los resultados obten1dos
para una d1str1buc1on de esfuerzos parabo11cos en la trayec-
tor1a fundamental. Tomando como soluc1on exacta la dada por
el Metodo de Transformac1on D1recta, se observa que la res-
puesta que br1nda la T~cnlca de Iterac10n sobre Ka dlf1ere
Qe a.QloIella. en Wi 116. -

Para
soluci6n

el mlsmo
exacta. 1a

orden de
T~cnlca

error relativo ~ que la
Iterativa sobre ~ exlg16 un



Tabla VI. Viga de Seccion Angulo. Estado Critico.
Distribucion de Esfuerzos: Parabolica.

Funciones de Ritz: sen(nty\)

TECNICA.. ~[~ Mooo N°Iter: E,.
l1"IRAcION En i1i.r.1 ~ )..,<0 :. >:~iCb"

~

1l1!~AClON L.
SODt-.t. 9.Q9 U 047r, E-"

~
-QO~J

Ma1l)J)O L.
T~It."'\. 10,02

-0.021015
4J. 0278 E-"

1:)Iue:.""",

Tabla V. Viga de Seccion Angulo. Estado Critico.
Distribucion de Esfuerzos: Constante.

Funciones de Ritz: sen(~~)

rac~JC4 Mc.r [I/Nnj Mol)O N°Itc,r E).
Ire24ClON L-~ 5Z7,so

-406296
34 O'aE-(,

I<.a-
ITSRAClCW J..

~ 52149 , OfI-S-6 .

&- -0.04298

"""'T'DDO 1.

rCAHBI=tMt~. .ft.7 24 Q87 •.• ,.
10-0.011'".o/1e8c:rA f



La Iteracion sobre ~ se interrumpio en la segunda ite-
racion al no quedar definida la potenciacion del autovalor
anterior que fue negat1vo.

S1 se toma como soluc10n del problema clas1co de inesta-
bilidad, el que de una d1scret1zacion de la estructura por
Bandas Finitas; que para un elemento superior al L02 /13/ Y
con 8 bandas y un modo es qcr=13.14 KN/M, la disminucion por
el efecto seguidor de la carga es del orden del 31%.

En base a los resultados presentados, se observa que la
Tecnica de Iteracion sobre ~ solo ha tenido un buen compor-
tamiento cuando la carga crltica del sistema no lineal no se
aleja demasiado de la correspond1ente al problema clasico
sin efecto de la carga seguidora. La actualizacion de la
matriz de rigidez en cada etapa, cambia las caracter1sticas
de 105 siste~as lineales a resolver,exigiendo un esfuerzo
computacional extra. En algunos casos ~ puede dejar
de ser def1nida positiva.

La Tecnica de Iteracion sobre KG no se ha mostrado sen-
sible a d1ferencias entre las cargas crlticas del problema
no lineal y del sistema l1neal. En todos los casos ha
presentado una rapida convergencia,siendo esta convergencia
a un estado muy cercano al exacto. En algunos casos converge
a la solucion exacta, aun con menor esfuerzo que el Metodo
de Transformacion Directa. Se debe destacar la buena
convergencia de los autovectores. Se mantienen en todas las
iteracion~ las caracterlsticas de un sistema especializado.

El Metodo de Transformacion Directa s1 brinda la solu-
cion exacta del problema no lineal, presenta el inconvenien-
te de aumentar el nUmero de incognitas del problema y el
riesgo adic10nal de formar un sistema mal cond1cionado.

Los autores desean agradecer a Silvia Raichman por su
colaboracion durante el desarrollo de este trabajo.
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