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RESUMEN

En problemas de inestabilidad bajo cargas dependientes
de desplazamientos se generan problemas no 1lineales de
autovalores, en los que el autovalor aparece elevadc a expo-
nentes enteros o no. En este trabajo se estudian técricas ite-
rativas de solucidn, en las que el problema no lineal es redu-
cido a wuno lineal a travéz de modificar la matriz de rigidez
del sistema, o de modificar la matriz de carga-geometria, Por
medio de ejemplos numéricos se muestra que la primer <écnica
tiene dificultades o no converge a la solucién correcta cuando
las scluciones lineales y no lineales difieren substarcialmen-
te, mientras que la segunda técnica converge adecuadamente.

ABSTRACT

Non linear eigenvalue problems occur in instability
problems wunder loads which depend on the displacement field.
Iterative techniques are investigated in this work for
the solution of such problems, in which the non-linear
equation 1is reduced to a linear one by means of modifications
in the stiffress matrix of the structure, o in the ioad-geo-
metry matrix. Numerical results show that the first technique
presents difficulties or does not converge to the correct
solution when the linear and non-linear solutions are subs-
tantially different, whereas the second technique presents
adequate convergence characteristics.
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1. INTRODUCCION

En la mayoria de 10s anélisis de estabilidad estructu-
ral mediante el criterio energético se consideran modelos
que conducen al sistema especializadc de /1, 2/, es decir
sistemas en 1los que las acciones externas dependen lineal-
mente del llamado parametro de carga. El equilibrio en un
punto de bifurcacidén de la trayectoria fundamental, conduce
en ese caso a un problema lineal de valores propios.

Cuando es necesario considerar la dependencia de las
cargas con los desplazamientos, el sistema especializado es
insuficiente. Tal es el caso de cargas que siempre actdan
en forma normal a la superficie donde estan aplicadas. Su
tratamiento tradicional conduce a sobreestimaciones de la
carga critica /3, 7/. En estos problemas el potencial de las
cargas e€s n¢ lineal en el parametro de carga, y como
consecuencia de ellc, para conocer el estado de equilibrio
critico, ¢ de bifurcacidn, es necesaric resolver un problema
de valores propios no lineal.

En el presente trabajo se presentan algunas estrategias
numéricas Qque resuelven este problema no clasico de valores
propios. Asi mismo se presentan los resultados obtenidos
para distintos casos de interés en ingenieria estructural.

2. ESTRATEGIAS NUMERICAS EN LA SOLUCION DE PROBLEMAS
DE VALORES PROPICS NO LINEALES

En forma matricial se puede expresar un problema
de valores propios no lineal como

[ﬁ‘k&x‘K@z()‘P)] X = 0 (1)
_— ~—~— — (d
donde p es un exponente real. '
Se .han propuesto distintas transformaciones sobre el
sistema no lineal, que si bien 1lo linealizan, agregan algu-
nas dificultades.

2.1 'Técnicas con restricciones

En /8/ se propone la transformacién

A = Ay (2)
N2 X2 (3)°

que aplicado sobre el sistema original conduce al sistema
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[R-MKe - Ked]x a0 (4)
con la restriccidn
F(A,22) = k.-AZ? 20 (s)

De esta manera se ha conseguido un problema lineal de
valores propicos en dos parametros, con una restriccién no
lineal. Se resuelve (4) para distintos valores de

J\lhasta que se verifica (S). Este proceso se esquematiza
en la Figura 1, donde el punto C representa la solucidn bus-
cada.

pS

C FTJ\!NA1)=50
Ec. ( 4)

: > A,

Figura 1. Valor propio lineal, con dos parametros y
una restriccidén no lineal.

Si se propone la transformacidén
M Ko = A Kg + @(A’) (6)
al aplicarla scbre (1) resulta,
(K-mKa] x a0 (7)

con la restriccidn

F(a.2)a (f-2) Kay - Kaa (X)) <0 (8)

Se ha logrado un sistema tipo especializado, o de valo-
res propios lineal en un Gnico parémetro de carga, Yy
un. sistema de restricciones no lineales. Se debe resoliver
el problema lineal (7) moviéndose sobre el contorno del es-
pacio sa~A, definido por (8), como se ilustra en la Figura 2,

/4

A

Figura 2. Valor propio lineal y restricciones no lineales.
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2.2 Técnicas Iterativas

En /S5/ se ha presentado una técnica basada en la pro-
posicién de un valor del parametro de carga, descomposicidn
de la matriz de rigidez total, y posterior andlisis de los
signos de los pivotes. Si todos los signos son positivos el
equilibrio es estable, se incrementa el parametro de
carga un valor A ; hasta que aparece algin pivote negativo,
Yy se disminuye el paso A , invirtiendo también su signo.
Se opera de esa forma hastaconseguir disminuir el paso & a
valores muy pequefios.

2.3 Técnica propuesta de Iteracidén sobre 1la Matriz
de Rigidez.

Se presentan a continuacidén dos técnicas iterativas
para resolver el sistema (1). Ambas resuelven directamente
el problema no lineal, como una sucesidén de problemas linea-
les, Se analizaran posteriormaente resultados numéricos
obtenidos con estas técnicas.

En la TECNICA DE ITERACION SOBRE K , se linealiza
el sistema (1) proponiendo un valor inicial del parametro
de carga A , con lo que es posible evaluar Vg,(;\’)y as{ mo-
dificar 1la rigidez del sistema original. Se obtiene de esta
forma, un problema clésico con rigidez modificada, cuya so-
lucidén servird como valor inicial de la préxima iteraciédn.
El sistema lineal a resolver en la etapa i-ésima es

{[K-KaOlD)] ~ M Kar} xi= 0 (9)

Se finalizard el proceso iterativo cuando el error relativo
entre dos iteraciones consecutivas sea menor que el error
relativo fijado £ .

Este error relativo se mide mediante la diferencia en-
tre autovectores de dos etapas sucesivas; o bien directamen-
te. ascbre: el autovalor. En este trabajo -se ha adoptado
como control de convergencia el error relativo en el autova-
lor, es decir

€ar a | At/ — 1) (10)
con la condicién
€r & € : (11)

Se debe destacar el cambio de rigidez del problema
lineal a resolver en cada etapa itrativa. Si se usa en ellas
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el Métoda de Iteracién Vectorial /9/, es necesarioc factori-
zZar la matriz de rigidez actualizadaen cada etapa. Si se usa
el Método de Iteracidén por Subespacios /9/, o el Algoritmo
de Jacobi /9/, se corre el riesgo que la matriz de
rigidez actualizada no sea definida positiva. Esto Gltimo es
frecuente cuando la diferencia entre carga critica de
la formulacidén cldsica y la no lineal es significativa.

2.4 Técnica Propuesta de Iteracién sobre la Matriz
de Carga-Geometria.

Si se escribe el sistema original (1) de la forma
{ & - AKe + Ka(X¥D]} % 2 0 (12)

es posible plantear un algoritmo iterativo que actualiza en
cada etapa la matriz de carga-geometria o sea, reactualiza
los esfuerzos de la trayectoria fundamental.

Se propone un autovalor inicial, con lo que quedan de-
finidos 1los coeficientes de K‘a()f'*) » ¥ se actualiza
la matriz de carga-geometria ‘del problema 1lineal as{

obtenido. En la i-ésima iteracién el problema lineal
a resolver es

{E°Ai[Kgx*Kg}(>~'[},)]}&,g (13)

Se 1logra convergencia cuando el error relativo es menor que
el error relativo fijado € , pudiendose definir el error
relativo &, de la misma forma que en la Iteracién sobre
la Matriz de Rigidez. En este trabajo se adoptd un error re-
lativo en el autovalor como lo expresa la ecuacién {(10).

Nétese que se ha traqsformado el problema no lineal (1)
en tantos problemas lineales (13) como iteraciones sean ne-
cesarias para obtener la convergencia de (11).

Estos problemas lineales mantienen todas las caracte-
risticas de la formulacidén clésica del equilibrio crftico en
un punto de bifurcacidn.

Se debe observar que si la no linealidad no solamente
es en el autovalor, sino también en el autovector, es facti-
ble 1la utilizacién de este proceso iterativo en la resolu-
cién del problema, proponiendo inicialmente un autovalor y
un autovector. En la etapa i-ésima el problema lineal a re-
solver seré
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-~

[ K = X [Ka + Kaa(03,24)) ) %12 0 (14)

2.5 Método de Transformacién Directa.

Cuando en el sistema original (1), unicamente aparecen
potencias enteras del autovalor, se puede encontrar un sis-

tema 1lineal de valores propios cuya solucidn es la solucidn
exacta del prolema no :ineal.

Como se demuestra en /10/, es posible disminuir
el maximo exponente E del autovalor a un exponente unitaric,
aumentando E veces el nUmero de incognitas del sistema.

Sea el sistema nc lineal
" 13
( W o~ A E&! "4)3 t&é e = A e ) 2& = Sl (15)

donde E es el mlximo exponente entero de A

Si se realizan er {15) las sucesivas sustituciones

X 3 A X (16.1)

Xea A Xy (16.2)

Xels X Xe (16.3)
resulta

KE“&L&‘“&Z&Z-”"" _.-l(:—s)\xj_l,g (17)

Se debe resolver simultaneamente (16) y (17), que en
forma matricial es

(A -2B)Z <29 (18)

donde
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(20)
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i

- gt (21)

En algunos problemas, al escribir el sistema no
lineal de 1la forma (15), las matrices de carga-gecmetria
contienen muchos elementos nulos; e incluso en muchos casos
resulta singular. Es asi que al armar el sistema (18) pue-
de originarse un sistema mal condicionado, siendo su
solucidén muy sensible a pequefics cambios en los coeficientes
del mismo.

3. RESULTADOS NUMERICOS.

Con el fin de ilustrar las técnicas descriptas en las
Secciones anteriores se presentan a continuacidn algunos
ejemplos, cuyos resultados se comparan cuando es posible,
con otras soluciones. En todos los casos el Problema

Lineal se, resolvié con el algoritmo de Iteracidén Vec-
torial /9/.

3.1 Depésito Elevado Axisimétrico.

Como se ilustra en las Figuras 3 y 4, el modelo adopta-
do- es el de una ménsula, de material eldstico lineal,
con un  sistema de cargas estaticamente equivalente a
la accién del filufdo almacenado. Se ha discretizado el pro-
blema usando la modalidad global del Método de Ritz. El
plantec del equilibrio en la vecidad del punto de bifurca-
cién conduce a los siguientes sistemas de valores propios no
lineales, (ver Ref./12/):
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Recipiente Cilindrico

(K~ 2Kt ~NKep) X =0 (22)
Recipiente Cénico
(K- AKet - A Ke2) X =0 (23)

Se ha tomado comc referencia la carga critica de Euler,
es decir cuando las solicitaciones no dependen de los des-
plazamientos, a saber

Pz« EU_(_T(_f.z (24)
2L)

Si se expresa la carga critica del problema no lineal
como una carga de tipc Euler equivalente, queda en evidencia
la lerngitud de pandeo equivalente h,, es decir

Re = B TIk[—z-z (25)
L)

=1 1, P(»)
+ e Mo(X,8)

Figura 3. Modelo Adoptado para Recipiente Cilindrico.

P(2)
Mo(>,®)

L |EJ Xa R

Figura <. Modelo Adoptado para Recipiente Cénico.
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Las Tablas Ia y 1Ib muestran la solucidén dada por el
Método de Transformacidén Directa para el estado critico de
depdsitos elevados cilindricos. Se exigid un alto nimero de
iteraciones para lograr un g3 suficientemente pequefio para
considerar esa solucidén como éexacta.

Para 50 iteraciones 1la Técnica de Iteracidn sobre
KQ did un resultado similar al Método de Transformacidn
Directa en 80 iteraciones. A su vez estos resultados son
sumamente cercanos al considerado como exacto.

Es de destacar la gran disminucidén en el valor de carga
critica obtenida repecto a la solucién clésica, debido
a la alta dependencia de la carga con los desplazamientos.

La Técnica Iterativa sobre W& alcanzé convergencia pa-
ra un valor de carga critica 5,3 veces superior a la
carga de Euler. Es decir, su comportamientoc fue totalmente
ineficaz.

Las Tablas IIa y IIb presentan las soluciones obtenidas
para un depdsito elevado c¢énico. El bajo error relativo
€ alcanzado por el Método de Transformacién Directa, per-
mite tomar esta solucidén como exacta del problema no
lineal. Es notable el bajo esfuerzo computacional requerido
por la Técnica de Iteracidn sobre Kn para alcanzar la solu-
cidn dado por el Método de Transformacidn Directa.

Se debe observar la disminucidn que experimenta la car-
ga critica, respecto a la de Euler, al tener en considera-
cién la dependencia de la carga con los desplazamientos.

La Técnica de Iteracidén sobre W presentd la dificul-
tad de la presencia de un autovalor negativo. Por lo tanto,
la imposibilidad de definir la potenciacién del mismo en la
siguiente etapa iterativa, al actualizar la matriz de rigi -
dez.

Las Tablas III y IV muestran la convergencia del Método
de Ritz para ambos depdsitos. Se concluye que una solucidn
con 2 o 4 funciones de Ritz, brinda practicamente los
valores 4e convergencia. Es por esto que en los anidlisis an-
teriores se adoptd ese nimero de funciones.
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Tabla Ia.Depésito Elevado Cilfndrico.Estado Critico
Usando tres Funciones de Ritz.
Datos: EJ/L= 700(N), R/L= 0.75

R: radio del cilindro.
TECNICA R/R| k MoDo |N°Tter.| Ea
Ireracion 1.
$0bre 53 087 0271564 50 097 E-4
K ~0.07664
Irsracio 1
sobre N 589E2| 824 [-0.09387( so | calE-1
+0.002381
Ka
Meropo 5.99e-2{ 8,17 16 W93I42 500 | OSE-S
TRANSFORMAL. ~0193i
- 0.00 80) |(0asE-1
Dirscra  |(S8E-2)| 825 [0.002578| (80) |(045€-1)

Tabla Ib.Dep8sito Elevado Cilf{ndrico.Estado Critico

Usando Cuatro Funciones de
Datos: EJ/L= 700(N), R/L=

Ritz.
0.75

R: radio del cilindro
Tecnica Re/R | k Mopo [N°Ttr| &a
[reracion L.
sobre 503 | 089 .cazsam 50 |oi35-3
K 10.02329
Ireracion B%E-2| 833 Ll\9259 50 | 043E-1
. 33 | -
sobrg 00!943911
Ka - +0.0128403
MsTopo 5ees2| 828 |4 s00 | O71E~4
TRANSRORMAC. ~oN977
(5.cAE-2)| (B,42) | 0019816 | (70) | (O15&-D
- Dirgera -0.01309% J
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Tabla IIa.Depdsito Elevado Cénico.Estado Critico
Usando tres Funciones de Ritz.

Datos: J/L = 700(N), R/L= 0.7S
R: tg(e()
Tacnica, Re/Re | R Mooo |N°Iter| €
IreEracion
acbre Enlfrst, Mco o TN
K
IteRACION L
colorg 198952 4,49 [0M3% | 12 |0%E-6
0.020960
Ke
Maroso 198952 449 ‘auiszaL| 208 | oM
TRanspoRMAC, | ° Q020959
DirecTa

Tabla IIb.Depodsito Elevado Cénico.Estado critico
Usando Cuatro Funciones de Ritz
Datos: EJ/L = 700(N), R/L= 0.75

R: tg(& )
Teenica Re/Re | R Mooo [N°Der| Ea
[reracion ,~
sobre En ke 21, Ay &0 .. i ‘A;
K
larAcion L
sobre. 19,4082] 4,34 [0M3eEs| 12 |0GOE-
0017198
Ke ~0011279S
Merooo o ' ,
) 113649 <
Transroamac, | 'VRE2| 454 [qopeg |24 | 03286
Dirncra Raathndid




Tabla IlI.Dep&sito Elevado Cilindrico.
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Convergencia del Método de Ritz.
Usando Iteracién sobre Kg.

N*Func.
Rit2,

Re/R| R

Mopo

N°Lter.

6}” E'z 7:57

1

80

3,2 -2

6.RE-2| 808

1}
-0{191623

50

3;5 E-2

5,898 B,24

1
-0 1\9386S
Q0238MIT7

50

41€-2

5.35‘2 eu 28

1
O.M93876

0.0233533
-0.00137133
-0.00008c4

4iE-2

S AUE'Z 8,35

1

~0ii8e7, 5
00 1954 L
~Q0 42

«0.
+0.000

4,3E-2

Tabla IV.Depésito Elevado Cénico.
Convergencia del Método de Ritz
Usando Iteracién sobre Kg .

NaFuse

Pu-/p‘ k

Mobo

N°Lter

Ea

d,

i

6,3E-6

208E-2| 439

L.
-0.11063062

12

4.28-0

98 E-2| 4.49

i
~0.111 379
0.020%9604

12

B6E-6

19.8462| 4499

1

~0.111347
0.02060 08

0,001 "7:5,72

~0.000049036

2

436-6

484

09.435-1

4
011086 1
0.0/7288

+0.0109888
+Q.00000/4{
~0,0000087

328-¢
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3.2 viga 'de Seéccidén Angulo Bajo Carga de Agua.

Se obtienen cargas criticas para vigas de Seccidn Angu-
lo, simplemente apoyadas en sus extremos y bajo la accidn de
carga de agua.

En la Ref./8/ y /12/ se detalla la formulacién del mo-
delo que se ha adoptado en este trabajo. La discretizacidn
se realiza pcr medio de la versifn global del Método
de Ritz. E1 planteo del equilibrio critico conduce al sis-
tema no lineal

(5-)»@1-73’2&32)?5=2 (26)

Se ha obtenido valores de carga critica para distintas
variaciones de los esfuerzos en la trayectoria fundamental,
teniendo siempre en consideracidén el peso propio de la es-
tructura como un estado de esfuerzos independientes del pa-
rametro de carga.

En la Tabla V se pueden observar los resultados corres-
pondientes a esfuerzos constantes en la trayectoria funda-
mental. Resulta evidente el menor esfuerzo computacional de
la Técnica de Iteracion sobre ﬂg,frente a las otras técni-
cas para el mismo orden de error.

No se aprecian diferencias entre las Técnicas de Itera-
cidén sobre 5 y}s_q para el valor de momento critico Mcr, ni
para el modo de inestabilidad.

De la referencia /11/ se puede obtener una solucidn e-
xacta para el problema clésico, es decir con carga que no
depende de 1los desplazamientos. Para 1los datos de la
Tabla V, de ,;11/ se tiene Mcr=636 KNm por 1o que el efecto
seguidor prcduce una disminucién del orden del 20% en
el momento critico.

En /12/ se presenta un modelo continuo con solucidn
exacta que para carga de agua conduce a Mcr=522 KNm.

En la Tabla VI se presentan los resultados obtenidos
para una distribucidén de esfuerzos parabdlicos en la trayec-
toria fundamental. Tomando como solucidén exacta la dada por
el Método de Transformacidén Directa, se observa que la res-
puesta que brinda la Técnica de Iteracidn sobre Kg difiere
de aquella en un 1%, =

Para el mismo orden de error relativo £, que la
solucidén exacta, 1la Técnica Iterativa sobre&exigié un
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Tabla VI.Viga de Seccidén Angulo. Estado Critico.
Distribucién de Esfuerzos:

Parabélica.
Funciones de Ritz: sen(M%4)

Tecnica Qe [8N] | Mooo |N°Tter | Ea
IrE2RACION ; .
cobre Enileras , N<0 . M 4
K
lmracion L.
Sobre 9.99 o 14 047 E-6
-0.0364)
ke
MeTopo 4.
TransroRM. | 10,02 ~0.027075 44 0278 E-6
Dirgcra )

Tabla V. Viga de Seccién Angulo. Estado Critico.
Distribucién de Esfuerzos:

Constante.
Funciones de Ritz: sen(Rx/L)

Tacwnica Mer [ | Mopo | N°Lter €x
freeacion 527,50 |* 2E
80 062 E~6
';:"" Loos29e |
Ireracion 4.
527 -6
Sobrg 249 . a0s298 F o4t E-6
Ke
MeTopo L.
Teansrors. | 552,97 0.03316 2 agrs-e
DirecTa |
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ndmero de iteraciones mucho menor.

La Iteracidén sobre K se interrumpid en la segunda ite-
racién al no quedar definida la potenciacién del autovalor
anterior que fue negativo.

Si se toma como solucidén del problema clisico de inesta-
bilidad, el gue de una discretizacidén de la estructura por
Bandas Finitas; que para un elemento superior al L0O2 /13/ y
con 8 bandas y un modo es qcr=13.14 KN/M, la disminucidn por
el efecto seguidor de la carga es del orden del 31%.

4.CONCLUSICNES.

En base a los resultados presentados, se observa que la
Técnica de Iteracidn sobre K sélo ha tenido un buen compor-
tamiento cuando la carga critica del sistema no lineal no se
aleja demasiado de la correspondiente al problema clésico
sin efecto <e 1la carga seguidora. La actualizacién de 1la
matriz de rigicez en cada etapa, cambia las caracteristicas
de los sistemas lineales a resolver,exigiendo un esfuerzo
computacional extra. En algunos casos 5_ puede dejar
de ser definida positiva.

La Técnica de Iteracidn sobre Kg no se ha mostrado sen-
sible a diferencias entre las cargés criticas del problema
no lineal y del sistema 1lineal. En todos los casos ha
presentado una réapida convergencia,siendo esta convergencia
a un estado muy cercano al exacto. En algunos casos convérge
a la solucidén exacta, aun con menor esfuerzo que el Método
de Transformacidén Directa. Se debe destacar la buena
convergencia de los autovectores. Se mantienen en todas las
iteraciones las caracteristicas de un sistema especializado.

El Método de Transformacidén Directa si brinda la solu-
cidén exacta del problema no lineal, presenta el inconvenien-
te de aumentar el nimero de incdgnitas del problema y el
riesgo adicioral de formar un sistema mal condicionado.
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