
ILIMIN'rOS IINITOS IQI LA INDRACCIOlt

FLQIDO-B:STRQCTtJBA DB: Cjl!lERIAS

D_i*u Escobar. Ph.D.
Inaeniero S4nior. TlCBINT S.A.C. e I.
Afectado a E.preaa Nuclear Ar.entina de Centralea
Electricaa
Buenoa Aires. Ar.entina

Se deaarrolla un al.oritmo de elementoa finitos para es-
tudiar la reapuesta tranaitoria y la eatabilidad din.mlca
de sistemas de canerias tridimensionales oonductoraa de flu-
jos de fluidos. La formulaci6n desarrollada ti~ne en cuenta
la interacci6n de la estructura con el fluido conducido. Se
determinan soluciones transitorias mediante un metodo de in-
tecraci6n directa. Las condiciones de estabilidad ae deter-
minan de dos formas: evaluando el compor'taaient<Jde atenua-
ci6n de laa reapuestas 0 inspecci~nando 10. diagrama. de
Arcand. Se coaparan aolucionea analiticae. que mue:stran el
compor'tamiento de estabilidad de una caneria mensula con un
sopcrte intermadio. con resultados experimentales.

The tranaient response and dynamic stability of
three-dimensional pipe structures conveyin. fluid flows is
studied usine a general finite element aleorithm. The
formulation developed herein takes into account the dynamic
interactions between the structures and the conveyine
fluid. Transient solutions are obtained by employine a
direct inteeration approach. Stability conditions are
determined in two different forms. evaluating the
attenuation behaviors of the tranaient reaponses or
inspecting the Ar.and dia.raas. !he analytical results of
the stability behaviors ot a cantilevered pipe with a
movable inte~late aupport are coapared with available
experi_ntal data.



Durante varios anos el estudio de la interaccion de sis-
temas de canerias conductoras de fluidos ha sido un tom. de
actualidad para la inaenierla. La mayoria de 105 primeros
estudios estuvieron dedicados a analizar las propiedades de
la ecuacion diferencial que describe el movimiento de siste-
mas estructura flu!do. y a encontrar los limites de estabi-
lidad en funcion de la velocidad del fluido y de otros para-
metros del sistema. Un gran nnmero de publicaciones estu-
dian el problema para distintas condiciones de borde y dis-
tintas condiciones de flujo. El gran avance de la ciberneti-
ca en los nltimos tiempos ha influido notablemente en el
desarrollo de metodos numericos.

El foco de esta publicacion esta dlrigido a los metodos
numericos usados en la respuesta transitoria y en las condi-
ciones de establlidad de la interaccion flujo caneria. Pri-
mere 5e presenta un breve resumen de 105 metodos empleados
en la solucion general del problema. A continuacion se mues-
tra el desarrollo de un alaoritmo en elementos finitos que
describen el comportamiento dina-ico del sistema de cane-
riaa conductoras de fluidos. El alaoritmo tiene en cuenta
la interaccion entre la caner!. y el flujo del fluido. El
mismo esta disenado a estudiar estados de respuestas esta-
bles y/o tranaitorios. como consecuencia tiene la capacidad
de estudiar las transiciones a traves de las zonas de esta-
bilidad.

En las tres nltimas decadas se han dado a conocer numero-
sos resultados analiticos concernientes a lOB problemas de
interaccion. Los metodos de analisis empleaban principalmen-
te dos tipos de recursos matematicos similares. la expan-
sion de series y la representacion modal. Debido a esto,los
analisi. estaban restrinaidos • determinadas condiciones de
borde. aeometr!a del sistema y de las fuerzas excitatrices.
El problema principalmente se reducia a obtener lo~ limites
de estabilidad para un determinado modo de vibracion. A me-
dida que la aeometria y la fuerza excitatriz eran mas oom-
plejas se requerian de sofisticados metodos numericos para
llevar a cabo los cAlculos. Ante esta situaciOn es mas con-
veniente usar directamente un metodo numerico para resolver
la totalidad del problema sin tener que recurrir a la expan-
si6n modal.

Uno d. loa primeroa trabajos sobre el analisia dinlmiao
de caAerlas conductora. de fluido. se realizaron • fines de
1. decada de 1940, como cons.auencia de 1aa vibraciones ob-
Gorvad.. OR 1. 11n•• d. Q.ft.~l.~raD.-.~6b1Q.. L. prl••r.
contribuci6n substancial la hicieron Ashley y Bavilanp [1],



quienes consideraron una viaa simplemente apoyada como mode-
10. Sin embarlo Feodos'yev [10] probo que la ecuaci6n dlte-
rencial que ellos formularon estaba incompleta. Consecuente-
mente derivo una version correcta del modelo de una caneria
recta conductora de fluidos. Housner [16] estudio el mismo
problema pero usando el principio de Hamilton para derivar
la ecuacion diferencial. Independientemente, Housner y
Feodos'yev encontraron que para velocidades altas. tubas
simplemente apoyados pueden pandearse. como Ie sucede a una
columna elastica sometida a compresion axial. Una solucion
aproximada de la ecuaci6n diferencial la encontr6 Lana
[19]. usando una serie de expansiOn exponencial. Tambien
realiz6 experimentos de tubos simplemente apoyados. y empo-
trado en un extremo y libre en el otro. Un estudio mas aene-
ral 10 llev6 a cabo Niordson [22] , quien uso la teor!a de
cascaras para formular la ecuacion d!ferencial. Incluyo en
el modelado del fen6meno las deformaciones axiales, radia-
les y perimetrales de la cascara. Las ecuaciones ienerales
laa redujo a la ecuaci6n de una viga. Obtuvo aoluciones ana-
litieas y resultados numericos para varios casos de canos--
vila simplemente apayados. Para este tipa de casos, otro au-
tor. Handelman [14], mostro con un estudio de la estructura
de 1a ecuaci6n diferencial la naturaleza de las frecuencias
para dos ranlos de velocidades del flujo.

Benjamin [5) estudl0 la din~ica de Ixnsistema de tubos
articulados conductores de fluidos y como un caso particu-
lar, el de un cano-mensula con infinitos grados de liber-
tad. Uso las ecuaciones de Lagrange para derivar la ecua-
ci6n de movimiento. En otro articulo Benjamin (6) llevo a
cabo trabajos experimentalea para corroborar su modele ma-
tematico. Mediante el uso de modelos esquematicQs, pudo ob-
serv'lr dos fonaaa d. inestabilidad: pandeo y oseilaciones
amplilicadaa (flutter). Paidousis X sus aaociado. [12. 13,
15. 23. 24]e.stacilaron las respueatas de c:anerlas cOllside-
rando difere~. para••tros, tales co.o: presion interior y
fuerzas gravitacionales. Eseneialmente la soluci6n se basa
en la expansion modal y los resultados prineipalmente mues-
tran las reliones de estabilidad ~n funcion de la velocidad
del flujo y otros parametros estructuraleo. A pesar de em-
p1ear expansion modal, necesita de cAlculos numericos para
obtener solucionea.

Naauleswaran y Williams (20) mostraron que 10s puntos a
10 largo de un tubo conductor de un fluJo tluido vibran con
diferentes anaulos de fase. Este hecho se 10 atribuye al
termino de la ecuaci6n diferencial con derivadas parciales
mixtas. Tambien mostraron la influencia de 1& presion inte-
rior en la frecuencia de vibraci6n. !l movimiento no-lineal
tridimensional d. tubos articuladoa con simetria rotacional
han sido analizados por Bajaj y Sethna [2. 3], qui.nes tam-
bien .studi.ron 10. movi.ionto. tridimensionale. para tubos
continuos empotrados en un extrema y libre en el otro con
simetria de rotacioni ademas eneontraron las aoluoione. de
las bifurcaciones oscilatoriaa.



Diferentes a6todos nuaericos se han desarrollado. tanto
para tratar las dificultades matematic8s envueltas en el
tratamiento de l.s caracteristicas basieas de 105 sistemas.
como para resolver las complejidades fisicas de 105 mismos.
Entre los primeros metodos numerieos que trataron la inter-
acci6n de tluido-estruetura se encuentran: la discretiza-
ciOn de la ecuaciOn diferencial [11). series de Fourier
[25) y metodos de integraciOn [8).

Un algoritmo basado en una formulaciOn de integreeien ha
sido presentada por Tin. y otros [26, 27. 28). La ventaja
de este metodo es su independencia de 1& geometria. las con-
diciones de borde y de las propiedades fisicas del sistema.
Es de facil impleaentacion y eficiente de5de el punto de
vista computacional. Liu [18) usO este metodo para formular
la ecuaciOn de .avimiento de un eano helicoidal conductor
de un fluido.

El metodo de elementos finitos se ha usado exitosamente
durante los 61timos veintieineo anos para resolver tod. ela-
se de problemas de ingenieria. Esta tecnica numerioa se usa
para resolver una amplia game de problemas f15ic05. En la
presente se eapleara paza eneontrar la respuesta dinamioa
de un sist••a estructural de cafterias sujetaa a fuerzas 1n-
ducidas por tlujos de fluidos.

Para modelar el sistema se han hecho algonas hip6tesis
simp11ficatorias. Cuando el largo de un cano es mucho mayor
que la dimensiOn de su secciOn transversal. las propi~dades
detalladas del fluJo. tales como turbulencia y flujos secun-
darios. son insianificantes comparadas con el flujo princi-
pal. por 10 tanto las mismas no son consideradas en el
anUisis.

Las fuerzas de fricciOn entre 81 flujo y las paredes del
tubo se cancelan y por 10 tanto no es necesario considerar-
los. Si la presiOn en el outlet del tubo es igual a cero.
se puede asumir que la presiOn del fluido tiene un efeoto
despreciable en la respuesta dinamica del sistema de cane-
rias.

5e asome para el caftoun comportamiento uniaxial. elasti-
co. lineal y con pequenas deformaciones. Sin embargo hay
que notar que la presente formulacion puede extenderse sin
mayores dificultades a estructuras planares y volum4trieaa
lncluyendo flujoa polaante •• grande. deformaeionea y n011-
nearidades.

!l siat... de eanerias se modela COD elementos fiaito&.
Las matrio.s IS. k y .K ••• trioes de ••••• amortiau-.i.ato "
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r1a.1 (a) CaAer1a aeneral; (b) Ilemento caAo con
ouatro aradoa de 11bertad.



ri.idez respectivaaente. repreaentan las propiedades din*mi-
cas y caracteri.ticaa fislca. de todo el oonjgnto de el•••n~
tos. La eouacion de aovla1ento del .1.tema ea:

donde 105 5i.bolos~. b . D . y ! representan 10. vectore.
de desplazamiento. velocidad. aceleracion y fuerza respecti-
vamente. Cad. una de e.taa ••trices ae obtiene ensamblando
la. corre.pondiente.· ••tr1ces de 10. elemento •.

Lo. efectos de la interaccion fluido-e.tructura se mode-
lan coao fuerzaa externaa. La .e8UDda ley d. movimiento de
Newton relaciona estas fuerza. COD la aceleraciOn transver-
sal del flujo [26]. Bee-plazando en la ecuaciOn de fuerza
de un elemento queda:

1 1
1(t) = lli .Sl ds = II- [II - dl r (t.)] d. • (2)

o 0 d~

donde l(t) es la fuerza en el el.-ento induclda por la masa
del fluido, li e. a matrlz de formas modale., .Sl la car.a dl.-
tribulda actuante en el el_nto. _ la masa del flujo
por unidad de lonattud. II la ••triz de la aceleraciOD de la
.ravedad Y .l:(t)el vector de de.plaz_iento del flujo.

Considere.os un ele.ento ca&o .eneral trldi••nsional
(Fi•.la). Los desplaa_ientos de un puntO .en'rico del caAo
ae denotan con u, v y w. oorrespondlente. con laa coordena-
daa locales x. 7, z. Teniendo eD cuenta eatoa siate••a de
coordenadas, el vector aceleraciOn de una particula de flui-do ae puede eacribir ca.o:

•• •• , • v' ,2 ,2 A A ,2
!. • ( " + 2 '( II + 2 'i - - if" - -;t" + '( •• + 'i - + r

,2 ",' A ,2 ,2
+ ;I & ) .!, + I •• - 2 t" -t" -;I" -T"i - + A J !,.

•• " A ,2 ,2 &
+ I- - 2 -" - - " - 'Ii ••- _ • + A - I ., (3)

~ 'f :f ,.£ '1_

u •• + • • • ." +' w, •• " +' v,,e I. .t a ,t •

~••• Itt • Z , • ,at + .2 • I•• + A "',.

.•. ." Itt • 2 , .'It + y2 ", •• + A ",_
•• 2
• •• ,ee + 2 , .'ee +' • ," + A • ,.' (4)



don~e R e. el r.dio d. curvatur.,qQe por .t.plioidad .e
••••• con.tantA, 'I'el radio d. tor.i6n. 'y )(
A 1. ve10cidad y aoeleraci6n del tlujo. Xl ai.bolo (.) re-
pre.ent. 1. deriv.da respeoto del tieapo y e~ .1aboJo (••t)
1. aesund. deriv.d. parci.l re.pecto de a y t.

En 1. referenoi. [9] .e encuentr. un. detall.d. deriv.-
ci6n del pre.ente aicoritao. .qui 5610 se presenta una bre-
ve descripc16n de 1. deriv.oi6n.

Subatituyendo Eo. (3) y (4) en Eo. (2). y expreaando loa
desplazaaientos del eleaento en func16u de 10s despl.za-
aientos nod.le. ~ y 1_. funcione. de forae B. se obtienen
1••• ilUiente. ecu_cione.:

.1
!r • , .f [II .T +. .T +. .T I •••• (7)

o -- -,-, --

1 .2 A
~ • , .f [ A. + T. + I - II I.... (10)o - -, T_



Cabe destacar que el modelo de la estructura de canerias
con elementos finitos dado par las Ecs.(lO) - (15) es muy
general. Sin embarao. por simplicidad se asume que e1 flujo
de f1uldose comporta como una masa continua de particulas
que se mueven a 10 larao del eje lonaitudinal del cano Con
esta hip6tesi~ el desarrollo es "exacto" para sistemas mode-
lados con elementos viaa. Un modelo de cascara que incl'we
deformaciones anulares y deformaciones de las paredes del
tubo se puede implementar aeregando grados de libertad adi-
cionales al elemento 'cano tridimensional. sin tener que cam-
biar 105 modelos del flujo y de la estructura. La interac-
cion entre &mbos pueden modelarae independientemente uno
del otro. asl cada parte del modelo se puede mejorar 0 cam-
biar de acueroo a laa diatintas neceaidades.

La ecuacion del movimiento del sistema se obtiene ensam-
b1ando 1a ecuacion 5 de todoa los elementos canos del siste-
ma, detallada a continuaci6n:

Las matrices coefieientes de la Ec.(ll) son dependientes
del tie.po. por 10 tanto esta es una ecuacion diferencial
matricial con coeficientes variables. La variabilidad la
introduoen 105 cambios de velaoidad y la aceleracion del
flujo. Para el caso particular del flujo de velocidad cons-
tante. loa coefieientes matricialea son tambien constantes.

La intesracion numerica directa de la ecuacion diferen-
cial es una teenica sencilla para encontrar la respuesta
din*aica transltorla. En este estudio se e_plea el metodo
i.pllc1to de Ne~ark [21]. Una expansion modal requer1ria
un gran n6mero de modos para tener en cuenta altas frecuen-
cias de vibraciones que son de 1mpartancia para este proble-
ma.

A continuacion la formulacibn desarrollada en el punta
anterior se apl1ca a canos rectos con velocidad de flujo
constante. Do esta manera 105 resultados pueden compararse
con resultados de teorias existentes y con datos experimen-
tales.

La masa de flujo se puede considerar como una masa uni-
formemente distribuida a 10 larao del cano. $1 bien el
fluido eat' en .ovimiento, la cantidad de fluido que ~ale
del cano es iaual a la que entra y, par 10 tanto, la~a~~
.de flujo que permanece en e1 cano es constanta con res~oto
al tie.po, ai la velooidad •• aantiene. Para este case la:;
matrices coeflcientes de 1& Ec.(8) se reducen a:



Para evaluar la. ln~e.rale. an~er1ore. bay que .elecoio-
nar un tlpo de .l••••to oon .ua oorr••pondiente. funoion••
de foraa. S1.. ell•• un el•••n~o v1•• de oua~ro cr.doa de
l1bertad oon una funoi6n deaplazaa1en~o 06b10a (Fl••1'b)•
•1 vector nodal d.l e1•••nta toaa la sleui.nte toraa

dond. <h y cb son 10. d••plaz••len~o. ~ran.ver.ale. de
10. nodos y cia '1 ciA 1.. ro~aolon... La. funolone. de
forma se pu.den e.cr1bir oa.o:

Suatituyendo 10.(15).n Kc.(13) '1 (16) '111evando • cabo 1.
lnt.crac16n s. obtien.:

\
--

.,' .'1,!c.,... -_
, r.
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[-» -33 \. 36

-H 1.f,fl -3 I. .•• 1.2 3 I. 1.2

~ -1lrr 36 3 I. -" 33 I. • (17)

-3 I. 1.2 3 I. .•• 1.2.

at tiene la ais.a forma que m. Las matrices m. ~. Y k se
enouentran en cualquier libro de elementos finitos.
nebe notarse que la.matria AJ no et simetrica. Ademas to-
dos los elementos de est. matriz exoepto kr 14 Y 1«u
tienen sisnos opues~s a 105 elementos correapondientes deK (matriz de riaidez de 1& oaneria sin fluido). La matriz
Xt es proporcional al cuadrado de 1& velocidad. A medida
quela velooidad aumenta el valor absoluto de 105 elementos
de 1. matriz Xt aumentan r'pidamente, disminuyendo as! la
riaidez total del siatema. Cuando 1a riaidez efectiva del
aistema ae acerea a oero, 105 deaplazamientos de la caneria
empiezan a diveraer. Las oontribuciones de JIIfy ~ a la
inestabilidad del siatema no son tan sisnificativas porque:
la matriz de maaa es independiente de la ve10cidad, y 10s
elementos de 1a diaaonal de tJ. que son loa principales
oontribuyentes a la ••tria de amortiauamiento aon ce1"o.11
efecto de amortiauaaiento proviene de 10s elementos ubica-
dos fuera de 1a dia.onal. los ouales tienen una aensibili-
dad mayor a los modos de vibracion us altoa.
La aat1"iz ~ ea antiai_t1"ica. Eata antiai.et1"ia junto
oon 1& disimet1"ia de AJ ae pueden interp1"eta1"flsioamente
de la siauiente forae: en un tubo aimpl••ente apoyado la
••xi.. deflexiOn no e.tari en el .edio del tramo, sino ae
ubioarA en un PUa~o entre el centro y el apoyo baoia el
oual •• dil'i4Ieel fl\ljo.Kientras aayo1" aea 1a velocld'"
el PWlt.o de axll10 4eaPlaaaaiento se veri "S despl...oo
del centro en la direoo1.on·del flu.io. •....~..,

Un sist••a se vuelve inestable cuando el flujo de fluido
alcanza una velocidad oritica. Se pueden definir dos modos
tipicos de inestabilidad: pandeo y flutter. En el Dlodode
pandeo 10s desplazaaiento. del odo oreoen rApid_ente Bin
oacilacionea. en forae ai.ilar a 10 que auoede oon una co-
lumna aometida a la caraa axial critioa per pandeo. Est.
ineatabilidad e. tipioa en oaio. con ••bos extremos eapotra-
do.. _bos extremos artioulados 0 uno e.potrado y el otro
artioulado.

En eate trabajo la veleoidad oritioa ae determina por me-
dio de doa t60nioaa diatinta.. Un .'todo Se bas. en el
anAlisi. de loa autoveotor•• cQDPlejoa del aiatema. La Qt1"a
t'cnioa ea analiaando la atenuaci6n de la 1"e.pgestatran.i-
tori•. Con _baa .e puecSenenoont.rartanto 1a veleoidad f:lri-
tica como el .c4o de ineatabl1lcSad.



11 &nAlisis de 10. au~oy.o~ore. solo e. vAlldo para sis-
te... lineales oon ooetioientes CODS~an~es. Para sist•••s
no lineales 0 COD coeficiente. variabl.. ae debe usar la in~
tearaci6n nua6rica para asl evl~ar o~lejidades y dltloul-
tades anali~lca.. La exaatl~ud de la intecraoi6n nu.6rlca
va a depender del a6~odo eapleado y de la naturaleza del
problema flsioo.

11 metodo de 10s au~eo~re. da laa oondioiones de e~-
bilidad para un .odo especlfico. .1en~ras que la In~ecra-
c16n direota incluye todos los modos. aieapre que el paso
de intearaoi6n sea 10 .uflcien~•••nte pequelo. Por 10 cene-
ral. para caAerlas con una ceoaetria senoilla. un ~o doai-
na el estado orltico. Debido a eato. la velocidad crl~lca y
su correspondiente freouencia dan valores IlUY cercanos con
ambos aetodos .

Una de la aayores vent&Jaa de la intecraoi6n dlr~ es
que con el1a .e pued. obtener 1a hi.toria coap1e~a de la
respUesta de desp1azamlen~.. Tamhien es po.ih1e obaervar
en forma continua e1 cambio d. reapuesta durante e1 estado
cri~ico. Otra ventaja e. que ae puede obtener la soluoibn
correcta ain previo conooimiento del modo de i~.atabl1i-
dad. Un tercer IIOdode ineatabilidad 0011Oe. 1. interfaoe
entre flu~er y pandeo,es detectado con 1a intecraoi6n di-
recta.

Las ecuacionea hoao.6ft...d.1 aovialen~ ae pueden expr.-
sar como

Considerando un flujo interno de ve10cidad cons~an~e. 1a
Ic.(18) se ~ran.foraa en una eouaoi6n ••trioial OOD coetl-
cientes constantes. La soluci6n de la Ic.(~8) a. pued. es-cribir de 1a sieuiente forae

Sustituyendo la 10.(19) y sua derivadaa en el 10.(18) da0011Oresultado



Para que 1. solucibn no sea ~rivial. el de~erminan~e de
los ooeticientes debe ser oero. La resolucion de es~e de~er-
minante no eatt standarizado en loa paquetes de softwareoonveneionalea. Por 10 tanto. la Eo.(18) se retormula OOMO
un sistema de primer orden de la aieuiente manera

i es la matriz nula e 1la aatriz identidad 11 proble.. de
autovalores asooiado oon la 10.(21) ae puede expreaar oomo

Esta es una forae lin.al de un problema d. autovalores
que pu.de ser resu.l~o per cualqui.r subrutina standard. 11
sist... d. n .rado. de libertad ti.n. 2n valores oompl.jos
de A.

Del anAli.i. de 10. A se determina la ••tab11idad del
sist.... El sist•••• a ••tabl. cuando toda. las compon.nte.
r.ales de 10. autoveotore•• on ne.ativa". Si al ••nos una
o~n.nte r.al d. un autovector e. positiva, .1 sist.aa ae
vuelve ineatable. Cuando es~o suo.de hay doa po.ibilidade.
para el autoveotor oon c~nente real po.itiva que 1.
c~ente i.acinaria ••• di.~in~ a cero. para cuyo caso
e1 modo de ine.tabllidad e. flutter 0 que la componente
i •••inaria aea cero en cuyo ca.o el modo d. inestabilidad
ea pandeo.

Analisi. de E.tabilidad per lnt.rpre~acibn d. la R.apu••-
ta Tranaitori.
La r.apu.eta ~ran.i~ori. fue hallada usando el a'todo p

de N•••••rk oon 13=0.5. I." M~odo DO introduoe nintrdntipe
de dietor.ione. en la aaplitude•. Otraa herraaientaa nu-
••rica. coao diferencla. fini~a. central... 0 los "~odo.
de Houbolt y Gurtin pueden iDtroducir aaorti8Uaaaaiento
nua6rico [18J.

11
oacUa

., .,~bl. Quando 1a reapueata trana1tor1a
aaortllU••lento 0 con oero ••ortilU••en~o



Fig.7c. 4b). El si5tema es inestable por pandeo cuando di-
verge ain oscilaciones (Fig.4f); si diverge con oscilacio-
nes el sistema es inestable por flutter (Fig.7g).

La condieion de ~5tabilidad de un sistema se obtiene mo-
nitoreando la evolvente de 105 picos del histograma de osci-
laciones. para un punto en particular. La envolvente se in-
terpola con una funcion exponencial simple que tiene la si-
guiente forma:

donde c es el decremento logaritmico de la respuesta. La
respuesta va a ser amoritauada si c es positivo. Si con el
aumento de la velocidad del flujo. c cambia de signo esto
indica inestabilidad por flutter. La constante c se evalua
para distintas velocidades de flujo. La velocidad critica
se encuentra interpolando la velocidad del flujo eorres-
pondiente a c=O.

La inestabilidad por pandeo se identifica por la respues-
ta sin oscilaciones. pasado el estado critico es una vibra-
cion divergente con frecuencia cero. Desde al punto de vis-
ta numerico este estado se puede reconocer facilmente, ya
que al periodo de vibracion se vuelve muy largo 0 10s des-
plazamientos son casi constantes con respecto al tiempo.

El programa de elementos finitos descripto se proDo com-
parando sua resultados con los resultados experimentales
obtenidos por Jendrzejczyk 7 Chen [17) ~n Argonne National
Laboratory, U.S.A. Ellos experimentaron tubos rectos con
diferentes ~ondiciones de borde. ~olamente. dos de todos los
tubos mensula ensayados experimantaron inestabilidad. 10s
l.'esultados :ie estos casos 5e muestran en la Tabla 1 como ca-
sos a 'I b.

En la Tabla 1 sa comparan 1a velocidad crltica del tlujo
y las frecuencias de osoilacion que se obtienen de los expe-
rimentos, de otras teor1as desal'rolladas [7 y 12) y del al-
goritmo con elementos finitos expuestos en 8ste trabajo. La
concordancia entre laa dos teoriaa y los resultados experi-
mentals as muy buena.



TABLA 1
Velocidad Freouencia Frecuencia de

C Crit.lca Nat.ural Vel. Crlt.1ca
A rm/a] [Hz] [Hz]
5
0 Exp. Teor. E.F. Exp. Teor. E.r ixp !Teor. E.F.

!

a 25.0 24.9 25.4 1.7 1.74 1,75 . '" 01 12.9 13.(1....
I 15.4b' 30.7 31.4 29.2 2.1 2.14 2 16 14 51 16.0

Tubo M6naula con un Sope~e Hoyil In~ermed1o
5e eat.udiO la est.abilldad de un tube de loneit.ud L fijo

en un extremo y con un soporte mOvil a 10: lareo del mi.mo,
ubicado a una distanoia 1 del ext.remo ttJo (Fie. 2) En 1a
Fie. 3 se muest.ran laa caracterist.icas de est.abilidad, que
dependen de 1a posiciOn del aoporte movi: Para valores de
llL ohiooa elcomportamiento del t.uboe5 slmilar a la de un
t.ubo empet.rado en un extremo .,libre en e::' et.ro. cuyo !DOdo
de inestabilidad 'es flutter. Para valores de 1lL mayorea,
el modo predominant.e de ineatabilidad es el pandeo, de
igual forma que para un tubo empotrado en un extremo y
art.iculado en el otro. Es de especial intere. el valor de
IlL para el cual el modo de ineat.abilidad oambia de pandeo
a flutter.

Loa result.ados de los experimient.oa realizados per
Jendrzejczyk y Chen ae oompararon con 106 reaultadoa ana-
lit.icoa obt.enidoa oon el m6t.odo de element.os finlte •. La
ooncordancia e. muy buena para valores bajos de llL, para
10. ouale. el t.ubo ae vuelve ine.t.able por flut.ter, ver
Fie.3. S1.n••bareo para valorea de llL m'. altoa 1a conoor-
dancia no e. t.anbuena, aunque laa t.endencia. de laB curva.
aon similares. La diacrePanoia entre 10. re.ult.ado. puede
estar dada por laB dificultadea en la colecciOn de loa da-
toa de velocidad critica por pandeo, y per laa aiaplifloa-
cione. del aodelo, oomo ea la exclu.iOn de las fuerza. era-
v1tacionalea Y la presiOn int.erior.

5e present.an a oontinuaoiOn loa result.adosnum6rico. del
tubo con soporte int.ermediopara tree casos extremea, a .a-
ber: llL = 0.0, 1.0 y 0.357. Los resultados de la int.eera-
ciOn num6rica se oomparan oon los del anilisi. de autovec-
torea.

La Fie.4 mae.tra la hiatoria de la respue.t.a de desplaza-
miento d.l punt.o••dio deltubo, para e1 caso llL = 1.0. En
la aeoueneia 1a ve100idad noraa1izada VIVor varia de 0,
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0.5. 0.97, 0.995. 1.0 a 1.007. Ambos metod05.dieron el mis-
mo resultado para la primera velocidad critica Vcr. La
respuesta de desplazamientos 5e obtuvo par integraci6n di-
recta. Para perturbar el sistema se le impusieron los des"
plazamientos correspondientes a la deformada estatica. con
un desplazamiento de 10-4 m. para el punto medio del tu-
boo Ona vez perturbado el sistema. se 10 dej6 vibrar 1ibre-
mente para determinar 1as caracteri5ticas de estabilidad.
5e asumi6 que la c~eria no tiene amortiguamiento estruc-
tural. de esta manera cua1quier acci6n de amortiguamiento 0
divergencia se deber. a 1& interacci6n fluido estructura.
La integraci6n numerica no introduce ningbn efecto de amor-
tiguamiento 0 distorsi6n en las amplitudes de vibracibn
(Fig.4a. b, c).

La reducci6n de la frecuencia de vibraci6n es muy eviden-
te. A medida que la velocidad se acerca al punto critico.
1a frecuencia se acerca a cero. Para velocidades un poco
mas altas que Vcr 105 desp1azamientos divergen rApidamen-
te (Fig.4f). Se ve c1aramente de la Fig.4. que tanto 1a ve-
locidad critica como e1 modo de inestabilidad pueden deter-
minarse precisamente con 1a integraci6n numerica.

La Fig.5 muestra el grafico oorrespandiente de 105 auto-
valores. Sobre las absci5as 5e representan la parte real
del autova10r y en las ordenadas la parte imaginaria. Los
n~meros en laa lineas indican la velocidad normaliaada
V/Vcr. Las ramas coincidentes oon los ejes coordenados se
han dibujado paralelas a los mismos para mayor claridad. La
mayoria de los autovalores aparecen en pares conjugados. pe-
ro aca solo se muestran 105 que est.n por encima del eje
real. Los resultad05 obtenidos del diagrama Argand de i.
Fig.5 concuerdan muy bien con 105 obtenidos mediante la in-
tesracl0n numerica, Fis.4.

De ls Fig.5 se observa que e1 sistema 5e vuelve inesta-
ble por pandeo para un rango de velocidades bajas. Para el
intervalo de 1.72 a 1.73 de 1a veloeidad normalizada •• 1
sistema se vuelve estable nuevamente. El mismo vuelve a ser
inestable. pero esta vez par flutter, para velocidades supe-
riores a 1.73 Vcr. Es,t.efeno.eno se observa tambien con
el .etodo de integraoion directa, r1g.6a, y 6b. La conoor-
dancia entre ambos m6todos es clara.

En laa Fi,.1 y 9 ae muestran 1a respQesta de los desp1a-
zamientos del extremo l1bre del tubo y de 105 autovalores
respeet1vamente. para el caso llL = p.O. Los gr.ticos des-
criben 1. histori. del oo.portaaiento tipico de un ca~o men-
sula COD inestabilidad por flutter. Nuevamente ambos meto-
do. 4aD 1_ ais•• velocldad critica. Se muestra la respuesta
de desplazaaientos d.l extrellOlibre para loa siguient•••va-'
lor•• d. V/or: 0.0, 0.1, 0.33, 0.80, 0.998. 1.0 y 1.01.
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Ch) 1.01.
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Diagrama de autovalorea complejoa para el oaso
IlL = 0.0, Vcr = 22.66 mise•.• 10 elementos.

Diaarama de
l/L = 0.351,
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RelAI
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La respuesta del caso llL = 0.357 se puede ver en la
Fig.S; las lineas punteadas representan el de8plazamiento
del extremo libre y las lineas llenas e1 desplazamiento del
punto medio. Para este caso particular 1& posici6n del 80-
porte intermedio esta asociado con el modo de inestabilidad
transitorio entre 'pandeo y flutter. En este punto 18 velo-
cidad critica alcanza au m~ximo valor (Fig.3) con respecto
a la posicion del soporte m6vil. Las velocidades del flujo
son respectivamente: 0.0, 0.1, 0.4, 0.8, 0.98, 1.0. 1.002 y
1.01. Los graficos muestran que las respuestas a bajas ve-
locidades son similares a 105 de una caneria mensula. A me-
dida que 1a velocidad se aproxima a1 valor critico, le res-
puesta se acerca a una vibraci6n sin amortiguamiento. sin
embargo el eje de simetria de las vibraciones ya no coinci-
de con el eje de cero desp1azamiento. Examinando el diagra-
ma de Argand correspondiente, Fig.10. se observa que 1& se-
gunda y tercera rama de frecuencias cruzan el eje imagina-
rio simultaneamente a la misma ve10cidad critics. En este
punto la segunda rama muestra un desp1azamiento divergente,
como consecuencia de tener frecuencia cero. La tercera rama
da una osoi1aci6n divergente. Los resultados numericos de
la Fig.B.f muestran e1 mismo periodo que el dado por la pri-
mera y tercera rama. Ambas ramas tienen el mismo per1odo de
vibraci6n a la velocidad critica. A medida que la velocidad
aigue aumentando el sistema muestra una respuesta coabinada
de oscilaciones divergentes y pandeo (Fis.Si); sin embargo
este cOMPortamiento conbinado solo existe para un rango de
velocidades muy pequena. Para 'V/Ver = 1.01 se observa que
los desplazamientos responden a un modo de pandeo (Fig.8bl.
De los diagramas de Argand (Fig.10) 5e observa que la terce-
ra rama a revertido rapidamente au direccion y a cruzado el
eje imaginario nuevamente. de esta manera la estabi1idad se
debe a la seiUnda rama solamente, que es un modo de pandeo.

Las interacciones entre un sistema de caneri. y su flujo
se estudiaron usando una formu1aci6n con e1emento~ finitos.
Xl desarrollo result6 en una ecuaci6n de movimiento con una
matriz de rigidez asimetrica y con una matriz de amortigua-
miento antisimetrica. Se adoptaron dos tecnicas para encon-
trer las soluciones: el analisis de autovalores y la inte-
graci6n directa de la ecuaci6n diferencia1. Para verificar
el algoritmo se estudiaron las condiciones de estabilidad
de tubos rectos. Los resultados concuerdan en forma satis-
factoria con los datos experimenta1es y con 108 resultados
analiticos de otras teorias desarrolladas.

Aunque los resultados presentados son para tubos rectos
81 metodo tambien es vAlido para caBerias curvas. 11 obje-
tlvo del presente algoritmo es obtener la respueata transi-
toria de un sistema de canerias scmetldaa a fuerzas de exi-
taciones arbitrarias. La predicci6n del fenomeno de .stabl-
1idad apunta a demostrar La precision del alaorlt~ nua6rl-
co.
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