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5e presenta un modelo para e1 ana11si. de estructuras
de hormigon mediante el metoda de elementos finitos. El
modelo •• basa en la teoria de plasticidad no asociada y en
1a teoria de la fisura dlfu.a. La imp1ementacion nuMerica
en un programa general no lineal de elementos finitos
motive desarrollo. especificos en el esquema de inteqracion
de la5 rel.ciones constitutiva. y en .1 uso de matrices de
rigidez .im.trices.

" model for the analysis of concrete structures by the
finite element method is presented. The model is based on
the non-associated plasticity theory and the smeared crack
approach..The numerical implementation in a general purpose
nonlinear finite element program led to .pecific
development. in the Scheme for the integration of the
constitutive relation and in tne use of symmetric stiffness
matrices.



El de5.~~ol10 y 1. i~1 ••• nt.ci6n e~iciente en progra-
.a5 de ele •• ntos ~initos de -adelos capaces de describir
correct ••• nte el co~ort •• iento del hor.igon en tDdos 10s
posibles estados de tension y defor •• ciOn, es un campo de
invest;gaciOn muy activo en 1. actualidad.

El hormigon presenta tres regimenes de comportamiento
distintos:

- el regimen de prefal1.

- el regimen de postfalla ductil

- el regimen de postfal1a fragil

donde la falla se caracteriza por ser la situaciOn de carga
maxima alcanzable. Para el estudiD y modelado de cada uno
de estos regimenes existen modelos teoricos adecuados.

Para 10s regimenes de prefalla y postfalla ductil, la
teoria de la plasticidad, en particular la teoria de fluiD
no asociativo, ha demostrado ser especial mente adecuada.

En cuanto al regimen de pos~falla fragil, son utiliza-
bles las teorias de Fractura basad as en el modelo de fisura
difusa.

Especial atencion han despertado 105 regimenes de
post~alla debido a su caracteristico ·ablandamiento· por
deformacion, esto es a la disminucion de las tensiones a
deformaciones erecientes. Bazant (Ill de~ostro aue este
comportamiento no es posible en un continuo y que debe
atribuirse neeesariamente a e~ecto5 de localizaeion.
Ottosen (12J, basandose en consideraciones termodinamicas,
demostro que una relaciOn tensiOn-deformaciOn de ablanda-
miento sOlo es valida si se consideran valores medios
representativos de una pore iOn finita de material, en lugar
de valores puntuales.

Nuestro modelo para el regimen de posttalla tragil se
basa, tal como consignara.cs. en el concepto de fisura
difusa, introduciendo la energia ;specifica de fractura
como "ueva propied.d del material (8J. Este modelo es
ampliamente aceptado por sus solidos fundamentos teoricos,
pero es necesario m~jorgr ~u implement.cian @n elementos
finitos a efectos de obtener resultados confiables aun en
malla distorsionadas (2bJ.



Considerando las conelusiones de 8azant y Ottosen, se
aeepta la eMistencia de 10ealizaciOn en al r*9imen de
post~alla duetil. Pero a dl~ereneia de 10 Que oeurre en la
post~ail. fravil. donde 1. zona de loe.lizaeion es -uy
w~trecna, en la poscfalla dUctil al t•••na de la zona de
loealiz.eion aun no na sido deter.inAda can elarid.d. En
~aso de tratarse da un ta••no ••nor.l da 105 el•••ntos
finitos utilizados en el -adelo, aparecera una nueva
propiedad ••ceria! del ti~ de la enerqia especifica de
fractura. En c..aio. si.l t••ano de la zona de localiza-
~ion fuera _yor Que la diftlenSiOnde 105 el_entos finitos
esta propiedad ••ria innecesaria. ~diendo basarse el
madelo en la teoria da plasticidad conveneional.

La evidaneia eMperimental. tal como adelantaramos. no
es concluyente. Por ejemplo, para especimenes de dimensio-
nes estandar. Shah y otros (13J no observaron lo~allza~ion
alquna en lasd~orlllACiones. Utilizando probetas de simila-
res caracteristicas Van Mi.r (14J. detecto una fuerte
10calizaclOn de deformaciones en una serie de ensayos
triaxiales.

Tenlendo en cuenta 105 resultados eeorlc05 obtenidos
por Willam y otros (i~J (Que evaluaran en el orden de
metros el tamano de la zona de locallzacionl y el tamano
usual de 105 elementos finitos utilizados en al practica, y
dada la ausencia de resuleados experimentales concluyentes.
nuestro modelo introduce el ablandamiento por deformaciOn
a traves de la teoria de 1a plasticid~d no asociada.

Hemos implementado nuestro moaelo en
bidimensional del proQrama general no lineal
calibrado con 105 resultados experimentales
otros C18].

el elemento
NONSAP (191.
de Kupfer y

Los aspectos de esta implementacion que destacaremos
en este trabajo son la integracion de las relaciones
tensiQn~ormecion y el uso de matrices simetrlcas en el
an.li5i5 iterativo incremental.

Para integrar de las relaciones tensi6n-deforma~iOn
utilizamos un eSQuema implicito y ~table basado en los
alQoritmos de las referencias (3J y (21J.

La plasticidad no asoeiada introduce matrices de
rigidez no si.etrie.s. Est. probl••• ha d.terminado que se
viera .M~lui~. de MU~hQ~ prQQr.M.sq.nar.le~ de elementos
finitos. ParD los ••tariale. friccionales eMiQen una
descripcion no asoeiada. y deban buscarse entonces imple-
mentaciones qua simetricen .1 probl••a en ~Drma e~lciente.



Hemos verificado Que la utilizaciOn directa de la
parte simetrica de la matriz de rioidez resulta en
comportamientos numericos altamente ineficientes. En la
referencia (16) suoerimos la utilizaciOn de la eomponente
no simetriea d la matriz a modo de caroas desbalaneeadas;
este esquema es tambien altamente inefic·iente.

En una reciente publicae ion (22) Pande y Pietruszczak
propusieron una matriz de rigidez tangente simetriea para
problemas de plasticidad no asociada. AunQue este metodo
exhibe un comportamiento numerico aceptable, en nuestras
experiencias la utilizaciOn de la matriz elastica actuali-
zada por 16 tecnica BFGS C3J ha demostrado ser 1a estrate-
gia mas eficiente.

NUESTRA RELACION CONSTITUTIVA BASADA EN PLASTICIDAD NO
ASOCIADA

Para la descripciOn de 105 comportamientos previa a la
f"lla y poste~ier a la falla en regimen ductil nes basames
en al teoria de la plasticidad ne asoeiada. En esta teeria
se definen 2 funciones:

En pub1icaci~nes anteriores C16,17J presentamos la si-
guiente fun:iOn F, que uti1izamos aQui:

dende 11 es el primer invariante del tensor de tensio-
nes, Je es el segundo invariante del tensor de tensiones
desviaoora. y 8 es el angulo de Lode.

E1 parametro de endurecimiente, h, es un numero que
cuantifica la maonitud del dane plastico aeumulado por el
material en un punta dadO. En nuestro modela toma un valor
h-O sabre la superficie de comienzo de plasticidad y h-l
sobre la superficie de falla.
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donde 105 subindices R y F identifican a 1. falla y al
inicio de la plasticidad respectivamente.

La funci6n s(h) introduce la contracci6n de la super-
~icie de fluencia durante el comportamiento posterior a la
falla en regimen ductil. Hemes meiorado su definici6n
respecto a al Que dieramos en [16,17J, resultando:

En pUblicaciones anteriore. mostramos el buen ajuste
de nuestras curva. F(h=cte>=O a grupos de puntos de igual
dano acumulado obtenidos en forma experimental. Este aiuste
e. particularmente bueno a 10 largo de los meridianos de
compresi6n sobre el plano (11 - J2>.

La definicion del parametro de endurecimianto tambien
ha sufrido modificaciones. Nuestra definicion anterior era:

~ t+~t' T 1-113

th = C-:~:-----l~'L~__!p~~:~__:~~_t e.:(-1/0) l c..,,('-1/0)

r::Iondel.' es la deformacion plastica eQuivalente y (-1/0)

identifica al ensayo uniaxial de compresi6n.

En un intento por meJorar esta definiciOn, hemos
procesado los resultados de Kupfer y otros calculando los
valores de deformaci6n plastica equivalente en 1"alla ( c~ )
para las di1"erente.direcciones radiales de carga en el
espacio de las tensiones. Asumiendo que este valor es
independiente del anQulo de Lode, 10 gra1"icamos en 1"uncion
de J2/I1• Puede verse en la siguiente floura que ~~ depende
fuertemente del ca.ino de cargas. La unica 1"orma de taner
h-l al alcanzar la falla para cualquier camino de carga
radial es de1'inir:



Un mismo incremento en la de~ormacion plastica equivalente
determina entonees una variaeion del parametro de endureci-
miento dependiente de la direccion de carga. Desde este
punto de vista, puede interpretarse a 1/l~ como una "sensi-
bilidad a la de~ormacion plastica".
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En la referenCla (16) presentamos una ·uncion G Que
dio lugar a -esultados aceptables para algunos casos
sencillos. ~l ~ntentar meiorar esa definicion de G, y
teniendo en cuenta Que Solo nos interesan las derivadas de
G ~on respecto alas tensiones, decidimos Que seria mas
expeditivo interpolar directamente esa. derivadas.

Asumiendo Que la funcion G es de revolucion alrededor
del eje hidrostatico, podemos considerar solamente las
proyecciones sobre II Y ~ de todo vector normal a GaO.
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Proc••ando los resultados .Mperi••ntal•• de Kup~er y
otros. resulta la interpolaci6n Que MOstrAMOs ·en la .i-
guiente f'iQura.
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Al alcanzar la superf'icie de· falla, F(h-l).O, se
presentan d05 situacio~ diferentes.

- 5i toda. la. tensiones principales son de compre-
5i6n, la re5pue.ta del material .igue.siendo Qobernada par
el mod.lo de pla.ticidad no asociada. El hormig6n entra .n
r*CJi~n de post ~alla ductil, con da~o pla.tico crecient••

- 9i .Mist. al ••nos una ten.i6n principal d. trac-
ci6n, .1 mod.l0 d. f'isuraci6npa••• gobern.r 1. r.spu.sta.
El danO acumulado pla.tieo per.anee. constant. y SIt abren
f'i.ura•• n modo I.n la direcci6n norm.l .1 1.. t.nsione.
principal•• d. tracci6n.



Hemos basado nue.tra relaci6n
material fisurAdo en el model0 de la
posibilidad de fi.ura. multiple. no
detalles del modelo implementado puede
rencia. [8,10J.

constitutiva
fi5ura di'fusa,

ortoQonales.
verse en la.

para
con
Los

refe-

En la 5iQuiente fiQura mostra.os los diferentes
estados. (modos) en Que puede encontrarse una fisura.

IMPLEMENTACION DEL MODELO EN UN PROGRAMA DE ELEMENTOS
FINITOS

Hem05 imple_entado nuestro modelo en el elemento bidi-
me~5ional del.proQrama NONSAP. De entre 105 a.pectos impor-
tantes de esta implamentaci6n num*rica nos detendremos en
el an.il Isis de:

La intevraci6n
s16n/d.formaci6n.



El problema de la integraci6n de 145 relaciones ten-
si6n/deformaci6n puede enunciarse de la siguiente forma:
dada la configuraci6n de equilibrio correspondiente a un
tiempo (nivel de carga.) t y 10. desplazamiento. nodales
calculado& para la iteraci6n i. hallar la configuraci6n
correspondiente al tiempo t+At.

~

t+A.t
tg: + d.fr

t

En e1 primer caso, 1a re1acion constitutiva es lineal
(elastica 0 elasto-fractura) y uti1izamos directamente
integracion explicita.

t+ tg-••t~ .•.f:.EF~ ~

En .1 segundo caso, que es e1 que nos interesa, 1a
relacion es no lineal, y • los efectos de integrar1a mante-
niendonos sobre la 5uperficie de fluencia (condicion de
consistencia), uti1izamos un esquema de integracion imp1i-
cita oasado en la ·regla de punto medio" (21J. Comenzamos
evaluando la direccion del vector incremento de defor-
maciones plastica» correspondiente al estado tensional y
da~o pl~stico de un ·punto medio· definiqo por 1 ( ~ < O.

O(_f'? •• t t+~tCT(1).., (1-()()!l' + IX _

"h •• (I-DC> th + Q(. t+Ath (i)

t+6.tcr(i) t+6t (i)donde y h son 105 valores correspondientes
a una iteracion anterior (para 1a primera iteraci6n seran
dos ~r.dietor.,). £1 .SQueMa sera e.table en 1a medida Que
Ol )o.~;nosotros hemes decidido tomar ~·O.~.con 10 que
aseguramos integraci6n e~act. hast. el 2do orden inclusive
C21J.
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t+A.tas i+1) (A'A) • t~ + CEF (A:~ - A').·~)

t+A.th(i+l)(A?v • ['h' + •• "

~2/3 tl.g,T 1(2- I'~ t tC,,( 11/ .[32)

Tal como Queda el<pre.ado,evaluamos la "sensibilidad
~ la de~ormaciOn plj_tica" ~ partir de las tensione. en el
~iempo t; con e.to intro~~:imos un error Que tenderj a
••nu1arse con b. t.

A efecto. de determinar AA , imponemos el cumpl imiento
de la con.i$tencia:

F lt+6.tg:(i+1l(A'A), t+A.th(i+1)(A~») • 0
t+At (i+1) t+At (i+1)Obtenido A 'A,podran calcularse JZ y h con

105 Que recomenzar el proceso, Que seguira hasta obtener un
vector de tensiones y un parametro de endurecimiento
iguales, dentro de ciertas tolerancias, a los de la itera-
ciOn-anterior.

Resta aun por aclarar el c:alculode 105 predictores.
No~otros hemos utilizado directamente 105 valores corres-
pondientes a 13 alilicaciOn directa de la matriz
~lasto-plasto-fisura (Que en el caso general es no simetri-
'=3) •

Es important~ destacar Que la integraE~6n 1mpl.cita
descripta asume la constancia de la matriz ~ , 0 sea Que:

Una vez obtenida la convergencia, es necesario verifi-
car 51 se ha producido una discontinuidad de este tipo; de
ser asi sera preciso evaluar, usando el esquema de
biseccion, el tiempo (nivel de cargal correspondiente.
Desde t hasta ese tiempo 105 resultados calculados son
cor~ectos. De aMi hasta t+At debe seguirse la integraci6n
utilizando la matriz constitutiva corregida.

t+6.t5i fi sont~1l fuerzas nodales externas actuante. ~n
.1 tiempo t+At y ~ son la. fuerzas nodales eQuivalentes
(en el sentido del principio de 10. trabajo. virtuales) a
las tensione_ interna., .ntone.. .1 an.li_i. incremer tal
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comporta 1. determin.ciOn de la con~iguraciOn de equilibrio
en t+,Ot:

Partiendo de la con~iguraciOn de equilibrio conocida
correspondiente al tie.po t.

Para lograr esto, utilizamos un esquema iterativo Que,
pe~. una itereciOn generica i, adopta la ~orma C3,27,28J:

tK U(i) • t+~tR _ t+6tF(i)

t+At (1-1>• !:! + .l:!.( i )

El proceso de iteraciOn continua hasta alcanzar,
dentro de ciertas tolerancias, el eQuilibrio C3J.

Esta ~ormulacion corresponde a proceeos controlados
por cargas, pero e~isten tambien procesos control ados en el
espacio generalizado carga-desplezamiento C28].

La matriz t~, de rigidez, es diferente para los
di~erentes metodos utilizados.

tEn el caso del metodo de Newton-Raphson, ~ es Ie
matriz tangente. Al ut~lizar plasticidad no asociada esta
matriz resulta no sim.trica C~,b], y por 10 tanto inadecua-
da para su implementacion en program.s generales de elemen-
~.,sfinitos.

Pande y Pietruszczak propusieron recientemente un
metodo muy atractivo C22] que obtiene matrices de rigidez
simetricas para plasticidad no asoci~da a traves de la
definicion de un material asociado equivalente Sin
embargo, la equivalencia Solo es perfecta para una determi-
nada direcciOn del vector d~ (0 bien dg:'I. Esto nos obliga
a predecir de algun modo esta direccion, y un error en este
sentido induce un pobre ~uncionamiento numeri~o.

Otra ~orma de eludir matrices no simetricas consiste
en comenzar cada paso incremental utilizando la matriz
elAstica, cuya inverse ser. actualizada en cada iteraciOn
utilizando la tecnica BFGS (3]; esto equivale a 1. utiliz.-
cion de matrices de rigidez secantes.

En
(nulll.ro
diver.o.

la siguiente secciOn mostramos los resultados
de iter.ciones y tiempo de CPU) obtenidos para
e••o. de ear~. utilizando 10. si;ui.nte. m*todQll



- Metodo N~wton-Raphson modificado con matriz De Pande
y Pietruszczak.

- ~~~~Mo BFGS com~nzando con la matriz elAstica en
cada paso.

- ~a matrlZ no simetrica completa es la SolUC10r mas
e~IC1~~te d~sde ~l punto de vista numerico

De entre las tecn1cas utilizabl~s con matr1ceS Slme'
tr1CaS, la mas conven1ent~ es la elAst1ca • 8FGS.
mlentras oue la matr1Z elastica sin actuallzaC16~ es
ia peor alternatlva·

Las sigule~~es tablas muestran ia comparaClOr a Que
hic1eramos r~ferenc1a en la secciOn anterior. para casos
pIanos de tensio~ • deformaciOn. En 105 casos en oue algun
valor no se cons:gna en las corridas con la matrlZ De Pande
y Pietruszczak, esto debe atribu1rse a que no se alcanzo la
convergencia.

A modo de ejemplificaciOn del ajuste de nuestro modelo
a 105 resultados de ensayos experimentales, mostramos aQu,
una comparaciOn con 105 obtenidos por Kupfer y otros [18J
en probetas de hormig6n sometidas a estados tensionales
biaxiales.
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