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RESUHO

A finalidade deste trabalho • apresentar uma formulacao tangente p!
ra a analise viscoplistica de placas i flexao por elementos finitos. 0
ponto de partida e a obtencao de uma relacao entre 08 incrementos de ten
sao, deformacao total e velocidade de deformaca~obtida da condicao de
anulacao do diferencial da superf{cie de escoamento. A velocidade de de
formacao e considerada como um parimatro que controla a expansao ou con
tracao desta superf{cie. -

A integracao no tempo da equacao obtida. feita ut1lizando-se um
algoritmo de velocidade constante &qui proposto.

The aim of this work is to present a tangent formulation for the
viscoplastic analysis of bending plates by the finite element method.
The starting point is to obtain a equation relating the increments of
stress, total strain and rate of strain. This is achieved by making
null the first order increment of the yield surface. The strain rate
is considered as a parameter which controls the expansion and shrinkage
of this surface.

The intesration in time of the t••ultiftl e~uation il performed by
means of an allOritlulof constant velocity.



A formulacao viscoplastica aqui apresentada permite levar em
o efeito da viscosidade de uma maneira intrlnseca, aproveitando-se
mulacao elastoplastica convencional. A superflcie de escoamento e
bida levando-se em conta as caracterIsticas plastica e viscosa do
rial.
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o modelo reologico adotado e composto pOl' elementos elastico, pIa!
tico e viscoso. Consiste de uma f~ •• listica linear ate atingir-se a
superfIcte de esc:oamenco. inicia- •• entH,'" fase viscopla.tica ,ande 0

efeito de viscosidade, funcao da velocidade de deformacao, induz U1ll8 ex
pansao desta supetflcie para ale. do valor pr~dito pela teoria da plastl
cidade. Esta concepcao permite a obtencao de 1II8trizesde rigidez e amo!
tecimento consistentes com a formulacao viscoplastica e 0 uso de um met~
do tangente.

raeoe: :q::~:~::::qJ::. '::e:t:':1~~j1:.t~~r~;i::.r:S~~i
xao, sendo talllb" consider.das •• Ufo_"'s' poI' c1salhame~o, de aco,!:
do com a teoria de Min~lin. A integraeao numerica ao longo da espessura
e feita pOl' call18das, de fOr1ll8a cap tar _is precisamente 0 efeito de pIa!
tificacao.

A integracao da equacao no tempo e feita utilizando um algoritmo de
velocidade constante em cada incremento de tempo. No caso dinamico, a
formulacao pode ser acoplada a algoritmos de integracao direta convenci~
nais como 0 de Newmark.

Para teste da formulaeao e analise dos resultados, U1ll8viga e uma
placa sac utilizadas em exemplos.

A teoria viscoplastica permite a inclusao da variavel tempo no fenD
meno de plastificacao. !ssim, apos 0 inicio do escoamento do material,~
fluxo plastico, e as conseqUentes tensoes e deformacoes, sac depende~
tes do tempo.

As experiencias tem mostrado [1] que para quase toclos os 1II8teriais
tecnologicos e sob uma faixa variada de condicoes, um acrescimo na taxa
de defor1ll8cao produz um acrescimo na tensao de escoamento dinamica, sem
praticamente influencia sobre a tensao de escoamento estatica. Uma vez
que a primeira nao e certamente uma caracteristica constante do material
e sim uma conseqUencia da equaCao constitutiva usada e das taxas de ca,!:
regamento, a obtencao desta equacao e um pas~o definitivo na analise do
problema. Como restrlcoes de um easo ma1s geral, nao sac consideradas a
dependencia do modulo elastica da taxa de de formacao e a influencia da
temperatura.

o modele reologico unidimensional adotado para representar 0 compoI'
tamento viscoplastico do material e 0 utilizado em [2] e esta represent!



havendo deslizamento ou fluxo plastico quando a > Y. onde Yea tensao
de referencia para inlcio de escoamento. Havendg deslizamento. a prese~
ca do componente de amortecimento permite que 0 nlvel de tensoes insta~
taneamente exceda 0 valor Y. determinado pela teoria plastica. Este com
portamento pode ser visualizado nas curvas da Fig. 2. A resposta elast1
ca fornecida pela mola e instantanea. Observar que antes do inlcio d~
escoamento ou num descarrega.ento. fases elasticas. 0 amortecedor nao !
tua.

fl.' ,t.
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Figura 2. Curvas Tensao-Deformacao UnidiDlnaionais para Diferentes Ta
xas de Deformacao

oDde SL i 0 estaclocleteuo... a i a te~••o uniaxial .qulvalente _ T.
a tanse de ascoaMnto uniaxial d. ~far.ncia. -que pod. Sfl' fundO •• ua
para-tro ciaendureci.ento k. 0 fluxo naco,lietico eO aeone-par •.• ' O.



£ necessario escolber uma lei que defina as deforma~oes viscoplas
ticas. Uma forma explIcita utilizada e a seguinte lei de fluxo, consid~
rando plasticidade associada:

i; p • y < P (F) > ~ • y < P (F) > !

onde y e UlII parametro que contrQ).aa taxa de fluxo plastico, p (F) e ~
ma funcio monotonica crescente positivs para F > 0, e a nota~ao < > ind.!
ca

P (F) • 4> «; - y ) • 4> (-.2.... - 1)
y y

Voltando a o~servar a Fig. 2, considere-ae a curva tensao-defo~
~ao obtida para E'" O. Nela, cada incremento de tensoes e aplicado .!
pos as deforma~oes plasticas causadas pelo incremento anterior terem £
corrido completamente. As demais curvas pode. ser interpretadas como s.!
qUincias de estadoB de equilIbrio, apo8o fluxo plastico ocorrer, para
taxas de deformacao finitas. A tensao 0 excede 0 valor estatico
o (E'" 0).ys

Para relacionar 0 estado de tensoes 0 as taxas de deformacao, usa-
se as leis constitutivas introduzidas por Malvern e adaptadas por Liu e
Owen [3]. Para 0 caso unidimensional,
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com 0 • 0 (E), no ca80 de um modelo pla8tieo com endurecimento no
qual aY3efori:~aoPpla8tica e tomada como parimetro. A Eq. (7) descreve
uma serie de curv_ ten.io-deforma~io cinematical I paralclall. curva
estatica 0 (: .•.0). A fun~ao inversa .-1 pode ser obtida par aju!.
tamento expe~t..ntal. quando esta rela~o na regiio plastiea • plotada
para taxa. da dafo~e.o conetanta. Deeta fo~, a sq. (7) pod. ear r.!
••crits COWl



ad- a (E) [1 + t (£) I
y ys p

com a d sendo fun~ao da deforma~ao p1astica e da taxa de deforma~ao cor
rente: A fun~ao t(£) Ii definida na se~ao 2.3.

De acordo com a eq. (8). a eq. (1). que rege 0 escoamento. pode ser
reescrita como:

at aa ci ai
dF - (aF)T dQ + aa-:- ---l!!.. (-J-l d ~p +aQ a d ai a~y p p

aF aa yd
( :~)T di - 0 (10)

aaYd al

Considerando 0 incremento de deforma~oes plasticas normal a supe!
ficie de escoamento:

Por sua vez, 0 incremento total de tensoes e relacionado ao incr!
mento de deforma~ao elastica por:

Substituindo (12) e (11) em (10). encontra-se:

1 T 1 "F aa:d "E' TdA- H"(! 12d~) + _(_0_ ( :~.) di)
H aaYd a£ a

T aF aavd aip T T
H - a D a - -- ~ ( ) a. w •. D. a. + R' (14)• •• aa: ae: a .••

yd p 'P

Demonstra-se [4] que. para 0 modelo plUtico a .er adotado. H' i
simplesmente a dertvada de eurva tendO-deforma~ pUat:1ca de referenc:1a
unid1Mnsioaa1. Eat. curv. encontr.-n deealhads D& neao 2.3.

~f,r.~
dQ w(O - . ..)

fT ~ ! +1.'
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Observando a eq. (15) e a Figura (3), verifica-se que 0 incremento
de tensoes, apos 0 escoamento, e composto por duas parce1as: a e1ast£
p1astica, devido a p1astificacao, e a parce1a elastica, devido a expa~
sac ou retracao da superflcie de escoamento, sob efeito da velocidade de
deformacao. Podemos escrever:

d Q • d Q (d ~ ) + d Q (d~) • d Q + d Q (d ~ )ep ep

6d· dZ-dt

6£. £Z· ~1

Figura 3. ~isua1izacao dos Incrementos de Tensao Devido a P1astifica-
cao e Viscosidade

t posslve1, como opcao, uti1izar apenas a parce1a e1astop1astica c£
mo incremento de tensoes. Basta tomar a eq.(12) e subtrair a ambos as
termos a parce1a elastica devido ao efeito da ve10cidade de deformacao:

. -1·d 2ep• dQ- d Q(d~:> • 'p«d~- Il dQ (dO) - d~p) (19)

d 0p • D (d" - d £ ) (20)
""e - "'ep ."



As equaeoes (20) e (22) sac equtvalentes as eqs. (12) e (13), res
pecttvamente, e serao uttltzadas no algorttmo de calculo das foreas ~
ternas reststentes, no T!tulo 4.

2.3. Modelos Plastico e Vtscoplastico Adotados

o criterio de escoa_nto adotado e 0 de Von Hises, podendo conter ou
nao um endurecimento isotropico. A funeao de escoamento pode ser escr!
ta como:

F(Q • a d( £ • E».13.f' - a d(£ , E) • 0y p z y p

A caracter!atica de eQ4ureci-.nto da superf!cie de 8acoamento e a
alilotada no trabalho de Liu eawen f)). A relacia 1$101&1 e a segu1Jlte:

onde a in e a tansao inicial de esco ••• nt<\ e os de-1s valores podem sar
1d~t1ficadosnaFigura 4.

o valor de &' e obtido de eq. (24):

e.
Figura 4. Curva Uniaxial de Refereneia para a Modelo COllI Endurecimento
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o modele viscoplastico baseia-se nos ensaios de Albertini e Monta~
nani e encontra-se com mais detalhes na Ref. (3). A funcao de sensibil!
dade ¢ (l) Ii dada por:

com 0 parametro de proporcionalidade A- 0.03 e a taxa de de formacao
estatica (abaixo da qual a sensibilidade a velocidade de de formacao nao
Ii evidente) dada por f • Os valores atribuidos a estes parametros sao 00
jeto· de discussoes po:teriores.

o modele de elementos finitos utilizado para placas a flexao baseia-
se na teoria de Mindlin. Cada elemento serendipity quadratico possui 3
graus de liberdade por no, discretizados independentemente, sendo um de~
locamento transversal e duas rotacoes. 0 uso deste elemento permite uma
grande flexibilidade na utilizacao para contornos irregulares ou curvos
e produz bons resultados em placas espessas. Sua utilizacao em placas
delgadas merece cuidados, como recomenda a literatura [2], (5). No pr!
sente trabalho, considera-se,apenas a utilizacao da integracao numerica
reduzida uniforme como forma de combater 0 excesso de enrijecimento ok
servado nas placas delgadas.



Para um certo no i, a matriz que relaciona curvaturas a deslocamentos
e dada por:

0 -N 0i,x
0 0 -N

~i (5 x 3) • i,y (28)
0 -N -Ni,y i,x
Ni,x -Ni 0

·N 0 -Nii,y

As matrizes globais de rigidez e .-ortecimento sio obtidas consid~
rando-se por hipotese que deslocamento e velocidade sao interpolados com
as mesmas funcoes de interpolacao. Usando 0 principio dos trabalhos vi!
tuais incremental, obtem-se:

f 15 ~T dq dV. 15QT d!
V

d q- D d f; + C . d i;-ep -ep

(31)
(32)

1$ 'l f !,T ~ep!'dV d~ +15~T f !,T gep !;dV d~ - 15!!Td! (33)
V V

f !,T ~ep !'dV d!!+ f !,T gep !' dQ. d!
V V

As integrais ~. volume da eq. (34) sao desdobradas em integrais de
area e integrais ao longo da espessura,"resultando em:

f !T ~:p ! cIA d!!+ I !T g:p ! cIA d~ - d!
A A

K..... - f BT D* B cIA
•.• - -ep-

A



£T ..J ~T £:p ~ dA
A

* *e as matrizes Dee ,que relacionam, respectivamente, incrementos~ep -epde esforcos a incrementos de deformacoes generalizadas (curvaturas) e i~
crementos de taxa de deformacao generalizadas, sac obtidas integrando-se
ao longo da espessura as matrizes V e C • Estas integrais sac apro• ep ep • -ximadas por um somatorio de camadas, nas quais e discretizada a espess~
ra.

A viscoplasticidade e um fenomeno transiente e por conseguinte 0 ob
jetivo de um processo de resolucao numerica e determinar os deslacame~
tos, deformacoes e tensoes durante 0 intervalo de tempo de interesse. p!
ra um certo instante t, 0 equilibrio de forcas e ohtido usando 0 metodo
de Newton-Raphson em sua forma convencional. cuja equacao incremental e
obtida da condicao de que 0 vetor de tensoes permaneca na superficie de
escoamento para incrementos de deformacao e velocidade de deformacao. I~
to permite a obtencao de matrizes de rigidez e amortecimento consiste£
tes com a formulacao viscoplastica e 0 uso de um metodo tangente. 0 te~
po e discretizado em intervalos e. em qualquer intervalo bt, a equacao
global de equilibrio e dada por:

~_(i-l) dU_(i-l) + C(i-l) dV(i-l) (i-I) b
"1' -T _ - ~- r . em t + t

~ Vetor de carregamento nodal equivalente

r(i-l) _ Vetor das forcas internas resistentes da iteracao anterior
dad~ genericamente, por

r ..f ~,T 2" dV" f ~T p* dA (39)

V A
o algoritmo para determinacao de tais forcaa internas e 0 adotado

na Ref. [3]. com uma pequena alteracao na determinacao do ponto de furo
da superficie de escoamento e na definicao da velocidade de deformacao !
quivalente. Encontra-se esquematizado na Figura 6.

A integracao da eq. (38) e feita mediante 0 usa de um algoritmo de
velocidade constante em cada intervalo. Sejam:

II l111(i-l)
;; l1l}(i-l) 1---

l1t

-!- (U(i-l) _ u )
~t.. 0

b~(i-l) 1__ (U(1) _ u )
- l1t ~ 0

U(1-1)
o
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com U - deslocamanto conhecido ao inicio do intervalo.·0

Levando as eqs. (40) e (42) a eq. (38), obtam-se:

C(i-l)(-!- U + O(i-l»
-T fj t ,-0 ·0

Apos atingido 0 equilibrio (y(i-l) ~ y(i». passa-se a outro inte!
valo de tempo.

No problema dinamico, deve-se anexar a eq. (38) a parcela referente
as forcas de inercia. obtendo as matrizes tr e ~T atraves das Eqs. (36)e
(37).

Dois exemplos sao apresentados para ilustrar a aplicabilidade da
formulacao aqui apresentada. No primeiro pretende-se comprovar 0 funci£
namento da formulacao. analisando-se uma viga cujo material segue 0 mode
10 plastico COm endurecimanto. No 22 exemplo, analisa-se uma placa d;
material perfeitamente plastico. onde mostra-se que a formulacao pode d!
generar no problema plastico.

5.1. Analise Viscoplastica de uma Viga Biapoiada com Carga Concen-
trada Aplicada no Meio do Vao

A viga biapoiada. cujas caracteristicas e discretizacao em eleme~
tos finitos encontram-se na Fig. 7. i submetida a uma carga concentrada
subita indicada na mesma figura. Tal carga ultrapassa 0 limite elastico
do material.provocando plastificacao. Para acompanhar 0 fluxo plastico
no tampo. sao plotadas na Fig. 8. na secao transversal cantral da viga.
as daformaco.s plAsticas equivalentes em alguns instante. de tempo. usan
do diferentes valores do par.metro E • -s

_- __!Pa16KN

a

~I 'z



Pode-se observar. nas eurvas tracadas. que tal paramatro controla a
velocidade com que ocorre a plastificacao. Com 0 tempo. a velocidade de
deformacao deeresce ate que por fim as deformacoes plastieas atingem 0

valor final. quando 0 proeesso estabiliza.

____ -T-SI1O-4He
_._._. T-Q.0Q2 He
_ .._ .._ - T. CU2 He
-- - Ttt-o)

Figura 8. Deiormacoes Plasticas Equivalentes na Secao Transversal Cen-
tral da Viga

f1,.1 (1•••

\21 • i._10-7 ••• 1
+t•• 10.4•• -,

yt •• 10-2 •••• '

TCao-Z-.)
.00 .~ .72 1.01 1.44 1.10

Na Fig. 9. para esta seCao. no bordo inferior. sao plotadas eurvas
tensao equivalente x tempo para os mesmos valores de € • pemitindo o~
servar a contracao da superilcie de eseoamento com 0 t:mpo. ate atingir
seu valor final estatico.

5.2. Anilise Elastoplastica de uma Placa Biapoiada com Carga Con-
centrada Aplieada no Centro

Uma placa biapoiada (Fig. 10) com espessura de lOcm • submatida a
um carregamanto proporcional at. atinsir a ruptura. Tal carsa. aplic!
da lentamente. usando-se intervalos de tempo grandes em cada estagio de
carregamanto. de forma a qua os efeitos da vi.cosidada nao saverifiquem.
A analise viscopla.tica sa dagenera numa analisa ala.toplastics.



j E· 25706 MPo
v'O
diN' 15 MPo

Na Fig. 11. comparam-se os resultados obtidos com os da teoria das
charneiras plasticas [6]. havendo boa concordincia entre os mesmos. re!
salvadas as hipoteses estabelecidas em [6] e a imprecisao no calculo dos
esfor~os na prox1midade da carga. Assim. a formula~ao viscoplastica pr£
posta pode ser bem utilizada no estudo do processo de plastifica~ao.quaE
do nao se pretende acompanhar 0 fenomeno no tempo.

MIMp
comenta,.. :
Volorw TlCirica:
Pru,· 300 ttn
Mp • 575 Kn 1m

.50 .62 .74 .IS .• i.1O
PlPru;

Figura 11. Curva de Esforco x Carregamento Aplicado Proximo ao Centro
da Placa

Os resultados apresentados confirmam a aplicabilidade da formulacao
proposta. Duas importantes conclusoes podem ser obtidas:

1) A formulacao. am conjunto com 0 algoritmo de intagracao no t~
po. apresenta convergencia independente do intervalo de tempo utillaado
na integrac.o. Ino confere a formulacao um grande potencial do ponto de
vista de praticidade, uu vez que eHOO ne.e.ve.l1a~iodOli 1nurvalol dl tellPO II
colhidos nao impedem 0 funcionament·odo prograu. Para intervalos de tempe>'s~
ficietitementegrandest nao se acompanha 0 fluxo plastico no tempo. obtando-sa
diret•••nta 0 resultado plastico.

2) 0 corrato acompanhamento do fluxo plistico no tempo esti dlrata
menta relaelonado aos para-tros utlli&ados na eq. (27). qua dafiDa a ~
fluincia da viscosidade no proceseo de plastificacao. De aeordo com os



resultados experimentai. citado. na ref. [3]. tais para..tros ti. por V!
lor:

A • 0.03. par. deforma~o.s E na faixa de 2~3%
A utiliza~io deste. v.lore. •• outras faixa. de deforma~ao pode1!

var a re.ultados incorretos. particularaente no in!cio do proce ••o de
pla.tifica~ao. onde as deforma~oe. sio baixa. e a influincia destes pari
••tros i marcante. como se observa na fig. 9. E.tes valores deve. enta~
ser calibrado. para a. varias faixas de deforma~ao de foraa a que 0 flu
xo pl••tico seja corretamente scompanhado no te.po. I.to pode .er feit~
por aju.tamento entre a. curva. obtida. co. e.ta foraulacio com a. CU!
va. de resposta usando aa foraula~oea viscoplasticaa ja existentes.

£ poss!vel. no ca.o de carga. de i.pacto. utilizar taab•• a foraul!
~ao apre.entada. guiando-se pelo trabalho de Liu e Owen [3].
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