- 329 -

OPTIMIZACION APLICADA A LA FORMULACION Y SOLUCION
DEL MODELO CINEMATICO PARA ELASTO PLASTICIDAD

Mildred Ballin Hecke
Universidade Federal de Parand, UFPr, Brasil
Néstor Zowain Pereira
Coordenacio dos Programas de Pés-Graduacio de Enge
nharia, COPPE-UFRJ, Rio de Janeiro, Brasil
Lavinia Alves Borges
Pontificia Universidade Cstdlica do Rio de
Janeiro, PUC-RJ, Brasil
Rail A. Feijdo
Laboratdrio Nacional de Computacgio Cientifi
ca, LNCC-CNPq, Brasil. -

RESUMEN

Se describe ¢l desarrollo de una formulacion variacio
nal cinemdtica para el anilisis elastoplidstico con endure
cimiento por deformacién. Este principio de minimo es es~
crito en términos de incrementos de desplazamiento y multi
plicadores plasticos y es derivado de una formulacion en
velocidades y tasas de multiplicadores pldasticos utilizan
do conceptos de optimizacion. -

Son analizadas varias alternativas para la resolucion
del problema discretizado, todas utilizando técnicas de
programacidon matematica.

ABSTRACT

A variational formulation for the elastic-plastic ana
lysis in terms of finite increments of displacements and
plastic multipliers is derived from & minimunm principle for
velocities and rates of plastic multipliers, by using
optimization concepts.

We discuss some alternative procedures for the solution
of the disecretized problem, using several mathematical pro
granming techniques.
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INTRODUCCION

Este trabalho describe el desarrollo de una formulacién
variacional cinematica para el analisis incremental elasto
plastico con endurecimiento por deformacidn. Se muestra un
principio de minimo para velocidades y tasas de multipli-
cadores plasticas que, discretizado en el tiempo, produce
una formulacién variacional para incrementos de desplaza-
mientos y multiplicadores plasticos. Este principio incor
pora la imposicion de la admisibilidad plistica de las ten
siones al final del paso de carga, asi como también la po-
sibiligad de descarga elidstica local. Para el desarrollo
de estes principios variacionales se utilizam conceptos de
teoria ‘de optimizacidn.

Son analizadas dos alternativas para la resolucion del
problema discreto. En una de ellas se elimina la variable
desplazamiento obteniéndose un problema de programacién
cuadrdtica. La segunda alternativa comsiste en seguir un
procedimento de calculo . tterativo en que para cada des
plazamiento se calculan los factores plasticos resolviendo
problemas de programacidén cuadratica a nivel de cada elemento
finito. Algunas caracteristicas de continuidade y diferen
ciabilidade de estos problemas son discutidas justificando
la utilizacidén de Métodos Quasi~Newton combinados con el
método de Lemke para programacidm cuadratica a nivel de ca
da elemento. Finalmente, las formulaciones presentadas son
aplicadas a placas con entalhe traccionadas, mostrando el
desempeiio de estos algoritmos.

El comportamiento de un gran numero de materiales elas
to-pldsticos con endurecimiento por deformacidn puede colo
carse de la seguiente forma [1, 2]:

£(T, w) $ 0 ‘ (1)
D = De +* Dp (2)
p¢ -« D! ¢ 3)
P 3

D” = £, A (4)
Lxok.ga0 (5)
si fj - 0: fj <0 fj ij = 0 (6)

donde la funciém de fluencia (plistica) esti definida por
el campo vectorial m-dimensional £. Cada componente f es
llamado "modo plistico", que suponemos regular y convexo
con respecto al campo de tensiones T y a la historia de la
deformacidn plistica w.

El tensor de elasticidad D satisface prop iedades de
simetria y elipticidad, permite definir la parte elastica,
De, y la parte pldstica, DP, de la tasa de deformacidn D.
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La ecuacion 4 define la tasa de deformacion plastica
DP a través de la "ley asociativa” de la plasticidad, donde
fT representa el gradiente de f respecto a T.

Las relaciones de complementaridad lineal dadas por
las BEcs. | y 5 establecen que solamente los componentes Aj
asociados a los modos plasticos "activos" (es decir f,=0),
contribuyen en la definicidn de la tasa de deformacidhn plas
tica.

Por dltimo la Bc. 6, caracteriza la posibilidad.de des
carga elastica.

La ecuacidn constitutiva, dada por las Ecs. 1 -~ 6, es
tablece de maneira local, es.decir en cada punto del cuexr
po, la relacion que vincula T con D. En las secciones gi-
guientes, mostramos la obtencidon de una "ecuacion constitu
tiva global™ em funcion de tazas o de incrementos finitos
en las variables cinemidticas, desplazamientos y deformaciones.
La convexidad de esta ecuacion constitutiva permitird defi
nir el problema del equilibrio como el problema de minimz
zacidn de un funcional convexo, uma vez diferenciable.

La aplicacion del MEF (Método de los Elementos Fini
tos) reduzirda el problema de optimizacidon a um problema de
programacion matematica cuja solucidn es discutida también
en este trabajo.

ECUACION CONSTITUTIVA GLOBAL

Como se demuestra en [2, 6], el potencial elasto-plas
tico que nos permite determinar el campo T asociado al cam
po D, supues._to conocido el estado actual del cuerpo, dado
por el estado de tensidon, T, el estado de deformacidn, E,
y la historia del processo plastico, w (donde T y w son ta
les que £ (T, w) < 0) es:
0%°(p) = tnf j (0, 1) |R e A* {f; X > 0 enB}

A

Jf.ids-o

8

donde B es la region ocupada por el cuerpo y:

j(p, X)-I-}:n.nds +I-;-(f$l £+ b) KX cn-J' £z .5 a8
(2 8 8

hs-g"% es el operador asociasdo al endurecimiento por defor
macion del material.
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El potencial @eo es convexo y continuamente difereg
¢iable uma vez en la variable D [5, 6], y define el campo
T asociado a D por las siquientes expresiones:

te nd - £.5) c20%P()
v@‘”(n*) - %) > I (D - fTX) . (nf.- D)de wp*
8 A

y donde A estd definido por D através de lacaracterizacién
del infimo de j (D, 1) dada por:

ieA"‘,Jf.idB-O

8
T . n s At e At
g{fr P Ep + WA - g D[ . A~ K as3o0 .
I £f.AdB = 0
Con el objetivo de obtemer una relacidn constitutiva en

terminos de incrementos finitos de deformecidn. (AE), proce
demos primeiro a eliminar de restriccién I £.Xdg =0 ha
B

ciendo uso de la técnica de Penalizacion. Obtenemos asi
{5, 6):

¢2P(p) =« inf. j (p,%)
€. Leat e

i (0.5 = 50,1y - -;-[ £.5 a8, € > 0
: 8

obviamente ¢:p(D) > ¢°°(n) para € + 0%, Para los respecti

Vvos minimizantes, tambiém: se verifica que D, + D. El ‘" ‘fun
cional penalizado no es necesario, ni conveniente, para el
calculo de tasas de deformagdes; sin embargo, haciendo
D= AE/At AzAA/At y tomando At = €, arribamos finalmente
a formulacion incremental que sigue, la cual presents ven-
tajas que seridn comentadas a continuacion.

§eP = inf T 7
(AE) V:xglf*.) (AE, AX) (¢)]
J(AE, AM) = I %n AE. . AE dB + f ;- (f.}' } £, + B)ALAA d6-
B B
-f £; B AE.AL dB-I £.00 4B ()
B 8

que establece la ecuacion constitutiva "incremental”:

AT = B (AE < £ 8% €3%%? (aR)
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N

o su equivalente:

3P (ae*) - F°° (AE) 3 [ Do - £ A . (GE - a8 @)
8

donde AleA* estd dado por AL .a través de:

I[(fglfr+h)&-f',}'nu-f‘. (AA*- A)) dB > 0 warA*e A* (10)
8

La inecuacién variacional anterior corresponde localmenta a:

A > 0

T . . T
£ + fT B (AE - fT Al)Y = HAA = £ + fT AT + fk AX € O

T .
{f+-f,r I(AE-ETM) ~hAA} . AN = £+fTAT+£)‘AA]-O

que en el caso de funcidn de plastificacion £ formada por
modos plasticos "planos" (fT y fx constantes) se reduce a:

AN 3 0, f <0, £ LAX =0

t + At t + At

De esta manera, la ecuacidn constitutiva variaciomal incre
mental para el caso de materiales elasto-plasticos con en
durecimiento por deformacion caracterizados por funciones

de plastificacion "planas" garantiza el siguiente comporta
miento:

i) al final del incremento, el estado de temsidn y defor
macidn es plasticamente admisible, es decir ft*At < 0.-

ii) solamente los modos plasticos activos (al final del in-
cremento ([ff +At]j = () contribuyen en el incremento

de deformacidn plastica (ij x 0)

iii) pars cada AE existe un unico AeA? que minimiza
J(SE, AA),y que satisface i) e ii).-

MODELO CINEMATICO DEL ANALISIS ELASTO-PLASTICO INCREMENTAL

Como veremos en esta seccidn la comvexidad del npoten
cial ¢°P permite colocar el modelo cinemdtico del analisis
incremental elasto plisticocomoproblema de minimo de un
funcional.

En efecto, supuesto comocido el estado actual del
cuerpo (es decir conofemos T, E, 1), dado un  incremento
de carga (caracterizado por un incremento de cargas de

cuerpo Ab, definidas en B8, de superficie A, definidas en
38, parte del contorso 38) el modelo cinemitico del analji
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sis incremental consiste en:
. Determinar el incremento Au tal que:

a) Sea cinemidticamente admisible con las restricciones de
v1nculo. Por ejemplo para el caso de condiciones homo
géneas de vinculo en 38, tenemos que:
bu € V= {u; u Suf. regular, u = 0 en 38,}

b) Mproduzca una deformacidén AE = DAu (donde D es el ope-
rador de deformacion) asociada por la ecuacién constitu
‘tiva incremental & un incremento de tensiones AT en
equxlxbtxo con las cargas Aby Aa. Lo anterior se expre
sa nate-atxcamente de la siguiente forma:

J AT.DvdB = J
8 B

Ab. v dB ;_[ Aa.v DB ¥veV
‘ g,

Fip

ax & At

I Efglf,r-rh)AA-f:rrlﬂAu-f:[ o) dBsow et
B

Recordando 1a convexidad del potenci;al er, Ec. 9, el proble
ma puede reescribise de maneira compacta como:

. Determinar Au € V,ﬁal que:

TP (Dv) - TP (DAu) > ] b, (vedu)dB 4[ ba. @ -Au)ddB ¥ve V
B. 38

a
o reordenando términos:
Fov) = 3P (0v) -J Ab.vdg - j da.viaB 3 TP (Dau) -
B aB
a

] Ab .. AudB - J Aa.Au d3R = F (Mu) ¥ ve V
8 a8

es decir Au minimiza F em V . De esta manera el modelo
cinematico del andlisis incremental elasto-plastico se re-
duce al siguiente problema de Sptimo:

inf  F(v) . (11)
‘veV

donde F fue def1n1do en la expression anterior y 0P fue
definido en las Ecs. 7 - 8.-
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APLICACION DEL MEF Y ALGORITMOS DE RESOLUCION

La aproximacidn por el MEF del problema de optimizacion
dado por (11), consiste en redefinirlo en espacios dedimen
sion finita.

Para simplificar nuestra presentacion nos limitaremos
al caso de cuerpos tridimensionalaes o estados planos de
tensidn, deformacién o de simetria de revolucion. En to-
dos estos casos se verifica que:

V « (E*(8))®, u = 2, (estados planos y de revoluciom), 3
(cuerpos tridimensionales)

A* @ (L* (8))™, m es el nimero de modos plasticos.

De la observacion anterior se sigue que la interpola-
cién a ser adoptada para los campos Au debe ser tal que
garantice la continuidad de este campo em todo B pudiendo
sus derivadas ser discontinuas entre elementos. Para el
campo AX1la interpolacion a ser adoptada debera garantizar
la positividad de este campo em todo B, siendo discontinua
entre elementos.

Por dltimos los espacios de aproximacion para los cam
pos Au y A\ no pueden ser totalmente independientes. En
efecto en estructuras donde exista la posibilidade decolap
so plastico, estos espacios de aproximacidn deberan rela
cionarse a través de la compatibilidad de deformaciones
puramente plasticas:

DAu = fT AA

Luego la interpolacidn en A\ deberd ser capaz de repre
sentar una deformacidon cinematica sin por esto destruir las
caracteristicas del espacio de aproximacidn para Au.-

Si designamos con:

Auck® Vector conteniendo los incrementos de desplazanien-
tos de todos los nudos de la particidn de elementos
finitos adoptada.

Au® restriccion de Au a nivel del elemento finito "e".-

Axerd Vccto:_conteniendo los incrementos de multiplicado
res plasticos adoptados para la interpolacidén de es
te campo en toda la estructura.

F¥ % restriceidon de A a nivel del elemento finito "e”.-

donde como es normal en el MEF:
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e
a .
u® - R 0: u;. 2® = numero de “grados de libertad" an
ie desplazanientos del elemento "e".
0; = funcidn de interpolacién er el ele
mento “"e" asociada al grado de 1T
bertad "i" en desplazamientos.
e }

ax® Q.E W; AX:. q..W:- andlogos a a® 0; para el campo de
le1 - multiplicadores pasticos.
La sustitucion de esta aproximacién en la (11) condu
ce al siguiente problema de programacién matemitica:

Au-iuln F(au) . (12)
donde: |
. 1 1
Fa e min [, Ko . e JT M- xmm.u-i.-n] - P

(13)

Las matrices K, K, , xl .y los vectores f y F son
construidos a partir de .n..351.. (usual del MEF), de las
correspondientes matrices y vetores a nivel de cads elemen
to:

k* - Is‘ awy, . Dtjdsg i, =1, 2,... n']

k) - IB. €3 My e B) W v 484, -1, 2, ..q‘]
T .
s le -$.dB; i w1, 2,...¢% § =1, 2,... n‘]

I
£* - _[a‘ £.¥, 48, i =1, 2,... q‘]
I

8b.y, d8 I“, Aa ¢, 4385 i e 1, 2,... n‘]

La solucién del problema (12), estd caracterizado por:

T
xAu-x“M-r-o (14)
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Al > 0 (15)
K42 - K, Au -E20 (16)
[K,AA -K, = BAu -f] .8k = 0 (17)

El sistema de ecuaciones: (16 - 17) puede
eesolverse de diferentes maneras. A continuacidm discu

tiremos algunos algoritmos que se mostraram eficientes enla
resolucidn del problema.

Algoritmo 1

Como la matriz de rigidez (elidstica) de la estructu-
ra, K, es positiva definida existe su inversa. Luego, 1la
Ec. 14 permite colocar Au en funcidén de AA (desde el punto
de vista mas matemitico lo anterior corresponde a realizar
primero la minimizacidn em Au, que es una minimizacidn sin
restricciones):

T

Au = X! (2 . Xy, &0 (18)

Sustituyendo este resultado en las Ecs. 15 - 17, a -
ribamos a la caracterizacion de la solucidn AX

AX 2 0 (19)
-1 T s -1

®, -k, K xh)a‘x- (£ +%, K"'F) = PAA - T30 (20)
[PAA=-T) . 8A= 0 (21)
© su equivalente:
min [,1, PAL . A - r.u] : (22)
AX 2 0

Bs decir, A\ minimiza un funcional cuadratico con

restricciones lineales (21) o, eaquivalentemente, es solu-
cidn del problema de complementaridad lineal (18 - 20).

Existen en la literatura gran variedad de algoritmos para
resolucién de este problema {7, 8]. Entre los llamados "mé
todos directos", es decir que alcanzan la solucién en un ng
mero finito de operaciones, hemos adoptado el método de LEN
KE [8]. S1 bien este metodo tiene la ventaja mencionada
de ser directo tenemos la dificultad de que la matriz P as

en general una matriz llema, dificultando su implementacion
computacional cuando se desean resolver problemas de porte.

Algoritmo 2

Una forma de avitar la dificuldad anterior es a tra
vés de técnicas iterativas para la resolucidn de (21), osu
squivalente (13 - 20). Entre estos algoritmos podemos ei
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tar por su simplicidad el método de Gauss-Seidel con proyec
cion y relajacion [7, 10], o métodos de Gradiente conjuga
do con proyeccion. Estos métodos no fueron usados por los
autores en el caso de plasticidad, mas es interesante Te
saltar que fueron aplicados con suceso en problemas de con
tacto [11], matematicamente equivalente al de plasticidad.

Algoritmo 3

Otra forma de evitar la dificuldad sefialada es, nue
vamente, utilizar técnicas iterativas para le minimizacién
en Au definida en (12), y métodos directos para ls minimji
zacion en Alprevista en la (13).

Para la minimizacion de F(Au) se utilizaron técnicas
tipo (Quasi~Newton. En particular fue implementado computa
cionalmente la forma vectorial del métode BFGS[10]. La de
terminacion del vector A = A\ (Au) que hace minima la ex
presgidn definida en (12), se obtiene a través de su carac
terizacion dada por (15 - 17). Recordando que la interpo
lacién adoptada para el campo Ales discontinua entre ele
mentos, estas ecuaciones son equivalentes a:

Para e = 1, 2,... nimero de elementos

A% 20 (23)
Ky A2 - K su® - £ 30 (24)
[x§AA‘ - x;u 8u® - £%) . AA% = 0 (25)

Luego, dentro de un procedimienta "elemento-por-ele-~
mento” se calcula AA® = AA€ (Au®) através del método de
LEMKE, es decir, estamos aplicando este procedimento a un
problema de orden (qe)? mucho menor que el problema de or
den (numeroc de elementos x q®)? definido en (21).

Una de las ventajas de este algoritmo consiste en que
problemas de porte pueden ser resueltos sin necesidad de re
currir a grandes computadoras. Ejemplos presentados en es
te trabajo fueron resueltos en una. miquina tipo IBM~-PC-XT,

(640 MB, clock 8 MHz, coprocesador matemitico y winchester
de 20 MB).

Por dltimo, en el Apéndice I presentamos ‘los pasos
computacionales que definea este algoritmo,

APLICACIONES NUMERICAS

Como ejemplo para mestrar la aplicabilidad del algo-
ritmo porpuesto, presentamos el caso de una viga empotrada
en una de sus extremidades y sometida & una carga concen-
trada em la otra extremidad. :
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El criterio de plastificacidn adoptado es el de Mises,
aproximado por 14 modos como indicado en [12] (figura 1).

FIGURA 1. Linealizacion con 14 modos del critério de Mises.

El elemento utilizado en este ejemplo es el tridngulo
de deformacion constante, es decir, los campos de despla
zamientos son interpolados linealmente dentro de cada ele-
mento. Los multiplicadores pldsticos asociados a los 14
modos son interpolados por funciones constantes en cada ele
mento siendo, por tanto, discontinuos entre elementos. (fI
guza 2).

Ug

FIGURA 2. Tridngulo de deforwacidn constants con incremen
tos de deformaciones plisticas constantes en ca
da elemento.

Los resultados obtenidos para uns malla de elamentos
tini:on como la indicada en la figura 3 (compuasta de 228
tridngulos con un totsl de 196 grados de libertad en daspls
samientos y 3192 multiplicadores pliasticos) son presentados
en las figuras 4 y 5. En la primera figura se comparam las
curvas "carga~desplasamiento del extremo cargado” teorica
y sproximada. 2a la Figura S se muestra la evolucién de
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la plastificacion para niveles crecxentes de carga

compa=-
randose con la solucidn teodrica.

FIGURA 3. Malla de elementos finitos utilizada. (196 gra
dos de liberdad en desplazamientos y 3192 multi
plicadores plasticos).

¢
1,2¢

/ — — -~ Malha onolisada
Tedrica -

Carga LP/M,
3
~

£

0 Ol 0Oz 03 04 05 08 07

Desplazamiento de la extremidad EIu/LMy

FIGURA 4. Curva carga-desplazamiento extrénidad cargada.
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FIGURA 5. Evolucidn de la region plastificada para dife-
rentes niveles de carga.

Para la solucidn del sistema no lineal de ecuaciones
fueron 1implementados el procedimiento Quasi-Newton deriva
do de la forma vectorial del método BFGS, con procura 1li-
neal por el método secante, Yy el procedimiento propuesto
por Crisfield {13]). En la Tabla ! presentamos una compa
racion entre ambos procedimientos. : -

Por iltimo es interessante observar que si bien
este tipo de eiemento exige una discretizacida muy refina
da para representar adecuadamente la fase eldstica, su com
portamiento en la fase plistica resulta bastante aceptable
aun para mallas pobres. - :




Tabla I - Resultados comparativos para la viga empotrada

Algoritmo rel

n::el Quasi - Newtom (BFGS) ferencia §3
carga Tolerancia (critério de convergéncia) en la bisqueda lineal
Le/N, -
0,8 0,1t 0,01 numero de
—— iteraciones
nimero de|nimero de|nimero de|nimero dejnimero de|nimero de|nimero de|nimero dejen u x nime
iteraciones levalusciones [iteraciones | evaluaciones] iteraciones| evaluaciones|iteracio- evaluaciojro de eva
en u [del residuo en u del residuo en u del residuo [nes en u {nes delfluaciones
residuo. ldel residuo
0,67 1 2 1 2 1 2 1 2 1
0,73 7 8 5 9 4 9 4 " 6
0,8 th 15 9 18 9 20 9 23 18
0,86 18 20 13 29 12 28 12 28 20
0,93 52 27 16 33 16 38 16 42 24
1,00 * 294 26 59 26 59 26 85 k%

* Mo convirgié ea 61 itersciones

% Mo convirgic en 151 iteraciones
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Apéndice - Procedimineto de solucion del sistema no-lineal.
El sistema de ecuaciones resultante de (12) es

Y(u) =0

donde

V(u) = 4 F (u) = Ku - K, X-F

con X dado por (22 - 24).

Para su resolucion se utiliza el método Qulsi-Newtoﬁ

u=u=+d

d =8 §

§ = H ylu)

donse s es calculado por um busqueda lineal y H actualiza
da por la formula BFGS en su forma producto:

H= (1 +wAv) H@A «+v e w)
con

d
W o= ;T?

s v.d, 1/2
W-) ]

Y s¥(w) - ¢(u)

v (-

A continuacion se muestra el procedimiento en una des
cripcion paso a paso

1. Inicializa

1.1 u=u® E® =x!
1.2 ¥ = y(u)
1.3 si ||¢¥ || € eterminar

1.4 6 = - HY

2. Calicular nueva aproximaciodn

2.1 Busqueda lineal: encontrar s tal que:
16 .9 (u + 88)] < EL'G <v(u)|

1.2 d = 8§

2.3 T =us+d

2.4 ¥ = y(u + d)
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3. Verificar convergencia
8i ||¥ || ¢ e terminar

4. Calcular nueves vectores v y w.
4.1 Yv.d = P.d - pud
4.2 wsesd [/ v.d

6.3 va (1l ¢+ V<-syd/79.)v-9
4.4 Almacenar en memoria secundaria

i
v +uv LAEdR

5. Calcular la nueva direccion de busqueda T = § § median
te los siguientes pasos

5.1 § = ;
5.2 Para j =i, (i=-1),..., 1,0 Tepetir

TaTaswl . D vl

5.3 T « -8"T
5.4 Para j =0, t,..., (i ~-1), i repetir
T e+ (vi .3 wi

6. Actualizar u =7 & = § Y= W y retornar al paso 2.




