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Se de.cribe el desarrollo de una formulacion variacio
nal cine.at1ca para el anilisis elastopli.tico con endure
cimiento por deformaci6n. E.te principio de minimo e. e.=
crito en termino. de incrementos de desplazamiento y multi
plicadores plasticos y es derivado de una formulacion en
velocidade. y tasa. de multiplicadore. pl.sticos utilizan
do concepto. de optimizacion. -

Son analizadas varia. alternativas para la resolucion
del problema discretizado. todas utilizando tecnicas de
programacion matemitica.

A variational formulation for the elastic-plastic ana
lysis in terms of finite increments of di.placements and
plastic multipliers is derived fro. a minimum principle for
velocities and rate. of plastic multipliers. by using
optimization concepts.

We disO:u•• some alternative proceelure. for the .olution
of the eli.creti.eel proble., usinl several mathe •• tical pr~
Ira•• inl technique ••



Eate trabalho deacribe el desarrollo de una formulacion
variacional cinematica para el analisia incremental elaato
pl.stico can endurecimiento par deformacion. Se muestra un
principia de minima para velocidades y tasas de multipli-
cadores plasticas que, diacretizado en el tiempo, produce
una formulacion variaeional para inerementos de desplaza-
mientos y multiplieadorea plaaticol. Elte principia ineor
para la impolicion de la admiaibilidad plaltiea de lalten
siones al final del palo de earga, asi como tambien 18 po=
sibilidad de descarga elastica local. Para el deaarrollo
de est:s principios variaeionales se utilizam eonceptos de
teoria'de optimizaeion.

Son analizadas dOl alternatival para la reaolueion del
problema disereto. En una de ellas se elimina la variable
desplazamiento obteniendose un problema de programaei6n
cuadratiea. La segunda alternativa eonailte en seguir un
procedimento de ealeulo iterativo en que para 'eada des
plazamiento se ealeulan 101 faetore. plaltieol resolviendo
problemas de programaeion euadratiea a nivel de 'cadaelemento
finito. Algunas caraeteristieas de eontinuidade y diferen
eiabilidade de eatos problema. Ion diseutidas jUltificando
la utilizaeion de Metoda. Quali-Newton combinadas can el
metoda de Lemke para programaeion euadratiea a nivel de ca
da elemento. Pinal.ente, lal formulaeionea preaentadaa aon
aplieadaa a plaeaa can entalhe traeeionada~ mostrando el
deaempeDo de estol algorit.os.

El eomportamiento de un gran numero de materiales elaa
to-plaatieo. can endureeimiento par deformaeion puede eol~
carse de la leguiente forma (1, 2):
f{T, w) ~ 0 (1)

D • De + DP (2)

De -1 t (3)• D

DP • fT ~ (4 )

i ~ 0 Lf • 0 (5)

si f. • 0: f. ~ 0 f. L • 0 (6)
J J J J

donde la funeion de flueneia (plaatiea) elta definida p~r
el campo vectorial m-dimenaional f. Ca4a eomponente fj ea
llamado "modo pl.stieo", que suponemoa regular 7 eonvexo
can reapeeto al campo de tensionea T 7 a la hiatoria de la
deformaeion plastice w.

El tenaor de elaatieidad • satiaface prop ie4ades de
aimetria y elipticidad~ permite 4efinir la parte elastica,
De, y la parte pl.atiea, DP, de la taaa de deformacion D.



_La ecuacion 4 dafine la tasa de deformacion plastica
DP a traves de la "ley asociativa" de la plasticidad. doude
fT representa el gradiente de f respecto a T.

Las relaciones de complementaridad lineal dadas p~r
las Ics. 1 y 5 establecen que solamente los componentes Aj
asociadas alas modos plasticos "activos" (.s decir f .• 0).
contribuyen en la definicion de la tasa de deformaciJn plas
tica. -

POl' ultimo la Ic. 6. caracteriza la posibilidad dedes
carga elastica.

La ecuacion constitutiva. dada pOl' las Ics. 1 - 6. es
tablece da maneira local. es.decir en cad a punto del cuer
po. la relacion que vincula T con D. En las secciones si-
guientes. mostramos la obtencion de una "ecuacion constitu
tiva global" em funcion de tazas 0 de incrementos finito~
en las variables cinematicas. desplazamientosy deformaciones.
La convexidad de esta ecuacion constitutivapermitira defi
nil' el problema del equilibria como el problema de minim!
zacion de un funcional convexo. uma vez diferenciable. -

La aplicacion del MEF (Metodo de los Elementos Fini
tos) reduzira el problema de optimizacion a um problema de
programacion matematica cuja solucion es discutida tambien
en este trabajo.

Como se demuestra en [2. 6]. el potencial elasto-plas
tico que nos permite de terminal' el campo T asociado al cam
po D. supues_to conocido el estado actual del cuerpo. dado
pOl' el estado de tension. T. el estado de deformacion. E.
y la historia del processo pl.stico. w (donde T y w son ta
les que f (T. w) (0) es:

tep (D) • inf j (D. i)
i

j (D. i) • fat. D.D da + fat (f~. fT+ h) ~.~ 4!- fa f~ E).i dB
hat-*" :~ as al operador asociado al enduracimieato pOl' defor
macion del material.



El potencial tep eB convexo y continuamente diferen
ciable uma vez en la variable D [5, 6], Y define el campoT asociado a D por las siquientes expresiones:

.1. I(D - fTl) eatep(D)

·teP(D*) - tep(D) ~ fa I(D

y donde 1 elta definido por
del infimo de j (D, 1) dada

1 e A+, J
a

f.l da • 0

D atraves de la caracterizacicin
por:

~ 1

1* e A+
+ h) 1 - f T I D • <1*- 1) da ) 0 f .*

f.A da • 0
a

Con el objetivo de obtener una relacicin constitutiva en
terminos de incrementos finitos de deformsf·cicin(6E), proc~
demos primeiro a eliminar de reltriccicin f.l da • Ohaa -
ciendo UIO de la tecnica de penalizacion. Obtenemol aai
[5,6]:

tep(D) • inf j (D,l)e . lEA+ e

je(D,l) • j (D,l) -1f f.l dS, £ > 0
e a

obviamente lb:P(D) .•.tep(D) para £ .•. 0+. Para .101 relpect.!.
VOl minimizantes, tambiem Be verifica que De .•.D. El fun
cional penalizado no el necelario, ni conveniente, para eT
calculo de talas de deforma,oel; lin embargo, haciendo
D~ AE/6t 126A/6t y tomando 6t • e, arribamos finalmente
a formulacion incremental que sigue, lacual present. ven-
tajal .que leran comentadaB a continuacion.

~ep(6E) • inf I (6E, AA) (7)
VAeA+

T(6E, 6A) • JS 1- I 6E .• AE dS + J S t (f; I fT + h)A:>..:A:>..dB-

- fa f; I AE.A:>..dS - fa l.A). da



a su equivalents:

rp(t.E*) _lep(IlE):<l f
B

• (t.E - fT t.l). (IlE*-IlE)dB (9)

que en el caso de funcion de plastificacion f formada por
modos plistice. "planos" (fT y fl constantes) se reduce a:

III ~ O. ft + Ilt C O. ft + Ilt • III • 0

De esta manera. la ecuacion constitutiva variacional incre
mental para el caso de materiales elasto-plisticos con en
durecimiento par deformacion caracterizados par funciones
de plastificacion "planas" garantiza el siguiente comporta
miento: -

i) al final del incremento. el estado de tension y de for
macion es plasticamente admisible. es decir ft+t.tC 0:-:-

ii) sol_nte los modos plasticos activos (al final del in-
cremento ([ff A].· 0) contribuyen en el incremento

+ •• t J
de deformacion plastica (Ill. ~ 0)

J

iii) para cada Il~ .xiste un unico IlA£A+ que minimiza
J(~. Ill),y que satisface i) e ii).-

Como veremos en esta seccion la convexidad del paten
cial ~ep permite colocar 81 modelo cinelBitico del analisis
incremental slasto pl.stico cOIIIOproblema de minima de un
funeioaal.

En efeeto, supue.to conocide el estado actual del
cuerpo <e. ~eelr cono~emol !. I. A). dado ua 1aete••ato
de eal:,& (caracteriaado por ua incremento de ears as de
euel:po Ab, definidas en B. de lup.rfiei. t.~.definida. en
3B parc ••• 1 contOl:nO 38) .1 m04elo cin.mitico del anili

a -



a) Sea cinemiticamente admilible con las reaericciones de
vinculo. Por ejemplo para el caso de condiciones homo
geneas de vinculo en aau tenemol que:
6u € V. {u; u Suf. regular, u • 0 en ~Su}

b) .buproduzca una clefor•••cion bE • VAu (donde V el el ope-
rador de ddo~.acio.) &loch.a por 18 ecu.acion constit~
tiva incre •• utal a un incr •• ento de tensiones 6T en
equilibrio con las cargas Aby 6a. Lo anterior Ie erpr~
sa matemiticamente de la 8iguiente forma:

fs AT.PvdB • f
s

Ab. v dB + J Aa.v DB ¥v € VaBa

A'A £: A+

f B ~fi I fT + h) AA - f~ I VAu - ~ •(A)..'"- A)..)dB :ll 0 I,lA)..'"€ A+

Recordando la convexidad del potenc i~l 4>e
p, Ec. 9. el probl~

ma puede ree8cribile de maneira compacta como:

Determinar Au € V tal que:

~p (Vv) - .iep(VAu) ;,.J"Ab.(V•.Au)dB +f Aa.(v-Au)daS I,lV€V
B aBa

o reordenando terminos:

F(v) .;,:lep(Vv)- J Ab.vdB - J. lla.vdas~ ~P(VAu) -
B aSa

J Ab ..6u ·dB - J Aa.Au das • F (Au) \1 v E: V
B aBa

es decir Au m1.n1.m1.zaF enV. De esta manera el modelo
cinemat~co del analisis incremental elasto-pla8tico se re-
duce al siguiente problema de opti~o:

inf F(v)
V€V

donde F fue definido en la expression anterior y 4>ep fu'
definido en las Ecs. 7 - 8.'



La aproxiaacion par el KBF del problema de optimizacian
dado par (11), consiste en redefinirlo en espacios dedime~
lion fini ta.

Para simplifiear nuestra pr.sentacion nos limitaremos
al caso de cuerpos tridimensionales a estados planas de
tension, defor.acion a de si.etria de revolucion. En to-
dos estos casas se verifica que:

v • (B1(8»n, n • 2, (estados planas y de revolucion), 3
(cuerpos tridimensionales)

A+ e (LI (8»a, a es el nu.ero de aodos plasticos.

De la observacion anterior se sigue que la interpola-
Clan a ser adoptada para los ca.pos ~u debe ser tal que
garantice la continuidad de este ca.po en todo 8 pudiendo
sus derivadas ser discontinuas entre ele.entos. Para el
campo ~Xla interpolacion a ser adoptada deb era garantizar
la positividad de este ca.po en todo 8, siendo discontinua
entre elementos.

Par ultimo. 10. espacios de aproximacion para 10. cam
pas ~u y ~A no pueden ser total.ente independiente.. E~
efecto en estructura. donde exiata la posibilidade decola~
so plastico, estos espaciol de aproxiaacion deberan rela
cionarse a traves de la compatibilidad de deformacionea
puramente plasticas:

Luego la interpolacion en ~ debera ser capaz de repre
sentar una deformacion cinematica sin por esto destruir laa
caracteristicas del esp.cio de ap.oxiaacion para ~u.-

8i design.mos con:

~ueKn Vector conteniendo los incrementos de desplazanien-
tos doe todos los Dudas ele 1. p.rticion de elementos
finitos adoptaela.

~ue restriccion de ~u a nivel del eleaento finito "e".-

~A£Kq Vector contenienelo 10. incre.entos ele aultiplicaelo
res plisticos aeloptados para 1. interpolacion de ee
te campo en toda la .structura. -

~Ae restriccion de 6A a nivel del elem.nto finito "e".-



e lI.e
.eI e lI.e• lI.u•• ro de "Iradol de liberud" ellU • ui"i.1 i de.pla.a.iellto. del ele.ellto "en.

.e • fUllcioll de iaterpolacioll ell el elei .eato "e" •• oci.d •• 1 Ir.40 de IIbert.d "in ea delpla ••• iellto••

fl>.e~f e & & e allilol01 • 11; .~ para el de~1 fl>.p , ''''1· ca.po
i.1 aultiplic.40rel pi.tico ••

La IUltitucioa de e.ta aproxi •• cioll.ea 1. (11) coad~
ce .1 li,uieat& proble •• de ,rolraaacioa •• teaitic.:

.ill FUu)
flu t •.a

eloaele:

F (u) • flA..~n 0 [lUu • &. + l~t.A.AA- ~>.u&..t.A-'.t.A] - P.&.

(13)

Lal aatrice. ~. ~l • ~). .7 101 .ectore. f 7 F 10D
cODltruidol a partir det eillaible. (ulual del KEf). de la.
corre.poDdieatel .atrice. 7 .etore •• ai.el .& ca.a .1e.e~
to:

k~il·[fse f; .'.j .tidS; i. 1.2 •••• '·; j. 1.2 •••• Ile]

fe • [fse f.ti d8. i • 1. 2 •••• cae]

T~ Au - ~h t.A - r • 0



t.). ~ 0

lCA'U - K).u bou- l ~ 0

[lCAboA- KAu bou- f) • boA • 0

(15)

(16)

11 .iat... de .cu.eion ••, (14 - 17) puede
.e.olver.e d. dif.r.nt •••• n.r.a. A continu.cion di.cu
tir ••o. algunos .lgoritao. que .e .o.tr.r •• efici.nte. eal.
r••olucion del probl ••••
Alsorit.o 1

Co.o 1••• tri. d. rilid •• (.li.tic.) d. 1••• tructu-
r., K, •• po.iti •• d.finid •• xi.t •• u in•• r... LU.IO, 1.
Bc. 14 p.rait. coloc.r bou .n funcion d. boA (d•• d. el punto
de .i.t ••••• ate •• tico 10 .nt.rior corre.pond. a reali.ar
pri.ero 1•• ini.i.acion ea bou, que e. una .iniai.acion .in
r•• triceion •• ):

5~.tituyendo eate re.ult.do en 1•• Be •• 15 - 17, a -
rib ••o•• la car.cteri ••cion de la .olucion boA
boA ~ 0 (19)
(lCA - !tAu K-1 Kiu) 6). - (f + ICAU It -1,) • Pl.A - r ~0 (20)

.in [i Pl.>'•boA - r.l.~
boA ~ 0

I. decir, 6A .ini.i.. un funcion.l cu.dritico con
re.triecione. lin •• le. (21) 0, equiv.lente.ente, e. .olu-
cion del probl ••• d. co.p1e.ent.rid.d 1in •• l (18 - 20).
Ixi.ten .n 1. 1iter.tur. gr.n varied.d d•• lgorit.o. p.ra
re.olueion d. e.te proble.a [7, 8]. Entre 10. l1_do. "me
tod08 directo.", e. deeir que aleanzan la 80lueion en un nu
mero finico d. operaeione., he.o. adopt.do e1 _todo de Liii
ICE [8). 5i bi.n •• te •• todo tiene 1••• ntaja mencion.d.
d•• er directo tenemos 1a dificultad de que 1. matriz P ••
en general una •• tri. llena, difieultando.u u.l~~ion
computacional cuando .e d•••• n r••olver probl •••• d.port ••

Un. for•• d•• vit.r 1. diliculdad .nterior ••• tr~
v•• de tecnica. iter.ti ••• par. 1. resolucioD de (21), o.u
equivalente (1' - 20). latre e.coa alloricao. pod ••o. c!



tar por su simplicidad el metodo de Gauss-Seidel con proyec
cion y relajacion [7, 10], 0 metodos de Gradiente conjuga
do con proyeccion. Estos metodoa no fueron usados por 10s
autores en el casode plasticidad, mas es interesante re
saltar que fueron aplicados con suceso en problemas de con
tacto [11], matematicamente equivalente al de plaaticidad7

Otra forma de evitar la dificuldad senalada es, nue
vamente, utilizar tecnicas iterativas para la.minimizacion
en ~u definida en (12). y metodoa directos para la minimi
zacion en ~Aprevista en la (13). -

Para la miniaizacion de F(~u) ae utilizaron tecnicas
tipo (Quasi-Bevton. En particular fue impl.mentado computa
cionalmente la forma vectorial del metodo BFGS[IO]. La de
terainacion del vector ~A. ~A (~u) que hace minima la ex
presaion definida en (12), ae obtiene a travea de su carae
terizacion dada par (15 - 17). Recordando que la interpo
lacion adoptada para el campo ~Aea discontinua entre ele
mentos, eatas ecuacionea son equivalentea a:

Luego, dentro de un procediaientQ "elemento-por-ele-
aentb" ae calcula ~Ae • ~Ae (~ue) atravea del metodo de
LEK~E, ea decir, eatamoa aplicando eate procedimento a un
problema de orden (qe)1 mucho menor que el problema de or
den (numero de elementoa x qe)1 definido en (21).

Una de laa ventajaa de eate algoritmo conaiste en que
problemaa de porte pueden aer resuel~os ain neceaidad de re
currir a grande. computadora~ Ejemploa preaentadoa en ea
te trabajo fueron reaueltoa en una.m.quina tipo IBH-PC-XT7
(640 HB, clock 8 HBz. coproceaador aateaitico y winchester
de 20 HB).

Por ultimo. en el Apendice I preaentamoa
computacionalea que define. eate algoritmo.

Como ejemplo para m.atrar la aplicabilidsd del algo-
rit.o porpue.to. preleutaaol al ~alo 4. una viaa .apotr&da
en una de aua extre.idade. 1so.etida a una carla concen-
trada e. la otra extre.idad.



&1 criterio de pla.dUcacion adoptado •• d de ~.e ••
aproxi.ado por 14 .odo. co.o indicado en [12] (filura 1).

11 ele.ento utilhado en a.te aje.plo a. d triinlulo
de dafor.acion con.tante. e. decir. 10. ca.po. de de.pla
za.iento •• on interpolado. lineal.ente dentro de cad a ale=
.ento. Lo •• ultiplicadore. pl •• tico. a.ociado. a 10. 14
.odo •• on interpolado. por funcione. con.tanta. en cada ele
.ento .iendo. por tanto. di.continuo. entre ele.ento •• (ft
Iura 2). -

L
x

FIGUaA 2. Trian,ulo da dafor.acion con.tante con incre.en
to. da dafor.aciona. pl•• tica. con.t.nte. en c~
da ale.anco.

Lo. r••ultado. obtanido. para una .alla d. al••• nto.
finito. co.o la indicada en la filura 3 (co.pue.ea de 211
triiDlulol COD un total d. 196 ,rldo. d. liblrtld Ind ••,ll
aa.ieDto. 1 3192 .u1tip1icadore. p1'.tico.) .on pr••entadoi
.n 1.. U.ur •• 4 1 S. ID1. p&'i••u U.ur •• e cOllpar_ la.
cur••• "c.r •••••• 'l •••• i.DCO d.1 extr ••o c.r,.do" c.oric.
1 .'roxi..... III la riaura 5 ••• u.'Cr. la ••olucioll d.



la plastificacion para niveles crecientes de carga
randose con 1a solucion teorica.

D f

FIGURA 3. Malla de elementos finitos utilizada. (196 gra
dos de liberdad en desplazamientos y 3192 multI
plicadores plasticos) •

•• 0,8
:lEn:
..J 0,6
oeo
o
u 0,4

____ Malha onaIitocIa
___ Te6rica .

o 0,1 0,2 0,3 0,4 o;s 0,6 0,7
Desplazamiento de la extremidad Elu/L~
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~A96~=======i~-1~~=======
FIGURA 5. Evolucion de la reg Lon plastificada para dife-

rentes niveles de carga.

Para la solucion del sistema no lineal de ecuaciones
fueron implecentados el procedimiento Quasi-Newton deriva
do de la forma vectorial del metodo BFGS. con procura li~
neal por el metodo secante. y el procedimiento propuesto
por Crisfield [13]. En la Tabla 1 presentamos una compa
racion entre ambos procedimientos. -

Por ~ltimo es interessante o~servar que si bien
este tipo de elemento exige una discretizacion muy refina
da para representar adecuadamente la faseelistica. su co;
portamiento en la fase plistica resulta bastante aceptable
aun para mallas pobres. .



nive1
cle

carlaL.'H.,
AlgoritlllO.!,f'ferencia .3,

nUMro de
iteraciones

nu.ero de nliMro ch en u & nUM
iteracio- evaluacio ro de eva
nes en u nes del luaciones

residua del residuo

D•• ero d. Duaero de DU •• rO de nu.ero de nu.ero de nu.ero de
iteraci•••• Ival..-:i••••·teraei_. eva1uacionel iteraciones evaluacione.

ea_ ••1 re.icluo en u _I reeiduo en u chi reeicluo

0.61 1 2 1 2 1 2

0.13 1 8 5 9 4 9
0.1 14 IS 9 18 9 20
0.16 II 20 13 29 12 28
0.93 52 211 16 33 16 38
1.00 • 294 26 59 26 59

. .0 eo.virlio •• 61 itereeio •••. .0 convirlio .n 151iteracion ••
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ljI(u)- lJ.F (u) - Ku - KUA X - F
con X dado por (22 - 24).

donse s es calculado por um busqueda lineal y H aetualiza
da por la formula BFGS en su forma produeto:

I X.d) 1/2 1/1
ljI.d

X -ljI(v)- ljI(u)
A continuaeion Ie muestra el procadiaiento en una des

cripe ion paso a paso

1.1 0 HO -1u - u - It
1.2 1/1- ljI(u)
1.3 Ii 111/1II c £ terainar
1.4 6 - - HljI

2. Calcular nueva aproxiaacion
2.1 Busqueda lineal: encontrar I tal que:

16 • ljI(u + 86)1 < ~16.1/I(u)1
2.2 d • ,6
2.3 1i • u + d
2.4 1/1• ,(u + d)



5. Calcular la nueva direccion de bu.queda ~ • i W median
te 10. siguiente. pa.o.

5.4 Para j • 0, 1, .•• , (i - 1), i repetir
! ·! + (vi .~) wi


