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Se desarrolla un modele para tratar problemas de extrusion cons ide
rando al material que se extruve como un fluido viscoso no Newtoniano.-
El modele incluye un artifici~ para simular la friccion contra las su-
perficies de trabajo.

A model to deal with extrusion processes, where the material being
extruded is taken as a viscous non-Newtonian fluid, is developed. The
model includes a device to handle boundary friction.



En los procesos de conformacion plastica de los metales tienen lu-
gar grandes deformaciones, de manera que la formulacion del equilibrio
que se adopte debe ser capaz de reproducir esta situacion.

Considerando los distintos procesos, es posible agruparlos en pro-
cesos discontinuos, como la forja y el embutido, donde se requiere cono
cer el valor del desplazamiento para cada punta del material en cada pa
so de la deformacion, y procesos continuos 0 cuasi-continuos, donde se-
caracteriza el proceso, al menos durante una gran parte de el, mediante
un campo de velocidades. Es el caso de la laminacion 0 de la extrusion.

[n el primer caso se utiliza la formulacion de Lagrange, ya sea to
tal 0 actualizada para plantear el equilibrio, mientras que en el seg~
do se aplica la formulacion de Euler. Esto es aS1 por ser cada una mas-
sencilla de aplicar en el respectivo problema, pero cualquier formula-
cion puede resolver el otro caso, mediante una derivacion 0 integracion
con respecto al tiempo, segun corresponda.

En este trabajo, que se basa en uno de Zienkiewicz y otros [1] se
aplica la formulacion de Euler, para resolver problemas de extrusion.

En primer lugar se desarrollara el tratamiento del metal en estado
plastico como un fluido viscoso no newtoniano, obteniendo la expresion
de la viscosidad en terminos de las velocidades de deformacion. Por ser
grandes las deformaciones se desprecian las elasticas frente alas plas
ticas. Al hacer el desarrollo del problema de mecanica de fluidos sedes
precian terminos dinamicos, por tratarse de un movimiento muy lento (so
lucion de Stokes, que equivale a suponer densidad nula, en las ecuacio-=-
nes de Navier-Stokes). Tambien se considera estado estacionario y flujo
isotermico. Luego se tratan las condiciones de contorno, con un modele
para incluir la friccion, y finalmente se muestran algunos ejemplos,
confrontados con otros resultados de la literatura.

A partir de la relacion constitutiva para materiales viscoplasticos,
dada por Perzyna [2]

y<¢(F» a~~.
1.J

F .• F(Oij ,T , Eij)

define una superficie de fluencia, y
Q •• Q (0 ij , T , E ij)

<¢(F»
<¢(F»

¢(F)

o
si F" 0
si F < 0



En el caso general (flujo no asociado), F y Q son funciones distin-
tas, pero en la gran mayor1a de los casos, el flujo es asociado y esas
dos funciones son coincidentes y, en el caso del flujo de yon Mises,
tambien muy general, dependen del segundo invariante del tensor desvia-
dor de tensiones J2 :

s .. = 0.. - 6 .. a - 0.. + 6 .. p
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Y la tension de fluencia:

La dependencia de la tension de fluencia respecto de la tension media
am es despreciable en la mayor1a de los casos, pero en este caso sera
util para considerar la friccion, como luego se vera.

En estas condiciones, la relacion constitutiva queda
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2
que, comparada con la de un fludio viscoso,

• 1
Eij = 2lJ Sij
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Elevando (10) al cuadrado y sumando para los
J
2
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Interesa expresar la viscosidad en terminos de las deformaciones.
Para ello, reemplazando (12) en (11) y adoptando para la funcion ¢ una
ley potencial (que es suficientemente general)

se llega a la expresion deseada para la viscosidad:
a +[~/(y/~)ll/n

lJ = _Y • _

13~



Coma casos particulares eatan contenidoa el material plistico ideal, ~
ciendo y ~ • , y la fluencia viscosa (creep) colocando 0 • 0 .

Y

La dependencia de la viscosidad con la velocidad de defonaaci6D e-
fectiva, as! como su comparaci6n con el fluido Newtoniano eatin indica-
das en la Figura 1.

Fig. 1. Relaciones entre la tension (0), la viscosidad (~) y la yeloci-
dad de deform4cion <i).

Como para valores de £ muy pequenos la viscosidad tiende a infi-
nito deberi adoptarse un valor l!mite que corresponder! al deaplaz •• i~
to CO~ cuerpo r{giclo.

Para obtener las expresionea
de los trabajos virtualea:
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donde el 1~ termin~ corresponde alas fuerzas internas, el se&undo a laa
externas por unidad de masa y el tercero alas ejercidas a tray's de la
superficie rt, que es la porcion del contorno donde est •• fuerzas ea-
tan especificadas.

lncluyendo la condicion de incompresibilidad
r. • £ .. • 0v 1.1.

y la relacion conatitutiva (10), queda el aistema a diacretizar:
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La segunda ecuaClon de las (18) indica que el trabajo es nulo para cual-
qui",r variacian de presion, yaqui queda dicha presion actuando como rnul-
tiplicador de Lagrange.

Para la discretizacion se utiliza un elemento de 9 nodos para las
ve10cidades y 4 para la presion, isoparametrico.

Cuando de (18) se desprecian 10s terminos dinarnicos queda 1a ecua-
cion matcicial

donde la viscosidad IJ aparece como factor comun en lodos los terrninos
de la matriz ~o • y es 10 que introduce 1a no linea1idad a1 problema.

A 1a fecha de esta presentacion el sistema 5e resue1ve por itera-
ciones sucesivas ca1culando, dentro de cada iteracian la viscosidad pa-
ra cada punto de Gauss. a partir de la solucian anterior y con ella se
construye 1a nueva matriz de rigidez que sirve para hal1ar 1a nueva 50-
lucion. Can este esquema la convergenciaes 1enta y por eso esta en de-
sarrollo un esquema de solucion por Newton Raphson. Tiene la particula-
ridad de que, por ser 1a viscosidad un factor comun de toda la matriz
~o ' siendo el resto de 10s terminos s610 factores geomEtricos

para calcu1ar la matriz tangente solo hay que hal1ar la derivada de 1a
viscosidad respecto de cada uno de 10s grados de libertad:

Se fijan las ve10cidades en e1 contorno y la presion al menos en
un punto. De esta manera es posib1e modelar el caso de des1izamiento pu
ro (sin friccion) y e1 caso sin deslizamiento. Para tener en cuenta la-



friccion entre el material y las superficies de trabajo se dispone una
hilera delgada de elementos (Fig. 2) cuyos bordes exteriores estan fij~
dos en sus dos velocidades, y cuya tension de fluencia es variable con
la tension media 0 sea con la presion en cada punto:

0' - ap --0 0 asap < .y)y \I
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Para evaluar el funcionamiento del modelo se reprodujeron ejemplos
recogidos en las referencias (ll y (3l, que a su vez estan confrontados
con la teor!a de la lrnea de deslizamiento (slip line) en loa casos en
que 'sta es aplicable, a saber, estado plano de deformaci6n y condicio-
nes de contorno sin friccion. En laa figuras 3 a 6 estan reproducidos la
malla de elementos finitos y el campo de velocidades de cada uno de ellos
y la comparacion de resultados se recoge en las tablas I y II. discrimi-
nando extrusion directa 0 inversa. caso plano 0 axisimetrico, relscion
de extrusion (ER) y condiciones de contorno, indicsdas por medio del co-
eficiente de friccion a, siendo a- 0 para el caso sin friccion y
a + m para el caso sin deslizamiento. La comparaciOn se haee en base a
la presion de extrusiOn. adimensionalizada con la tension de flueneia.

Se observa, con respecto al trabajo de Zienkiewicz y otros (ll. y
a otros resultados, para e1 caso sin friceion una mayor aproximacion a
la solucion teorica, mientras que e1 considerar 1a friccion 10s resu1ta
dos son superiores a 10s alcanzados en [1], mostrando una mayor sensibT
1idad del mode10 a las condiciones de contorno. Se estilla que estas dif~
rencias se deben a haber considerado elementos de nueve nodos en lugar
de ocho, a haber calculado una viscosidad- y una tension de fluencia pa-
ra los elementos de friccion- por cada punto de Gauss y no por cada ele-
mento, como en (ll. Por ultimo. para los desplazamientos de cuerpo r!gi-
do (velocidad de deformacion muy pequenas), debe adoptarse una viscosi-
dad maxima, pues esta tiende a infinito en esta situaci6n. Este valor 6
afeeta a la solud6n y para estos ejellplosfuede (13/3)'105 y (/!/3)·lO.
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Extrusion Directa Inv. I
G IAxi'im'"i'~P/k ; k =
..JI.. Plano
IJ

ER = 21 II
ER'" 3 ER'" 13,33 ':R=2,63

Coef. de fricci6n l (x = o a = 0 a=O.l a=0.3 a -+ (11 0 = o a = 0 Ct = 0

Ejemplo N~ 1 2 2 2 2 3 3 4

Slip line 2.6 3.425 - - - - - -
Experimental [1 J - - - - - - 8.660 -
Zicnkiewicz et al.1 lJ 2.704 3.700 4.186 - 4.537 - 7.486 5.825

Cjemplo 2.683 3.495 4.607 4.989 5.147 6.976 7.498 5.317

r-._-

Autor P/k

Pacheco (L/P y Penalidad) 2.8

Oi'iate(Penalidad) 2.9

Bianchi [, Sheppard /..724

Ejemplo 1 2.683

Slip line 2.6

Se ha reproducido un modelo para simular la extrusion en estado es-
tacionario e isotermico, con un esquema sencillo para tener en cuenta la
friccion, aplicable a problemas pIanos y axisimetricos.

A partir de aqu1 y c.lelas exigencias para tratar casos mas comple-
jos surgen como proximos desarrollos a encarar el considerar pasos suce
sivos en la deformacion de manera de poder hallar por integracion la d;
formacion total. y aS1 por ejemplo, considerar el endurecimiento por de
formacion; l'osibilidad c.leactualizar y regenerar la malla acompanando :;:
la deformacion; introducir eJ acoplamiento termico, considerando el ca-
lentamiento que tiene lugar por la deformacion y a su vez la variac ion
en las propiedades frsicas del material en funcion de la temperatura.
rambien la recuperacion elastica es de gran interes para la modelacion
completa del proceso para conocer la forma final del material y las te~
siones residuales. Por ultimo, todo este analisis es facilmente aplica-
ble a problemas de laminacion, mediante un tratamiento adecuado de las
condiciones de contorno.
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