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RESUMEN

La solucidn de problemas estacionarios de control
6ptimo de difusiones se reduce a resolver ecuaciones
elipticag no lineales.

En este trabajo se soluciona un caso bidimensional por
medio de una aplicacién especial del método de los
elementos finitos, mostrando los resultados obtenidos de la
funcibn costo 6ptimo, de las polfticas en realimentacién y
de las trayectoriag del sistema.

ABSTRACT

The optimal control of difussion processes depends on
the solution of non-linear partial differential equations
of elliptic type.

In this paper we apply a new method (using finite
elements) to the solution of a bidimensional problem. We
show the results obtained for the optimal cost function,

the optimal feedback policies and the trayectories of the
system.
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INTRODUCCION

En [1] hemous presentado una metodologia para calcular
la funcidén de costo 6ptimo y las politicas Optimas en
realimentacidn de problemas de control deterministicos
donde Intervienen controles continuos, impulsgionales y
tiempos de detencién. En [2] se ha extendido esta técnica
al casu estocdstico del control de difusiones continuas. En
este trabajo presentamos una aplicacién a un prublema donde
el estado del sistema es bidimensional y en el que puede
gobernarse simultineamente el término de difusi6tn y el
drift.

El problema ew golucionado numéricamente introduciendo
l,@

aproximaciones del egpacio funcional W () por mediu de
elementos finitos lineales y esquemas especiales de discre-—
tizacidn para las derivadas parciales de orden 1 Yy 2 gque
permiten verificar un principiv de miximo discreto (PMD).
En virtud de esta propiedad, el problema discretizado tiene
soluciébn (Gnica y puede ser calculado con un algoritmo
iterativo de tipo relajacién.

Mogtraremos los resultados obtenidos para la funcidn
de costo 6ptimo, la estructura de las polfiticas (sub-—
6ptimas) en realimentacién y (por simulacién) la evolucibn
del sistema bajo estas polfticas.

DESCRIPCION DEL PROBLEMA

Se considera un proceso sometido a la d4ccidn de
perturbaciones aleatorias, cuyas cardcteristicas
probabilisticas estan dadas por la filtracién cumpleta

(., P,F,F(t)) (1

Las variables de estado del sgistema satisfacen la
siguiente ecuacibén diferencias estocistica:

dy(t)=f(y(t),u(t)) dt + s(u(t)) dw(t) (2)
y{0)=x (3)

siendo
w(t) un proceso de Wievner (bidimensional)
F(t) medible

3
u(t) es el control (prugresivamente medible) aplicado (u€R
en el problema counsiderado).

Se deswea vptimizar el funcional:
T ~-as -aT
Jx,uC.=E(J(y(8).u(s)s @ ds + e Fiy(T))) (é)
0

donde T es ¢l tiempo de salida del dominio Q de las trayec-—
torias del sistema.




T
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Definiendo la funcidn de costo OGptimo
vixX)=inf{(J{x,u(.))/ult)EU, u(t) es F(t) medible} (5

puede demostrarse que la soluciébn del problema de optimiza—
cién se reduce a hallar la funcidén v. Esta funcién es la
solucién de la wvcuacidén de Hamilton—Jacobi-Bellman asociada
(ver [37, [4]):

min {(L(u) v + 1(y,u)/ uéU} = 0 en Q (6)

con condiciones de frontera:

v = F en 2Q (7
donde el operador L tiene la forma

2 2
L{u)w = 1/2 a{u). Dw + Dw. f(x,u) — a w (8)

2

siendo D el laplaciano y D el gradiente respectivamente de
la funcién w.

La funcién v puede ser caracterizada asimismo como
solucién del siguiente problema auxiliar de optimizacidn
(ver [5], [13, [6]):

Problema auxiliar: Determinar el elemento miaximo del
con junto W.

Siendo
1,@
Vo= (weW  (Q)/ L w+ 130 enD*CQ) ¥ ull, wix) ¢ F(x)

¥ x6 Q) (9
y considerando en W el orden parcial natural
wEH <=0 wlx)EW(x) ¥ x€Q (10)

Resolvemos aqul este problema por discretizacién , haciendo
ugu del método de los elementos finitos. La presentacién
preliminar del método aplicado esti contenida en [2].

DISCRETIZACION DEL PROBLEMA DE CALCULO DE LA FUNCION
DE COSTO OPTIMO

Elementos de la discretizacion:

I) Discretizacién del dominio Q.
En  general el conjunto Q es aproximado por una unidn
h

de tridngulos Q , que e¢n nuestro caso coincide con Q, va
que utilizamous un Q poligounal.
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I1) Discretizacién de W.
La discretizacién de W se realiza por medio de
elementos finitos lineales, dufiniendo

h h h
W =(w :Q —>R/8e verifica el conjunto de hipdtesis A} (1l1)

h h 1
} al) En cada tridngulo T de Q , w &P (funciodn
i
| afin).
I
h h
1 a2) w 6 C(Q ).
A i
h
| a3) w (x J4F(x ) ¥ x 6 d9Q (x , nudo de la trian-
J J J J
i gulacién).
|
h h
| a4) L w+ 1 »0 ¥ x § 2Q (x nodo de la trian-—
J J
| gulacién).
h
L es8 una discretizacién del operador que satisface un

h

principio de mlximo discreto. L se calcula de la siguiente
forma:

h h h h h h
2?(—w (x Y+w (a ))1 /2p

i J J 3
h h 2 J
L w=s8 /2. +
h h
2 1/6C1 p )
J JJ
h h h h h
(w (b )=w (x NIIf(x ,u)ll
i i i
h h
+ - aw (x ) (12)
i
h h

lIx -b {1
i i
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glendo a , b , 1, p, los parémetros mostrados en la

figura 1.

Figura 1

El primer término de la derecha de (12) constituye una
discretizaciébn del laplaciano y el segundo una discretiza-
cibén del gradiente.

Transformando la restriccidén (a4) (haciendo usu de
(l1)) se obtiene:

h h h h h h 2 h
wo(x X$min(f(x ,u)+ 2w (a )1 8 /(4p g) +
i i J J J J
u€yu
h h h h h
+ w (b )IIf(x ,udli/tix ~b }i).
i i i i
h h h h 2 h -1
Karl 1 E(x ,wI/1Ix =b |1+ 21 8 J4gp ) (13)
i i i J J J
siendo
h h
g= 5 1/6 1 p (14)
3 Jj

h b
Si 1llamamos M (w ) al término de la derecha de (13),
i
h
las restricciones que definen W quedan escritas en forma
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compacta:
h h h h h
w (x )¢M (w ) ¥V x¢d2Q (15)
i i
h h h h
w (x )SF(x ) ¥ x62q (16)
i i

El operador M tiene las siguientes propiedades:

* Monotonf{a:

h h h h h h
w oW == M (w ) M (&) (17
i i
* Caracter local:
h h h hn
El valor M (w ) depende sblo de los valores w (x )
i J
h h
para x “vecinos”" de x .
J i

* Contraccién:
Eg decir, existe c<l tal que
h h h h h h h
IM (w ) = M (W ) € c maxlw (x ) - #(x )| (18)
i i i i i
III) Discretizacién del problema auxiliar.

Definimos el problema discreto:

h
Hallar el elemento méximo del conjunto W .
h
Observacién: En W se considera el orden parcial
h h h h h h h h
natural: w { W <==> w (x ) ¢ ¥ (x ) ¥ x nodo de Q .
i i i
h

En virtud de las propiedades del operador M » puede
probarse el siguiente:

Teorema 1:
h

Existe Gnica solucién v del problema auxiliar
discreto, caracterizado por:

h h h h h
v (x ) = F(x ) ¥ x 63 (19
i i i
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h h h h h h
vix ) sM(v) ¥ x 8 2Q (20)
3 i i
h
Para computar v se hace uso del siguiente algoritmo:
Alg 1:
Paso 0: Generar un valor inicial v .
0
Paso 1: n=]
h
Pagso 2: Calcular v = M (v )
n n-1
Paso 3: Sf v = v » parar; sino, hacer n=n+l e ir al
n n-1
paso 2.
h
El operador M esté definido por:
h h h h h h
M (w )] =M (w) si x & °9Q
i i i
h h h h
M (w )] = F(x ) si x & 2Q (21)
i i i

En virtud de (18) se deduce inmediatamente:

Teorema 2:

Alg 1 finallza en un nGmero finito de pasos brindando

h
el evlemento v o0 genera una sucesién v convergente hacila
n
h
v en la norma:
h h h h
v — v || = max{lv (x )~v (x )|/ i=1,i } (22)
n i n § fKax
siendo | la cantidad total de nodos.
nax
Observacibn:
h h

Sl se elige v QW , la sucesidén v 6V y ademis
0 n
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h
v §v v (v
0 n-1 n

Observacién

Alg 1 tiene la forma de un algoritmo iterativo de
relajacién, de tipo Jacobi, admitiendo en consecuencia la
aplicacién de técnicas de paralelizacién. Sin embargo,
aplicado & un ordenador comGn, tiene una velocidad de
convergencia més lenta que el siguiente algoritmo, modifi-
cacién de tipo "Gauss—Seidel” de Alg 1.

Alg 2
Paso 0: Generar un valor lInicial v
0
h
Paso 1: n=l, w =v
n
Paso 2: {=]
h h h
Paso 3: w =M (w )]
i i 1
h
Paso 4: g i={ » hacer n=n+l, v =w e ir al paso 5.
max n
Paso 5: #i v =v s, parar; sino, ir al pasov 2.
n n-l
Observacién:

El teorema 2 es asimismo vilido si se reemplaza en su
enunciado Alg 1 por Alg 2.

Observacién:

Tanto Alg 1 como Alg 2 pueden emplear el caracter
local del operador M para resolver problemas de grandes
dimensiones, teniendo en la memoria central del ordenador

h h
#6lo la informacién local necesaria para calcular M (w ).

i
CONVERGENCIA

En [2] se demuestra la convergencia de v —=> v en la
h
0
topologf{a de C , cuando h --> 0.

EJEMPLO DE APLICACION
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Q= (-1,1] x {-1,1]
Ecudcibn dindmica del sistema:

dx =(u — x ) dt + 1/(1+410 u ) dw
1 1 1 3

dx =(u - x ) dt + 1/(1+10 u ) dw
2 2 2 3

Costo instanténeo:

2 2 2 -3 2 -3
1=-1000+100 x +100 x +(1,1- x ) +(1l,1-x ) +
1 2 1 2
2 2 2
+(u + u )/100 +100(u +(3 u ) )
1 2 3 3

Costo final:
F = 10

a = 10

Gr&fico de discretizacidén de Q:

NN

1/

Valores admisibles de u : [-1,1] x [-1,1] x [0.1]




Discretizacidén de
Discretizacién de

Discretizacidn de

GRAFICOS DE LOS
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u ("1.0.1)
1

u: (-1,0,1)
2

u : (0.0,0.25,0.5,0.75,1.0)
3

VALORES OBTENIDOS PARA V

MAXINO = +.10@E+@2

HININO = -.555E+@2

v
\ /
; — /
0] 4.5 /'
\ /
\ /
/
/
Valores de V en x1=0.75
MAXING - ¢, 190E+Q2 BININO - -.753E+@2
v
A /

. ‘ /

Valores de V en x1=0.50
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i

MXING = +.1GaE+ 82

RINING - -.833E+@2

Lo /

Valores de V en x1=0.25

MAXINO - ¢, 109E+@2

RININO - -.854Ee@2

4.5

Valores de V en x1=0.00
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SIMULACION DE LAS TRAYECTORIAS SUBGPTIMAS

Las

trayectoriass se obtuvieron integrando en forma apro-
ximada la ecuacién diferencial estocéstica (2) haciendo uso
de un generador de nGmeros aleatorios.

La férmula utiljzada fue:

1/2

x((n+1)h)=x{(nh)+f(x{nh),T(x(nh) )h+s(l) h g (n)

donde

8 (n) posee dos componentes y cada una de ellas

una lista de nGmeros aleatorios.

MXINO : +. 9085408 NINIWO : +.096E+20 o

X
1 !
|
|
]
! i
|
| f
! v
: i
| :
0! 250 S T
H j

— —- -

NMININO = +.0005+08

-

R SER

i‘j




{11

(2]

3]

[4]

(5]

{61
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