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La ~oluci6n de
optima de difu~iones
ellptieas no lineales.

problemas estacionarios
se reduce a resolver

de contl'ol
eeuaciones

En este trabajo se soluciona un caso bidimensional par
media de una aplicaci6n especial del m~todo de los
elementos finitos. mostrando 108 resullados obtenidos de la
funeion coeto 6ptimo. de las polIticas en realimentacion y
de las trayectorias del sistema.

The optimal control of difussion processes depends on
the solution of non-linear partial differential equations
of elliplic type.

In this paper we apply a new method (usina finit.••
elements) t.o the solution of a bidimensional problem. We
show t.he results obtained for the optimal cost function.
t.he opt.imal feedback policies and the t.rayeclories of the
system.



En [1] h~mo~ pr~aentado una metodologia para calcular
la funci6n de coalo 6pliJlloy laa polili<.;as 6plim ••s en
realimenlaci6n de problemaa de control deterministicotl
donde Intervienen conlrolea continuoa, impulsionalee y
liempotl de detenciGn. En [2] Ole ha extendido etlta t'cnica
a1 catlu eatucatllico del control de difusiones continuas. En
eate trabajo prasentamos una aplicaci6n a un problema donds
al satado del aIOlternaes bidlmensional y en al que puede
.obernaraa simultansamente el t'rmino de difusi6n y ~l
drift.

El pl'ob1~18"atl solucionado nUJlu~ricamente introduciendo
1 ,ft)

aproximacione.. del espacio fUllcional \l (oA-) por mediu d",
"lemelllos f initotl linealetl y eOlquemaOlespeciales de di",cl'''-
ti~aci611 para l••s derivad ••",p••rciales de orden 1 y 2 que
permiten verificar un principiu de m~ximo di~creto (PMO).
En virlud de eata propiedad, el problema discretizado ti"ne
soluci6n 6nica y puede ser ca1culado con un a1¥orilmo
iterativo de tipo relajaci6n.

Mostraremos los resultados obtenidos para la funci6n
de COBtO 6ptimo, la estructure de las politicaB (sub-
6ptlmas) en realimentaci6n y (por slmulaci6n) 1a evoluci6n
del sistema bajo estas politicas.

Se contlidera un procetlo sometido a la aCClun de
perturbacionaa alealorias, cuyas calacterialicatl
probabillsticas eslan dadas por la filtraci6n cumplela

Las vari ••bl~tl de estado del sistema satisfacen la
sieuienla ecudci6n diferellcias eetocllstica:

dy(t)=f(y(l),u(t» dt + e(~(t» dw(t)
y(O)=x

(2 )
(3)

siendo
w(l) un pl'oce~o de \li~ner (bidimensional)
<f(t) medi ble

3
u(t) es el control (proeresivamente medible) aplicadu iuGR
en ••1 problema conaiderado).

Se de~ea uptimi~a~ el funcional;
T -as -aT

J(x,u(.»=E{j(y(s),u(tlj'li da + Of F(y(T»}
o

donde T e••••1 tiempo de "'dlidd del dominio Q de las trayec-
lori ••• d~l ••iOllema.



pued~ demo~trarHe que la soluci6n del problema de optimiza-
c16n H~ reduce a hallar la funci6n v. Eata funci6n es la
soluci6n d~ la wcuaci6n de Hamilton-Jacobi-Bellman asoclada
(V8l' [3], [4]):

2 2
1/2 s(u). Ow + Ow. f(x,u) - a w

2
slendo 0 wl laplaciano Y 0 el gl"adiente respectlvamenle de
la funcl6n w.

La funci6n v puede ser caracterlzada asimlsmo como
soluci6n del siguienle problema auxiliar de optimi~aci6n
(vel' [5], [1], (6]):

Problema auxiliar: Detarmina." al elemanto maximo del
conjunto W.

1.(1)

W = (wGIol (Q)/ L w + 1 >.- a en :i)'(Q) IJ u€U, w(x) ~ F(x)
V x6 QJ (9)

Resolvemos aqui este problema por discretizaci6n • haciendo
UBo del m~todo de lOB elementos finitos. La preaenlaci6n
preliminar del metodo aplicado esta contenida en (2].

OISCRETIZACION DEL PROBLEMA OE CALCULO DE LA FUNCION
OE COSTa OPTIMa

I) Dlscretizacl6n del dominiu Q.
En glill•••ral el conjunto Q a" apn.xlmado POI' una unl6n

II
de tri.inlJulotlQ • que ••n nue.,tro caso coincide call Q. Yil
qUlilutili~amus UII Q poligunal.



II) DiscretizClci6n dto 1oI.
La discr~tizaci6n d~ W 8e realiza por mediu de

~lementus finitos lineales, deflnlendo

h h h
10I ={w :Q -->Rlse veriflca el conjunto de hipotesls A} (11)

h
all En cada lrlin¥ulo T dw Q,

I

h 1
w GP

h h
a2) w G C(Q ).

h
43) w (x )~F(x )

j j
gulaci6n) .

v x G "llQ
j

(x , nudo de la triCln-
j

h- h
a4) L w + 1 ~ 0 V x I ~Q (x nudo de la trlan-

J

h
L as una dlscretlzaci6n del operador que satlsface un

h
prlnclplo de mixlmo discreto. L se calcula de la sigui~nle
furma:

h h h h h hz: (-w (x )+w (a »l 12p
I J j j

h h 2 j
L w "'S /2.

h hz: 1/6(1 p )
j J J

II h h h h
(w (b )-w (x »llf(x ,u)11

I I
h h

- a w (x )
i

h h
Ilx -b II

i



h h b h
lliendu a , b , 1 . p , lOll par'metros mOBtrados en la

j j j j
(lgura 1.

El primer t'rmino de la derecha de (12) conslituye una
discretizaci6n del laplaciano y el segundo una discretiza-
cl6n del gradient~.

Transformando la restricci6n (a4) (haci~ndo usu de
(11» se obli~ne;

h h h h h h 2 h
w (x )"min( (x ,u)+ ~w (a )l s /(4p g) +

i J j j j
uGU

h h h h h
+ w (b )1 \(x ,u)1 III Ix -b II).

ill 1

h h h h 2 h -1
• (a+ I I ( x , u) I III Ix -b 1I+ ~ 1 s 14gp ) (13)

i i JJ J

~
h h

g= 1/6 1 p

J J j

11 h
51 llamllDlol M (w a1 l€lrmino de 1a derecha de

h
las reslricclonell que definen W quedan _scrllas en forma



h h h h
w (x )~H (w )

i i

h h h
w (x )~F(x )

i i

h
V xGaQ

••Monoton!a:
h h

w ~ W
h h

H (w
i

b h
~ H (w )

i

••Caracter local:
h h

El valor H (w ) depende .610 de 10.
h h

val ore. w (x )
J

para x ·vecinos" de x •
j i

h h h h h h
1M (w ) - M (w )1 , c maxlw (x )

i i i

h
w(x ) I

i

h
Hallar el elemento m'ximo del conjunto V •

h
Ob.ervaci6n: En W .e consider. .1 orden parcial

h h h h h h h h
natural: w , W <==> w (x ) " w (x ) V x nodo de Q .

i i i
h

En virtud de las propiedades del operador H ,
probarse el siguiente:

Existe unica soluci6n v del proble.a
discreto, caracterizado por:

h h h
v (x ) •• F(x )

i i



h h h b
v (x ) • It (v

1

h
Ii x

i

h
f ()Q

h
Para computar v •• hac. U80 d.l .laut.nt. a1aorl tlllO1

Pa.o 01 G.nerar un valor Inlcla1 v •
o

Pa.o 2: Ca1cu1ar v
n

h
- It (v )

n-l
Paso 3: 51 v ~ v ,pararl sino, hac.r n-n+1 • lr a1

n n-1

h
E1 operador It •• tl d.flnldo pori

h h h h h b
[It (w )] - If (w ) .1 x f "Q

1 I 1

h h h h
[It (w )] F(x ) .1 x • 'aQ

I i i

Ala 1 flna11za an un nu-ero flnlto de pa.o. brlndando
h

.1 a1e.anlo v 0 a.nara una euea.16n v convaraent. bacia
n

h
v en 1a nor.al

h h b b
I Iv - v " • -.xCiv (x )-v (x ),/ 1-1,1 }

n 1 n 1 -x

b
51 ••• lia. v ~V • la .uea.16n

o
h

v ~v y
n



h
v +v ~v (v
o n-1 n

Ala 1 tiene la forma de un alaoritmo iterativo de
relaJaci6n. de tipo Jacobi, admitiendo en consecuencia la
aplicaci6n de t'cnicas de paralelizaci6n. Sin embarao,
aplicado a un ordenador com6n, tiene una velocidad de
converaencia mAs lenta que _1 siauiente alaoritmo, modifi-
caci6n de tipo -Gaus.-Seidel- de Ala 1.

Pa80 0: Generar un valor lnlcial v
o

h
Paso 1: n=1, w -v

b b b
Paso 31 w -[M (w )]

i i i

Paso 4: si i=i
Dlax

, hacer n-n+1, v -w
n

Paso 5: .i v =v parar; sIno, ir al paso 2.
n n-1

El teore.a 2 e. aslmls.o vAlldo sl se ree.plaza en su
enunciado Ala 1 par Ala 2.

Tanto Ala 1 como Ala 2 pueden e.plear el
local del operador M para resolver proble.as de
di.enslone., tsniendo en la .emoria central del

caracter
.rande.

ordenador
h h

M (w ).
i

En [2] 8e de.uestra la converaencia de v --> v en 1.
h

o
topoloaia de C , cuando h --> O.



Q ~ [-1,1] x [-1,1]

Ecudci6n dinamicii dill .islilma:

dx =(u - x ) dt + 1/(1+10 U ) dw
1 1 1 3

dx =(u - x ) dt + 1/(1+10 U ) dw
2 2 2 3

2 2 2 -3 2 -3
1--1000+100 x +100 x +(1,1- x) +<1,1-x) +

1 2 1 2

222
+(u + u )/100 +100(u +(3 U ) )

1 2 3 3



Discretizacioll d •• 11 : (-1,0,1)
Discretizaci6n de 11 : (-1,0,1)

2
Discretiz.aci6n dill 11 : (0.0.0.25.0.5,0.75.1.0)

3
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La. trayactoria •• a abtuviaron intaarando en form •• pro-
xi•• da 1. acuaci6n diterancial a.tocistica (2) haciendo uso
de un .aneradar d. n6•• ro8 al.atorio ••

1/2
x«n+l)h)ax(nh)+f(x(nh),u(x(nh»b+s(u) h • (n)

a

donde • (n) posa. do. componanta. y cad. una d. alIa. ••
a

una list. da n6maroa al•• torioa •

• XIJIO : •• ,. ••

II

1

,~,

.1l1J1O : •• ,. ••

II

Z

..,
581 T i

i
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