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Este trabaJo descrIbe un mooelo matemAtlco oue
resuelve el efecto cOMbinado de la d1fracc1~n. retraccI6n
y reflexl~n de ondas. esto permite estlmar el ar~oo oe
agitaclbn, prooucto del oleaJe. presente en el Inter10r
de puertos. bantas v en las InmedIaCI0nes oe estructuras
off-shore, 1nformacI0n de Qran utilldaa en oroyec~os de
ingenierla -arltima. Se lncorporan mecanlsmos tlS1COs de
dis1pac1On de enerala. Incluvenao contornos oarclalmente
absorbentes, fr1ccIOn contra el TondO Y olli'rdldas
localizadas. Se presentan comparac1ones entre resultados
nue&ricos y soluciones analltlcas.

ThIS paper descr1bes a numerIcal model whIch
calculates the cOMbined effects of wave dIffraction.
refraction and reflection. ThIS proaram 15 usefUL In
determinlnq the agItatIon In harbors, bays and In the
ne1ghborhood of off-shore structures. ~nerQV dISS1Pat1on
••chanlcs are Incorporated. lhese InclUde bounDarv
absort1on. bottom fr1ctlon and localized dumDlna due to.
for ella,.gle, sub_roed bOdIes. '.olltDarI ssons oetween
numerIcal and analvtlcal solut1ons are shown.



El conOClalen~o ~el oleAJe en pu.r~os y Areas
costeras as esenclai, desde el punto ~e vista econbmlCO.
para estlmar y/o modiflcar ias condiciones de ooeraci6n
en sus Inmediac Iones. Su es~udlo se enfoca, en aenerai.
analizando por separaao cada uno de ios etectos tlsicos
intervinientes, tales COlllOdi fracci6n. retraccl6n, ba.ilo,
reflexi6n y a-artlauamlen~o. Sin embarao, &stos pueden
ocurrlr simuit.neamente y con diterentes arados de
interacc16n entre sl. por 10 cual as conveniente adootar
una formulaci6n totalizadora.

Las ondas provenlentes de mar adentro, sa refractan
al ir encontrando zonas de menor profundldad ltia.l). Una
vez situadas sobre la rea16n de lnter&s. el orooiema ae
estimar la penatracl6n ae la onda en 81 puerto se aaudlza
por la aparlcl6n de ditracclOn y de ~ltlPlas
reflexiones, las cuales oroducen ondas estaclonarlas v.
en Clertos casos, el tenOaeno de resonanCla.

FIQ.l - Efecto de La refracciOn en
la zona de aauas poco orofundas

Para determlnar las condiCiones en las InmedlaClones
de 1a obra. partlendo de sltuaclones conoeldas en aauas
protundas. se utilizan modelos num.rlcos de retraccl6n de
ondas [1l. Estas •. Junto a ias corrlentes [2J. Intervlenen
como condiciones de contorno para calcular la aaltaclOn
en 1a zona de inter.s.

El LaboratorlO de Hidr.ullca Apllcada ael INC~lH ha
encarado un proyecto de InvestlQacl6n v desarrollo para
tratar estos aspectos. En el oresente traba.1o se Olscute
el proarama l>lFF<AC2. el cual constltLlye L1na herramumta
de gran utilidad en oroblemas de lnaenlerla marItima.

Desde el punto de vista de la Mec.nlca de LOS
Fluldos. Las olas son ondas aravltatorlas, 8S deCIY.
motorizadas por aradlentes de preSlones. La tearla aaul
utillzada asume un flulO lyyotaclonal. don~e la fYICC10n



es !l..IeQG
ademlis, Que
ampi1tud de
protundldad
para adoptar
expresar el
lIIanera(3J:

lnt:YI:)OUClda ':':.emo una oe"rtur-oa,:l1)n. ~upc.·n'?
~a penOlente de! Tonoo es suavp. v qU~ ta
La .::.nda.,:omparada con su lonoitud Y La

local, es 10 sutlclentemente peouena como
una formulaC10n llneal. ~ntonces, es poslbLe

potencIal de veloCldades de La SIQu1ente

~{x,y) cosh(k<h+z»)
.:osh(kh)

donde z es la coordenada vertical, con oripen en La
superficie no perturbada del fluldO, w la pulsac16n de La
onda, k el n~ero de ondas respectivo y h la protundldad
local, liQadas por la reLacibn de dispers16n:

siendo Cl la a.:e!era':lbnde la Qraveaad. v l6 el "poten.:lal
plano reducIdo·, Que satisface la denominada ecuaCI0n oe
BERKHOFF (4J :

Q.<c cg Qf4) + ~14 = 0
C

en (3), c es la celeridad de tase, cg=nc la celerloao de
grupo, y n el c.:.efi':lentede ba.)lo. detinI00 cor:

n = 1 L 1 + :Lkh
4 senh<2kh)

J= ! (1 + \:i)
2

Ha 5100 puesto en eVldenCld en numerosas ocaSlones,
tanto desde el punto de vista teorlcO l~) cc''''o
experimental (63, 10 adecuado de la ecuacibn eilctica ("3)

en la predicciOn de procesos comblnaoos de dltracClOn.
refraCCI6n y retlex16n de ondas Que se propaoan sobre un
lecho de suave pendiente. Mas atm. La ecuacItm de
BERKHOFF se reduce, cuando kh«2IV20). a la cLli51ca
ecuac16n de ondas en aquas poco profunOas [2J, v cuanoo
kh>II,a la conocida ecuaclon de HI::.LMHULl:L oue ooblerna
105 procesos de difraccI0n pura en aquas de protunOI0ao
constante 0 lnfinlta (3J.

Ciertas conOlclones ae borde deben ser satlstechas
por la 501ucl·::.nde La e,:uaclbn 01 terenclal. AS!. La
velocidad del fluldo normal a un contorno debe 5er nul~:



donde n es aQul :~)nOrffid~ 2<terlOY dl c(!ntc~n~. ~~ta
,:..:,ndl':16n Impl1.Ca. .ia retlexl',n t.u~al IJe !a onoa. tC!l ':OtftO

ocurre ante la presenCla de paredes ver~lcales
1mpermeabl es. ~n problemas reales, es co~~n encontrar
contornos capaces de restar enerQta a la onda; ha~ta
apreClar un zona de romPlentes (flQ.1) •.£n otros casos.
la reflexibn es solo parclal, por eJemolo al InCIOlr 1as
olas contra un eSPlqbn de enrocado. cuya naturaleza
porosa impide Que la velocidad normal sea nula. Para
tales bordes, la condicibn a cumpl1r pueoe ser escrlta en
la siguiente forma (7J:

o(M + _c_
elt cos~

.!i=o
/Ix

siendo ~ un coeficlente de absorclbn adimenslonal.
mientras que e es el AnQulo formado entre la dlrecc16n de
propagacibn de la onoa y el e.Je x. As!. ex.=0 re':lresenta
reflexibn total, V 0'=1 Impllca ab<;orcl~'" ,:omO"~1:a. Lueoo
O<cx.<l puede usarse para cualauler Sl1:UaClf,noe absCorclt,n
parcial. En ciertos procesos donoe Intervlenen erectos
inerciales, como ser en zonas oe romPlentes. cx. pueoe
devenlr c'Jmple.,o(4J, a conse.:uenO:la del desfasa Je aue se
produce entre las ondas Incidente V refleJada. 81n
embargo, dada la enorme diflcultad en determinar
experimentalmente tales constantes, su utillzac16n
prActica se restrinQe a coeticlentes reales.

En el contorno del Infinito. el potenCIal debe
verificar la condiclbn ae radiaclbn de SUMM~Rf~LU. A tal
fin, si se representa al ootenelal como la suoerOOS1Clbn
del corresoondiente a La onda inciden-ce ';3. conO:":100. y e1
que resulta del proceso Cle Nscatterlno" ~ orlalnado por
la presencia de ObstAculos. dicha c0ndlclOn Duede
escribir-se como:

llm-Y;;;
ro-CID

donde ro es la dlstancia medida a partlr de un clerto
origen ubicado en la reQlbn con presenCIa de bordes.

De esta manera, el DrODlema diferencial Dueda
totalmente planteado. SIn embarQo, puede desarrollarse
una formulacibn aiternativa Que conduce a una via
distinta de SoluclOn. ~n prImer lugar. se dIVIde e1
espacio en dos reQiones. una Interior A y otra e~terlor
R, separadas por el contorno matemAtlco bA It1o.2). ~n ~
se considera que 1a profundldad as constan~e 0 Infinita.
En consecuencla, alll puede p1antearse para ~ una
formulac1bn inteql"Cll Indil"t?cta, en tl!>nnIn'Js de L\na
di~tribucibn continua Cle tuentes de Intensldad u.
jesconocida, que se extiende sobre aA, obteni~ndose:



tit?) '" - 1 fUlQ) ~lkr) dsllol) It:!)
R 2

M
donde r es la dls~anCla en~re 10s pun~os P y Y. k e!
n6mero de' ondas sobre ~A y H~es la funcloo de HANK~L de
primera cla;oe y orden nul0. La <;iO!UC1OO'.t:!) satlsface la
condicibn de borde (7) automAtlcamen~e.
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En la zona
desarrollarse una
funcional J<~) es
como:

interior A, por su par~e. puede
formulacibn variacional p~ra ~. La

la "energla comple.}a" un, definioa

donde:

JA<(6) =ffi [, cg (Ql4l - ~JJ2] dx dy
':

representa la suma de l~s enerqlas cin.~lca
contenidas en A;

JCAqn -f cg I6jt ds
.A an

corresponde al
exterior R;

_[I C cg sA ~ ds
anas

est. asociada al flujo de enerClla comple.la a ~rav.s de!
contorno absorbente .8;



JFA"!> -ffi ... u - " "o,J.I 0' 0, "'"

"estA llaada a la enerala dlslpada por frlCCI~n contra e1
fondo, siendo F=F(x.y) una tunclbn de p~rdlda ~ue de00nde
de la capa limIte (laminar 0 turbulenta) y, 1 es la
longitud de onda adlmensionalizada con el valor aue toma
en aauas profundas.

JD"'" = -} n w • lI'd. dy U4)

A
representa p~rdidas enera~ticas locallzadas, slendo ~ un
coeficiente de amortiauamlento CY,10J

Nbtese que no existlan contribuclones simllares a
JFA y JDA en el planteo diferencial orlalnal.

La contrlbuci~n ':CIF!d.l al funcic.nal debe satlsfacer
la condicibn to), para la cual se presentan OOS
aproximaclones que presclnden del conOClmlento oreVIO del
Angulo iii (7):

ler. orden: M!- lack Jd = 0 en a~ U~)
an

2do. orden: i k !Jl. + ork2~ + ! «k= 0 en bB l.lb)
an 2 as2

La soluciOn sa'" en la zona A se acopla a la S01uclt.n ~
en la zona R. estableclendo la contlnuldad de la altura
de la onda y de la ve10CICad normal SQcre el contorno bA:

En base a la formulacibn del oroblema desarrollada
en la secciOn anterIor. es natural adootar el metodo de
los elementos flnltos (MEF) para la zona lnterLor A, y e1
m~todo de los elementos de contorno (M~L) (en oar~lcu1ar
el m~todo panel) pard la zona exterIor ~.

Entonces. la real'.:.nA se particlona en "t" elpmentos
fInltos trlanqulares trlnodales. QlIedando asl detlnlOOS
"N" nodos. LueQQ, P.l fUn'=l,)nal ('j) SEt obtU!n@ como la
suma de cada contrlbuclOn elemental Je~~):

J(SI' = t Je(I6'

•••



£1 potenCld...i en ,:ada elE.:'mento se aprQ)r.".:"'ld (JE" -1.t-'_it:."rt'C· ::,1

la pr.ctlca usual del ~t:

siendo ~el vector columna con l~s lnc6anltas nodales en
cada elemento, y ~ el vector flla de las funclones de
f.:>rmaadoptadas.

Por su parte, de acuerdo al m.todo de los oaneles.
se acepta que la funciOn u(QJ se mantiene constante en
cada segmento de la frontera aA (es decir. sobre cada
panel). Entonces, las condiciones de contlnuldad ~1/) y
(18) conducen alas siQuientes expreSlones:

M

~L~

donde r~ es la distancia entre los puntos medios de los
segment os k y .i, ~S.l es la !onQitud de! seqment·:> .J v M es
el nilmero de elementos en Que se divide el cC'ntorno A.

Introduciendo (20) en Je(~)
indicada en (19). donde JCA~~) se
expreSlon (22). se ileQa a:

v efectuando ia suma
evalOa de ~CLlerd~1 a 12

l'A~+lf~l:Iy
:.::

y puesto Que la
estaclonariedad dei

soluci6n sur~e de la
funcional, se obtlene:

donde:
~ : matriz compleJa y sim.trica de NXN elementos, de

estructura banda generada por el MEF.
~ matriz compleJa de NxM elementos, obtenu'oo en

base al MEC y constltutda por las derlvadas normales de
la funcl6n de Hankel. I

~ : vector comple.lo contenlendo las N lnc6Qni tas t:lel
potencial en cada nodo de ia red de elementos flnltos.

1,1. vector compleJO cc·n la'S 1'1 lntenslClades
inc~nitas de las fuentes dlstrlbufdas en aA.

rj: vector compleJO conteniendo las derlvadas
normales del potenclal lncidente~.



Por su parte. la ecuac16n (21) se e~presa matrlclalmente
como:

donde:
~ : matrlz real constitulda por 105 coeticlentes 1/2

de la expresi6n (21).
p. matriz comple)a compuesta por las tunclones de

Hankel.
~: vector compleJO, producto del ootenclal

incidente #.
El sistema de ecuaciones llneales compleJas (L4) y

(25), se resuelve utllizando un ml!todo dlrecto de
soluci6n, obtenl~ndose prlmero el vector Inc6QnI~a u. Y
calcul~ndose lueQo con estos valores e1 c~mDO completo
del potenCIal ~ buscado.

En el proceso de prueba del modele matematico.
existen dos aspectos importantes. Por un lado, en
aquellos casas en que 1a ecuaci6n diterenclal (3) admlte
soluciones anallticas, deben etectuarse las
correspondientes comparaciones con las soluciones
num.ricas para garantlzar la bondad del mOdelo adootaao.
En seQundo lugar. debe verificarse si la descrlPclOn
matem~tica y la solucIOn numl!rlca a5oclada. concueroan en
buena medida con 105 Drocesos fl5icos ob5ervados. ~ste
~ltimo aspecto es partlcularmente Importante, puesto Due
la formulaci6n matemAtlca no Incluye todos 10s etectos
flsicos Intervinientes. Esta veriticacl6n se rea11za
sobre la base de mediclones de campo 0 de experlenCla5
en escala reducida (modelos flsicos). Al re5pecto,
existen suficlentes evidenclas que conflrman la Valldgz
de la ecuaci6n de BERKHUFF [bJ.

Respecto del primer punto. una prueba conslstlO en
simular 105 efectos de difracciOn y refl~X16n Que se
producen a partir de una onda Que InClde sObre una Plla 0
isla circular de bordes opacos <fig.3), Que constltuye un
ejemplo simple de estructura off-shore. La flQ.4 muestra
la red de elementos flnltos utilizaoa, mlentras Que en la
fig.5 se apreCla la variaci6n de la altura de La onaa.
relativa a la altura de la onda Incidente. en tarno a la
plla. Se observa Que los resultados numl!rlcos concueraan
sati$factorlamente con 105 analltlcoS. ~n la flD.b se
graficaron las llneas de iaual amplitud relatlva. V en la
fig.7 puede verse la tlpica flaura de dltracC16n detrAs
de la pila.

La siguiente prueba se retlere a la agitac16n en un
puerto rectanQular. aeometrla Que ha ~ldo amoliamente
investiQada por numerosos autor __~ Cill. ~e utlllzaron
bordes totalmente refleJantP5 <tla.~). be



muestra en La fla.~ la correseondlente Solucl~n num&r1~a
comparada con la SoluClbn anaLttica aue suroe O~ J~
teor ta propuesta por UNLUAl A l!<""~1 111J. para un amell 0

rango de frecuencias. El acuerdo as axcelente. exceeto en
la ~lti.a parte de la curva. donde 105 valores num&rlCOS
caen por encima de la solucibn analltlca. WUlzAs sea esta
~ltima qui.n faIle, pues una de las hip~tesls DAslcas ae
la teorla es aue kb«l, mientras aue para kL=5 se tiene
kb=O(1J. En las figs.10-11 se muestran perfiles de la
onda estaclonaria a 10 larqo ae la linea central del
puerto.

Se realiz6 una tercera prueba para cheauear el
rendimiento de las aproxlmaciones de prImer y seaundo
orden en bordes transparentes, a partlr ae un ocOano
semi-infinito de profundidad constante. Ilmitado por una
costa recta infinita ~tia.12), y considerando aue una
porci6n de la mlsma es absorbente. As!. para coetlclentes
crecientes de absorcibn, se calcu16 la retlexl6n parcl~l
de la onda lntroducida por el borde seml-transparente
(fig.13). Una forma alternativa de present~r 105
resultados es araficando 105 errores aDsolutos (f10.l4).
De esta prueba, suraen dos concluslones. ~or un lado, el
ajuste alcanzado es altamente satlsfactorio Y. por otra
parte, se aprecia un rendl.iento mAs pare.lO Y eflciente
en la aproximacibn de sequndo orden.

Otra prueba de absorcibn se presenta en las tla.l~.
16 y 17. Se basa en la solucibn analltlca Lll) para una
onda aue se propaaa en un oc&ano semi-lntinlto. v aue se
introduce en un canal rectanaular de lonaitud
semi-infinlta. En la tio.15 se muestra la red ee
elementos finitos adoptada. de Lonqitud L=IOOO liltS. v
ancho b=40 mts., apllcAndose una condlclbn de absorci6n
total (segundo orden) al final del canal. El a.luste
consequido en este caso puede considerarse exc.lente para
todo el rango de frecuencias ensayado (fiQ.16J. La fla.17
muestra un corte de la solucibn a 10 larQo del canal para
kL=l.

rinalmente, se analiz6 un caso de aOrdida deenerala
por fricci6n de fondo. adoptAndose un canal rectanQular
semi-infinito de caracterlstlcas similares al trataao
previamente (figs. 18 y 1~). Se observa el decaimiento de
la amplitud a medida Que la onda penetra en el canal,
registrAndose una dlSCrp.pancia no mayor al lOX resDec~o
de 10 esperado sea~n cAlculos te6rlCos L3l. Las
oscilaciones de la solucibn sa deben a la dltraccl~n
acaecida en la boca.

Se oresenta el proQrama IHFkAC;l PilTa TPsolvt!r el
.facto combinado d. la dlfracclbn. ratTacclbn y retlexlbn
de ondas. Las pruebas a las Que fue somet1do arrO.laron
resultados altamente satlstac~orl0s.
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~ig.5 - VArlAclbn de la altura relatlva oe la onea en
torno a 1a DilA Clrcular (H: altura onda Incld.)

~ig.6 - Llneas de lQUAl
A~litud relatlva c/O.l u.

~1~.7 Llneas de laual
fase cada 1fA "'ad.
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Fig.12 - Red ae Ele~entos ~lnltos
Lonqltud contorno aDsorbente = 2~O mts.
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ler. y 2do. orden soore una costa parClalmente
transparente ( ~ : coetlclente ae absorc16n'
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Flg.14 - Errores absolutos de 105 ~esultados
correspon~lentp~ a I. 1Jo.l,.
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Fig.17 - Amplltud relatlva de 1a onda a 10 larQo d@ 1a
linea central del canal seml-lntinito
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- Varlacl~n Oe la amolltuo relatlva de 1a ono.?
a 10 larQo de la ltnea cen~ral del canal


