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RESUMEN

Este trabajo describe un modelo matemético aue
resuelve el efecto combinado de la drfraccidn, retraccién
y reflexidn de ondas. Esto permite estimar el aradc de
agitaci1dn, producto del oleaje, presente en el interior
de puertos, banfas v en las 1nmediaciones age estructuras
off-shore, i1nformacidn de aran utilidag en orovectos de
ingeniert{a mar{tima. Se incorporan mecanlsmos ti{si1-0s de
disipacidn de enerafa, i1ncluvendo contornos parcialmente
absorbentes, friccidon contra el fonao v bpDérdidas
localizadas. Se nresentan comparaciones entre resultados
numbricos v soluciones analiticas.

ABSTRACY

This paper describes a numerical model which
calculates the combined efttects of wave ditftraction,
refraction and reflection. This proaram 13 usefui in
determining the agitation 1n harbors, bays and 1n the
neighborhood of off-shore structures. tnerqy dissipation

mechanics are incorporated. These 1include bounaoarv
absortion, bottom friction and Localized dumpinQ due to.
for example, submeraed boaies. LOMPBAr 1 SSONS between

numerical and analvtical solutions are shown.
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INTRUDUCCLON

[ conocimiento del oleaje en puertos vy Areas
costaeras es esencial, desde el punto de vista econdmico,
para estimar y/o modificar las condiciones de operacidn
en sus 1nmediaciones. Su estudio se enfoca, en general,
analizando por separago cada uno de los etectos tisicos
intervinientes, tales como difraccién, retraccidn, bajlo,
reflexidn y amortigquamiento. Sin embarao, éstos pueden
ocurrir simultineamente Yy <on diterentes garados de
interaccidn entre st, por lo cual es conveniente aagoptar
una formulacidn totalizadora.

LLas ondas provenientes de mar adentro, se refractan
al ir encontrando zonas de menor profundidad (tiq.l). Una
vez situadas sobre la reqidn de 1nterés, 21 problema ae
estimar la penetraci1dn ae la onda en el puerto se aqudiza
por la aparicidn de ditraccidn Yy de mbitiples
reflexiones, las cuales producen ondas e@stacionarl1as v,
en ciertos casos, @1 tfendmeno de resonancia.

Fig.l - Efecto de la refraccidn en
la zona de aquas poco profundas

Fara determinar las condiciones en las inmediacilones
de la obra, partiendo de situaciones conocidas en aquas
protundas, se utilizan modelos numéricos de retraccidn  de
ondas (1]. Estas, junto a las corrientes (2J, i1ntervienen

como condiciones de contorno para calcular la agatacisén
en la zona de interés.,

El Laboratorio de Hidrlulica Aplicada del INCYIH ha
encaradc un provecto de investiqaclidn vy desarrollo para
tratar estos aspectos. En el oresente trabajo se discute
el programa DIFRAC2, el cual constituye una herramenta
de gran utilidad en problemas de i1ngenieria marf{tima.

FORMULACION DEL PRUBLEMA

Desde el punto de vista de la Mecdnica de 1os
Flutdos, las olas son ondas gravitatorias, es decir,
motorizadas por gradientes de opresiones. La teorfa aqul
utilizada asume un flu)o i1rrotacional. donde ia friccidn
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as lueqo introducida Como una Darturbacian, HUpon s
adem&s, que .a penarente del tonGo 8s suave, v uue la
ampiitud de ta onda, Tomparada con su tongitud Yy la

protundidad local, 25 lo suticientemente pequera  como
para adoptar una formulacisn lineal. bkntonces, es nposible
expresar el potenciral de velocidades de la siguiente
manera [31:

-iwt
Bix,y.2,t) = Bix,y)_cosnikth+z)] e (1)
cosh(kh)

donde 2z es la coordenada vertical, con origen en la
super ficie no perturbada del fluldo, w ta pulsaciédn de La
onda, k el ntmero de ondas respectivo Yy h la protundadad
local, ligadas por la relaci?n de dispersién:

wi= g k tanh(kh) )

siends> g {a aceleracidn de la aravegad, v ﬁ el "potencial
plano reducido®, que satisface ia denominada ecuacitn ge
BERKHOFF ([41]:

V.(c cg V@) + cqg w =0 (RD)
[
en (3), <« es la celeridad de tase, cg=nc la celeridad de
arupo, y n el coeficiente de bajlo, detinigo por:
n =111+ Zkh 1= 1 (1 + (a3
2 senh (Zkh) 2

Ha sido puesto en evidencia en numer csas ocasiones,
tantc desde el punto de vista tedrico LHS) como
experimental (€1, lo adecuado de la ecuacidn eliptica (33
en la predicridn de procesos combinados de ditraccién,
refraccidn v retlexidn de ondas aque se propagan sobre un
lecho de suave pendiente. Mas aan, la ecuacién de
BERKHOFF se reduce, rcuando Kh{(2IV20), a la clasira
ecuacidn de ondas en aquas poco profundas (21, v cuando
kh>Il, a la conocida ecuacidn de HELMHULTZ que qobierna
los procesos de difraccion Pura en aquas ae protundlcad
constante o 1nfinita £33,

Ciertas condiciones de borcde deben ser satistechas
por la solucion de la ecuacisn g1 terencial., Ast, 1a
velocidad del flufdo normal a un contorno debe ser nula:

=0 R £ <))
n
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donde n as agul 13 norma. a<terioyr al CoNtorag, reta
condicisn 1mplica ia retflexisn total Jde 1a onaa, tal Cono
ocurre ante la presencia de paredes vertizales
1Mmpermeables. kn problemas reales, es comln encontrar
contornos  capaces de restar energla a la onda; hasta
apreciar un zona de rompientes (fiq.l). En otros casos.
la reflexidn es solo parcial, por ejemplo al i1ncioir las
olas contra un espigbn de enrocado, <cuya naturaleza
porosa impide gque la velocidad normat sea nula. Para
tales bordes, la condicidn a cumplir puede ser escrita en
la siguiente forma [71]:

<+ _c =0 )

dt cose 3x

siendo « un coeficiente de absorcibn adimensional,
mientras que © es el aAnqulo formado entre la direccibn de
propagacidbn de la onda y ] eje x. Asi, X =U reoresenta
reflexidn total, v &«=1 implica abeoroi#e: comd:iTa, Lueco
0<{X <1 puede usarse para cualguier si1TuUacCiIfHN ge apsarcidn
parcial. En ciertos procesos donde 1ntervienen erectos
inerciales, como ser en zonas de rompientes, « puede
devenir complejo (41, a -onsecuencia del desfasa)e que se

produce entre las ondas 1ncidente v retlejada. S1in
embargo, dada la enorme dificultad en determinar
experimentalmente tales constantes, su utilizacidn

pr&ctica se restringe a coeticientes reales.

En el contorno del infinito, el potencial debe
verificar la condicidn ce radiacibn de SUMMERFELD. A tal
fin, 51 se representa al ootencial como LR SUoernosiclon
del correspondiente a La onda incidente 4, conoigo, v el
que resulta del proceso de “scatterinag” kﬁ ariainadoe povr
la presencia de obstAculos, dicha condiciédn puede
escribirse como:

lim Vro -1 k4 =0 VA

Y Omecn dro

donde ro es la distancia medida a partir de un cierto
origen ubicado en la reqi1dn con presencia de bordes.

De esta manera, el oroblema di ferencial oueda
totalmente planteado. Sin embarqo, puede desarrollarse
una formulacidn alternativa que conduce a una via

distinta de solucidn. tEn praimer lugar, se diviae el
espacio en dos reqiones, una interior A y otra exterior
R, separadas por el contorno matemadtico A (ti1g.<). En R
se considera que la protundidad es constante o infinita.

En consecuencia, alll puede plantearse para ¥ una
formulacidn integral 1ndivecta, en términos de una
digtribucibn continua de tuentes de intensidad u,

Jesconocida, que se extiende sobre OA, obtenié&ndose:




- 56 -

oter = - 1 [uw@ HSkr) asww (8>
2

(.7
donde r es la distancia entre 1os puntos Py U, k el
ntmero de ondas sobre  3A vy H es 1a tuncidn de HANKEL de
primera clase y orden nulo. La solucidn (H) satistace la
condicidn de borde (7) automaticamente.

. curves de
guai protund

Fig. 2 - Divisidn del dominio de cllculo

En 1la zona interior A, por su parte, puede
desarrollarse una formulacidn variacional para @. La

funcional J(& es 1la "energ;a compleja” [B], definioa
comos:

JUEH = JAY + JFA(E) + JDAUE) + JCAM) + JCBu 9)

donde:

JA = //1 tc cg V¥ - cq w 41 ox ay (10)
2 [

A

representa la suma de las energlas cinetica Yy potencial
contenidas en Aj;

JCA(g) = —//2 cg ¥ 34 as €11)
A an

corresponde al flujo de enerala irradiadoc hacia la zona
exterior R;

JCB(B) = —3/c cg ¥ ¥4 ds 1)
on
a8

estld asociada al flujo de enercla compleila a traveés del
contorno absorbente 9B;
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JFALE) = - F i1 - 1 109g? ox av ©15)

estd ligada a la enerqla disipada por traiccidn contra el
fondo, siendo F=F(x,y} una funcidn ae peérdida gue depwvnde
de la capa ltmite (laminar o turbulental) vy, I es 1la
longitud de onda adimensionalizada con el valor que toma
en aqguas profundas.

JDAME = - [/i n w <« #2dx dy t14)

A
representa pérdidas energéticas 1localizadas, siendo q un
coeficiente de amortiquamiento (9,101

Ndtese que no existian contribuciones similares a
JFA y JDA en el planteo diferencial original.

La contribucidn JUBo) al tuncicnal debe satistacer
la condicidn (e), para la cual se presentan ooes
aproximaciones que prescinden del conocimientos previo del
Angulco @ L71]:

ler. orden: M -1k ¥ =0 en 3B (19)
n
2do. orden: ik 3% + ok + ) “g’g =0 en 3 t1e)
an 2 os?

La solucian Eken la zona A se acopla a la solucién
en la zona R, estableciendo La continuidad d2 la altura
de la onda v de la velocicad normal scbre el contorno 3A:

8P = &+ 43 P 17

3, (P) = 3F (P) + uP) - 1 fu@nBikr) dscw) )
on 3n 2 on

METODO NUMERICO

En base a la formulacidn del problema desarrollada
en la seccidn anterior, es natural adootar el método de
los elementos finitos (MEF) para la zona interior A, v el
método de los elementos de contorno (MEL) (en partacul ar
el método panel) para la zona exterior K.

Entonces, la req1&n A se particiona en "t" elementos
finitos triangqulares trinodales, aguedando asi{ detinigos
“N"  nodos.  Luego, 21 funcional () se obtiene como la
suma de cada contribucidn elemental Jetyd):

Jgh = Je () 19
eut
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El potenciai 2n cCada elemento Se  APFoxt Ma 0B e Lier (0 EP
la prActica usual deli Me}:

= Ny o

siendo #'el vector columna con las 1ncdanitas nodales en
cada elemento, y N @&l vector tila de las tunciones gde
forma adoptadas.

Por su parte, de acuerdo al método oe los paneles,
se acepta que la funcidn u(l) se mantiene constante en

cada segmento de fa frontera A (es decir, sobre r-ada
panel). Entonces, las condiciones de continuidad (17) vy
(18) conducen a las siquientes expresiones:
M
. ~ ({}] -
1+ 45 =P -, Y Howkr, DAS)  k=1,2,..m  (z1)
ponat | n k = kj
2 2z
j-'
17
3 = 3F + u, -

N

{
g u éHo(krkj) As, K=1,%,..M ()
bnk n, : = dn,

donde r,. es la distancia entre los puntos medios ae los
segmentos k v j, AS) es la lonqgitua del segmento j v M es
el namero de elementos en que se divide el contorno A,

Introduciends £20) en Je(f) v efectuando ta suma
indicada en (19), donde Jeacdy  se evaltia 2 acuerao a le
expresion (22), se llega a:

P

I =1 A+ By -y ()
2

Y puesto gue la solucidn surge de la condicién de
estacionariedad del funcional, se obtiene:

Ag+Bu=rp] (za)

donde:

A : matriz compleja y simétrica de NxN elementos, de
estructura banda qener ada por el MEF.

B : matriz compleja de NxM elementos, obtenids en
base al MEC vy constitutda por las derivanas normal es ade
la funcidn de Hankel. !

g : vector comple)o conteniengo las N 1ncdgnitas aei
potencial en -ada nodo de la red de elementos finitos.

u : vector complejo con las M 1intensidades
incdgnitas de las fuentes distribufdas en JA.
ri: vector complejo conteniendo las derivades

normales del potencial incidente 2.
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Por su parte, la ecuacidn (21) se expresa matraicialmente
como:

Cg+Du=rg 29)

donde:

C : matriz real constituida por los coeticrentes 1/2
de la expresidn (21).

D : matriz comple)ja compuesta por las tunciones dJe
Hankel .

r2: vector comple)o, producto del potencial
incidente %.

El sistema de ecuaciones lineales complejas (£4) vy
2, se resuelve utilizando un metodo aairecto de
solucidn, ocbteniéndose primero el vector i1ncégnita u, vy
calculdndose luego con estos valores el campn completo
del potenc:ial ¥ buscado.

RESULTADOS NUMERICUS

En el proceso de prueba del modelc matematico,
existen dos aspectos importantes. Por un lado, en
aquellos casos en que la ecuacidn diterencial (3) admite
soluciones analtlticas, deben erectuarse las
correspondientes comparaciones con Las soluciones
numéricas para garantizar la boncad del moadelo adoptado.
En sequndo lugar, debe verificarse si la descripciédn
matemltica y la solucidn numérica asociada, concuardan en
buena medida con 10s procesos flsicos observados. kste
2ltimo aspecto es particularmente i1mportante, puesto aue
la formulacidn matemAtica no 11ncluyve todos los etectos

fisicos 1ntervinientes. Esta veriticacién se realiza
sobre la base de mediciones de campo o de experienclas
en escala reducida (modelos tisicosy. Al respectc,

existen suficientes evidencias qQue contirman Lla validez
de la ecuacidn de BERKHUFF L[6l.

Respecto del oprimer punto, una prueba consistid en
simular los efectos de difraccidn y retlexién que se
producen a partir de una onda que incide sobre una piia o
isla circular de bordes opacos (1iq.3), gue constituye un
ejemplo simple de estructura off-shore. La fig.<4 muestra
la red de elementos finitos utilizaoa, mientras que en la
fig.S5 se aprecia la variacidn de la altura de 1la onaa,
relativa a la altura de la onda 1ncidente, en torno a ta
pila. Se observa que los resultados numéricos concueroan
satisfactoriamente con los analiticos. En la tia.b se
graficaron las llneas de iqual amplitud relativa, v en la
fig.7 puede verse la tipica tigura de ditracci1dn detras
de la pila.

La siguiente prueba se retiere a la agitacién en un
puerto rectanqular, qgeometrlia que ha sidcoc amolilamente
investigada por numeronsos autores (111, Se utilizaron
bordes totalmente retlejantes (ti1g.8). se
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muestra en la fi1g.9 la correspondiente solucisn numérica
comparada con la solucidn analftica que surqe oe fa
teorla propuesta por UNLUAYA % MELl L1113, para un amplio
rango de frecuencias. El acuerdo es excelente, excepto en
la Qltima parte de la curva, donde 108 valores numéricos
caen por encima de la solucidn analitica. Wuizlks sea esta
Gltima quién talle, pues una de las hipdtesis bAsicas de
la teorla es aque kb<<1l, mientras que para kL=9 se tiene
kb=0(1). En las figs.10~11 se muestran perfiles de 1la
onda estacionaria a 1lo largo de la linea central del
puerto.

Se realizd una tercera prueba para chequear el
rendimiento de las aproximaciones de primer vy segqundo
orden en bordes transparentes, a partir de un océano
semi~-infinito de profundidad constante, iLimitado por una
costa recta infinita <(fig.12), Yy considerando que una
porcidn de la misma es absorbente. As!, para coeticientes
crecientes de absorcidn, se calculd la retlexién parcial
de 1la onda :introducida por e! borde semi-transparente
(fiq.13). Una forma alternativa doe presenter los
resultados es graficando 1los errores apsolutos (fiqg.14).
De esta prueba, surgen dos conclusiones. For un lado, el
ajuste alcanzado es altamente satisfactorio Yy POr otra
parte, se aprecia un rendimiento mds parejo y eficiente
en la aproximacidn de sequndo orden.

Otra prueba de absorcidn se presenta en las t1Q.15,
16 y 17. Se basa en la solucidn analftica L11) para una
onda que se propaqa en un océanc semi-intinito, v aue se
introduce en un canal rectanqular de longitud
semi—-infinita. En la 1ig0.1% se muestra la red ce
elementos finitos adoptada, de tonqitud L=1000 mts. v
ancho b=40 mts., apnlicl&ndose una condicidn de absorcién
total (segundo orden) al final! del canal. €1 ajuste
conseguido en este caso puede considerarse excelente para
todo el rango de frecuencias ensavado (fiq.16). La fig.17
muestra un corte de la solucidn a lo larqo del canal para
kL=1.

Finalmente, se analiz® un caso de nérdida de enerafa
por friccidn de fondo. adoptAndose un canal rectangular
semi-infinito de caracteristicas similares al tratado:
previamente (figs. 18 y 19). Se observa el decaimiento de
la amplitud a medida aque la onda penetra en el canal,
registrandose una discrepancia no mayor al 10% resoecto
de lo esperado seqln calculos tedricos £L31. Las
oscilaciones de la solucidn se ceben a la ditraccién
acaecida en la boca.

CONCLUSIONES

Se presenta el proarama DIFKAC2 para resclver el
efecto combinado de la difraccidn, retraccién v retlexisn

de ondas. Las pruebas a las que fue sometido arrojaron
resultados altamente satistactorios.
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El proframa se ut:ill1za 20 estudlos A2 1naenierta

maritima encarados por el LHA, Ve aventualment e e
encuentra a disposicldn de orotesionales de ja -i1graulica
interesados en  contar CON  una herramancga d2 29t as

caracter!§ticas.
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Fig.18 - Red de Elementos Finitos (LCanal semi—-intinitc)
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- Vari1aci1®n de la amplituad relativa de la onas
a 12 largo de la linea central del canal




