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RESUMEN

El objetivo del presente trabajo es representa; el caq;yﬁ;mﬁen—
to de un rotor de seccifn circular. Para su formulacién se utilizaron
las Ecuaciones de Lagrange en conjunto con el MStodo de Elementos Fini
tos.

Camo resultado se cbtuvieron las ecuaciones que gobiernan al fe-
némeno, dejdndose de lado los téminos no lineales, Se analiza }a in -
fluencia de masas que giran fuera del eje de rotacifn, que convierten
las ecuaciones del rovimiento en lineales de coeficientes variables.

En esta primera etapa no se tiene en cuenta el modelado de apo -
yos.

ABSTRACT

The aim of the present work is to represent the beha-
viour of a circular section shaft. For its formulation it
have been used the Lagrange Equations and the Finite Ele -
ments Method.

As the result it has been obtained the Equations that
rule the phenomenon paying no attention to the non linear
terms. Also it has been analized the influence of masses
rotating out of the axis of rotation; in this case the mo-
vement equations turn into variable coefficients linear
equations.

In this first step it hasn't been taken into account
the modelling of bearings.
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INTRODUCCION

Muchos equipos industriales tienen maquinarias rotan-
tes y debido a la sensibilidad de las mismas a las vibracig
nes, se hace necesario preveer su comportamiento real con
modelos matem&ticos cada vez mds sofisticados. La descrip -
cién de un sistema como el esquematizado en la Fig. 1 re -
quiere contemplar los sigi :entes aspectos:

- rotor: su masa, rigidez, efecto girbscopico, amorti
guamiento interno, elementos asimilables a
discos y masas excéntricas.

-~ apboyos: masa, rigidez, amortiguamiento de los sopor
tes de cojinetes, propiedades de estos Glti-
mos en funcibn de la velocidad de giro, etc.

- cargas actuantes: caracterizacib6n en tiempo y espa-
cio.

~ solucibn de las ecuaciones: de las cue se obtienen
las frecuencias naturales, desplazamientos y
esfuerzos y la estabilidad del movimiento.

e

W | 1,F rotor
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apoyos

Fig. 1 Esquema de un rotor y sus apoyos

La literatura sobre este tema es bastante vasta, como
asf también los problemas que pueden presentarse y los méto
dos de resolucién utilizados para abordarlos. Se han desa -
rrollado trabajos que analizan la influencia en la estabili
dad del movimiento al considerar el amortiguamiento de los
apoyos |1|, del amortiguamiento interno del rotor |2]|, de
la asimetrfa en la rigidez de los apoyos y del eje |3]|, O-
tros investigadores estudiaron problemas vinculados al des-
balanceo |4| y |5|.,etc. Sobre aspectos de lubricacibn puede
consultarse |6].

El objetivo del presente trabajo es presentar un mode
lo matem&tico que permita considerar los efectos introduci-
dos por la masa en traslacibn y rotacién y las propiedades
elssticas asociadas a flexién del eje. El efecto girosclpi-
co del rotor es representado por una matriz consistente y
se puede también tratar masas desequilibradas y discos. En
todo el desarrollo se tomaron como grados de libertad los
desplazamientos y giros de puntos pertenecientes al eje geo
metrico del rotor lo cual, en el tratamiento de masas dese-
quilibradas, introduce coeficientes peri6dicos en las ecua-
ciones de equilibrio.
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Se muestra la influencia de la velocidad de giro en
los desplazamientos en funcifn del contenido de frecuencias
de la excitacifn y la diferencia en los mismos al modelar
el efecto girosclpico del rotor con matrices concentradas o
consistentes. En esta primera etapa del desarrollo no se ha
considerado la influencia del lubricante en los cojinetes,
por lo que los resultados han de valorarse teniendo presen-
te que se obtuvieron para apoyos rigidos.

FORMULACION DEL MODEZLO
Ecuaciones de equilibrio

Las ecuaciones de Lagrange para sistemas no conserva-
tivos son

afaw)_a
4 Er) 5 - (1

r

en donde "L" es la funcifn de Lagrange definida como la di-
ferencia entre la energfa cinética y la energfa potencial,
L=T-+-V ; "q " son las coordenadas generalizadas y . r'
sus derivadas zrespecto al tiempo. Estas ecuaciones se uti
lizar8n para cbtener las ecuaciones de equilibrio del rotor,
considerar discos y masas desequilibradas.

Rotor

El &xbol se subdivide en elementos conectados entre
sf por puntos nodales. Si el movimiento en la direccibn a -
xial no se considera y se asume que el sistema es rigido a
torsién, el nimeroc de grados de libertad por nudo se reduce
a cuatro. La Fig. 2 muestra un elemento en el cual:

- x,y,Z €8s un sistema de referencia inercial.

- 1,3 nudos inicial y final del elemento.

-y {(k = 1,2,3,4) desplazamientos de los nudos se
g6n los ejes "x" y "z".

-4,  (x =1,2,3,4) giros de los nudos segln los e-
jes “x" y "z".

- L longitud del elemento.

-8 densidad del material. El mismo se considera
homogeneo e isétropo.

- E médulo de elasticidad.

- R radio de la seccifén transversal del eje.

- A area de la seccifn transversal del eje.

-1 momento de inercia diametral de areas.

Se considera al elemento constituido por una sucesibn
de"discos" de longitud "dy", ver Fig. 3, cada uno de los
cuales puede desplazarse en las direcciones de los ejes "x"
y "2" y girar alrededor de ejes que pasan por su centro de
masas. La posicién de cada disco queda determinada por las
siguientes coordenadas: x,Yy,Z, ¥, 6 y ¢. Las tres primeras
fijan la posicién del centro de masas "o" del "disco®. De e
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llas, "y", permanece constante durante el movimiento. Las si
guientes, conocidas como 4ngulos de Buler, se fijan teniendo
en cuenta que: el sistema de coordenadas "x,v,z" se conside-
ra inercial; el marco "X_, Y1, 2,", cuyo origen coincide con
el centro de masas, se mueve manéeniéndose siempre paralelo
al "x, y, z*; los ejes "X, Y, Z", est&n rigidamente unidos
al disco y su origen coincide también con "o",

AZ
U

(-l (-l
o 3

i ] i =Z

Yo—v" d

y 0 — id s,
x A u,

Fig. 2 Nudos y grados de libertad
del elemento

Z
Y atu X

Z,.¥Y v .

(a)

(b}

X % dy

Fig. 3 Coordenadas para determinar
desplazamientos y giros de
cada secci8n del rotor

La Fig. 3-a, muestra la posicibn de equilibrio del
disco. En ella, x = z = 0 y los &ngulos de Euler: ¥ = w ,
8 = n/2, 4 = 0. Cuando el disco sale de su posicibn de equi-
librio, Fig. 3-b, su origen se desplaza al punto de coordena
das Xor Yor 2, Y el marco "X, Y, Z" gira respecto al sistema
"X1, Y., Z1" los siguientes %ngulos

v =1+ 8 8 =21-aqa g =4 (2)
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Los &ngulos "a" y "B" permanecerfn vequefios, 1o que nos
permite tratarlos como magnitudes vectoriales |7].

La funcibn Lagrangiana para el elemento esti dada por

L L
2
8 f (%% + 3% ay + 535 ) I (a2 + 3% ay +
0 0

-2
L, =3

(3)

L L
2 . . 2,12 2 42
s A°RS I %+ a 8f ay - L I d g , (4= dy
4 ) 2 ollay dy

en la cual el primer término es la energfa cinética del
elemento debida a la traslacifn, el segundo y tercero repre -
sentan la energfa cinética causada por las rotaciones y el a1
timo es la energfa potencial el&stica de flexi®n.

Los desplazamientos en el interior del elemento se a -
proximan utilizando funciones polinémicas

x=a " z=b_ y" (r = 0,1,2,3) (4)

las que permiten expresar los desplazamientos y giros
de puntos situados sobre el eje geom&trico del elemento en
funcién de los correspondientes a sus extremos

x = ¢1u1+ ¢2u3- ¢3¢2— ¢4¢4
z = ¢1u2+ 02u4+ 03¢1+ @4¢3
@ = Qqupt djugt 010, + 434,
B =- 0lu,- Qlu.+ did,+ 014, (5)
con
¢, =1-3 n?+ 203, ¢, =3 n*-2q%; (n= % )
¢y=Ln(1-m? ; ¢ =1n?n-1 (6)

En las (5), las ¢' se obtienen derivando las (6) respec
to de "y"; y las velocidades x, 2z, a, B, derivando las (5)
respecto del tiemvo
k= 00+ ¢,0,- 0362— 04$4
© 4 s e e e e e e e e e e e (7
Reemplazando las (7) y las (5) en la (3) se obtiene la

funcifn Lagrangiana para el elemento, y llevando esta Gltima
a la (1) se obtiene la ecuaci8n de equilibrio del mismo

(0] + [7]] [8] + [c] (&) + [x] [w] = [F] (8)

Las matrices [M], [T], [6] y [K] son las siguientes
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en donde m_ es la masa del elemento: m_ = § A L. El signifi
cado de 10§ té&rminos de (8) es el sigu?ente

(1) [4] son las fuerzas debidas a la traslacién de
la masa del elemento.

[*] [8] representan las fuerzas originadas en la ro
tacifén de la nmasa alrededor de ejes diame -
trales.

- [6] [4] representan las fuerzas producidas por el
cambio de direccifn en el vector que mide
la cantidad de movimiento angular.

[K} [u] son las fuerzas eldsticas asociadas a la
flexién del elemento.

~ u, 1, i desplazamientos, velocidades y aceleracio -

nes de los grados de libertad del elemento
T (ver Fig. 2).
= [ul’= oy uy 000,y w05 0]
- [F] vector de cargas nodales.

Discos

En el caso de que el rotor posea elementos que puedan
ser asimilables a discos, su contribucién a la funcibn La -
grangiana estard dada por

Lg =T =35 my (x%+ 2% + % [Ig (¢zsenze +8%) +
+I2 (g 4y cose)z] (13)

en la gque m, es la masa del disco, I®, IP son los momentos
de inercia principales del disco reépec%o a los ejes "X" vy
*z" fijos al mismo (Fig. 3); X y z son las velocidades del
centro de masas del disco segin los ejes "x" y "2" y ¢y, ©
y &4 son los &ngulos de Euler. Considerando la (2), que los
dngulos a v B permanecen pequefios y que el disco esti ubica
do en el nudo "i", la (13) queda

1 .2 .2 1 2 *2
Ly = 5 mg (aj+ 43 + 5 If(’(cb1 + ¢3) +
» 1 .
+ I8 B+ b7 (14)

. Reemplazando la (14) en (1), teniendo en cuenta que
a% igual que para el caso anterior no actuan cuplas en el
eje axial, y tomando como coordenadas generalizadas a los
grados de libertad nodales se obtiene la siguiente ecuacién
de equilibrio para el disco

Mq] [8] + (64) [8] = [F) (15)
en donde
- [Md tiene en cuenta los efectos asociados a la ma

sa en traslacifn y rotacién.

- [Gd] matriz representativa del efecto girosc8pico
del disco.
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~ 1, u velocidades y aceleraciones de los grados de
libertad del nudo "i".
- ﬁﬂ vector de fuerzas actuantes en el nudo "i",

Las matrices son las siguientes

"l oo o o |lo|l o]o

my [0 | o0 o| ofo
[Md] ) SIMET. I§ Y ’ [Gd] ) ANTIS, o '*“ng
| x L ° ]
(16)

Masas que giran fuera del eje de rotacién

La Fig. 4 muestra una masa "m" que se considera rigida
mente unida al marco "X,Y,Z". La posicifn de "m"™ en este sis
tema queda determinada por sus coordenadas: X = X , Y =Y _,
Z = 0., Al igual que en los casos anteriores, el marco "x,mY,
2", puede desplazarse y rotar; (ver Fig. 4-b).

Fig. 4 Coordenadas de una masa genérica "m"

La expresibfn general de la energfa cinética de un cuer-
po rigido libre es

_ 1 22, .2 .2 1,2 2 2 -
T = 3 mxX+y+27) + 3 (mx Ix + 0y IY tu, Iz

-2 IxY wy wy - 2 Ixz Wy w, - 2 IYz wy wz) +
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z - v x - 7
+m fvx (wy &~ w, Y) +v, (0, X w, Z) +

+v, (0w, ¥ - w, X)) (17)

en donde

- m es la masa del cuervo en cuestién.
'Iv' Z,I Y , son los momentos y productos
ak iné 1! del cuerpo respecto a los ejes
"X,Y¥,2", gue se consideran rigidamente u-~
o _ nidos al mismo.
- X,Y,2 son las coordenadas del centro de masas
. del cuerpo resnecto al sistema "X,Y,2".
- X,Y,2 representan las componentes de la velocidad
del punto "o" medidas respecto al sistema
X,yY,z" que se supone inercial.
componentes de la velocidad del origen "o"
segln las direcciones instanténeas "X,Y,2".
Wy W, ,w, COmponentes de la velocidad angular "w"
del marco "X,Y,2" respecto al sistema iner-
cial "x,y,z" expresadas seqgfn las direccio-
nes instant&neas del sistema "X,Y,2

La expresifn (17) se simplifica bastante cuando el ori
gen "o" del sistema "X,Y,2" coincide con el centro de masas
del cuerpo y cuando dlcho sistema estd orientado de tal for-
ma que sus ejes son los princivales de inercia. Esta fue la
situacibén en los apartados anteriores.

Las componentes de la velocidad angular "w", ver [7],
en funcién de los &ngulo de Euler son

w, = & senf seng + 8 cosg
w, = V¥ send cosg - 6 seng
w, = $ cosf + é (18)

y las componentes de la velocidad "v" del origen "o" segfin
"X,Y,2", ver |8|, est4n dadas vor:

[(Vlgyz= [€] [v],y, (19)

en donde la matriz de rotacién [C] que relaciona los siste-
mas "X,Y,2" y "x,y,z" es

cosy cosg - seny cosg +
- seny cos@ seng | + cosy cosf seng send seng
[C] =|- cosy seng - ~ seny seng + (20)

sen8 cos;
-~ seny cosB cosg | + cosy cosf cosg 8 #

senf seny - senf cosy cosf

Teniendo en cuenta que los &ngulos "a" y "B" permane-
cen pequeifios, reemplazando (2) en (20) y (18), sustituyendo
en (17) y llevando esta dltima a (1), se pueden escribir
las ecuaciones de equilibrio de la masa "m" como
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] [8] + (6] [8] = [F) (21)

en la cual el significado de los vectores [ii] y [4] es andlo
go al de la expresién (15). Las matrices y el vector de car-
gas en el nudo "i" son los siguientes

r 1
m 0 0 0

0 m 0 0

] I(x:-vi)senﬁ cosg +

= 2 el
M) =fo | 0| m (x seng + v cosm? |, % ¥ (cos’s ~senlg | |(22)
mm
m l(x;—Y;)senﬁ cosg + 5
0 o] . XmYm(c052¢ -sen2¢)| m (xmsené - Ymcosﬁ)
[o 0 ) 0
ol o 0 0
2l (x2-v%) £2 + | x2-¢?) 1 -
0 0 m m m m 2! 2
[6,] = muw, +x oy £1] -4axy f2l- R (23)
lx2vd) 11 - | 2](v%%®) £2 -
o 0 mom 2 nom
-axy f2l+ RS | - x vy £1] J
L mm m mm
[ 2 “
F1 + m w, (Ym seng - xm cosg)
2
F, +muw (X seng + Y _cosg)
[F] - 2 pA m m (24)

T

T2

es la velocidad angular del &rbol

w
-4 es %l &ngulg girado ¢ = w, t.(Fig. 5)
- fl = cos“gd - sen‘g
- f2 = seng cosg
- Fl,F2 fuerzas actuantes en el nudo "“i"
=TTy momentos actuantes en el nudo “i"
- R? = x% + y?

m m m

Los elementos de la matriz M ,dada en (22), que ocupan
las posiciones i,j (i,j = 3,4) son variables, en forma perib-
dica, con el &ngulo ¢ y su perfodo es n. Estos té&rminos repre
sentan los momentos y productos de inercia de la masa “"m" res
pecto al sistema inercial "x,z". En forma aniloga al caso an-
terior, los elementos de la matriz (23) son peribdicos en .
En la (24) los dos primeros elementos del vector de cargas
contienen términos que son las componentes segfin los ejes "x"
y "2" de la fuerza centrffuga (Fo =m w, Rm) generada por la
masa "m" (Fig. 5) y su perfodo es 2w,
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La Pig., 5 muestra dos masas "m " y "m," que giran con
velocidad angular w,. La masa "m_ " se encuentra adelantada
respecto a la 'mz' &n dngulo iguél a v/12.

Fig. 5

La Fig. 6 muestra la variacién de la fuerza en el eje
"x" debido a cada masa, la Fig. 7 la variacién de los elemen
tos de la matriz (22) y la Fig. 8 la de los elementos ubica-
dos en la posicidn 33 y 34 de la matriz (23).

1.5 M
1.04 -
—

00 i
-054 N -
-!,0-1 C -
Foeee © et
s -

o ¥

Fig. 6 Componentes segfin el eje "x"
de las fuerzas centrffugas
debidas a las masas "m " y 'nz'
De estos gré&ficos se desprende que si "m_ " estd desfa-
sada un &ngulo "n" respecto de "m_,", se anulan los té&rminos
originados en la fuerza centrifugg y se suman en fase los de
las matrices (22) y (23). La simetrfa completa se logra con
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en funcién del 4ngulo gir

Figs 7 Goeficientes de la matriz
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4 masas espaciadas en x/2. En tal caso se eliminan las fuer-
zas centrffugas en (24) y las (22) y (23) toman la forma de
las (16).

SOLUCIONES DE LA ECUACION DE MOVIMIENTO

Utilizando los elementos dados por las (9) a (12), las
(16), y las (22) a (24), se puede modelar un rotor como el
indicado en la Fig. 1. La ecuacibén de equilibrio resultante
es

(M) [a] + [s] (8] + [X] [u] = [F] (25)

en la cual las matrices globales [M], [G], y [K] representan
la masa, el efecto giroscépico y la rigidez del sistema res-
pectivamente. [F] es el vector de fuerzas.

Como se vio en el apartado anterior, una masa desequi-
librada introduce té&rminos perifdicos en las matrices [M Yy
G] y adem&s, esta dltima pierde_su antisimetrfa. Para este
caso, si el vector de cargas [F] es peri6dico y puede desa-
rrollarse en Series de Fourier, de tal modo que, la componen
te "i" del mismo se escribe como

foi
= e
fi(t) 5 + f‘ik cos (kwt) + fzik sen (kwt) (26)

(k= 1,2,..,%)

entonces, la sblucién de la ecuaéi6n (25) puede buscarse,
ver |10|, proponiendo

cos (kwt) + B, sen (kwt) (27)

k k

Derivando dos veces término a t€rmino la (27) y sustitu
yendo en (25) se obtienen los coeficientes A y B resolviendo
los siguientes sistemas

[x] [ac] = [#o] (28)

u, () = 2% 4 5
i 2 i

(K] - x%® [u] ' w [6] A £1,
X1 Xl (20
ANTIS. I K] - x%? [u] B, £2,

Para el caso de que los coeficientes de la ecuacibn (25)
sean constantes, la solucifn puede hallarse utilizando un mé-
todo de descomposicifn mndal propuesto por Meirovitch [9]| o u-
tilizando el método de respuesta en frecuencia [10-11},

INFLUENCIA DE LA VELOCIDAD DE GIRO

La influencia que en el comportamiento a flexidn de un
rotor de seccifn circular tiene la velocidad de giro del &r-
bol, se pone de manifiesto a través de las matrices de efecto
giroscépico dadas por las (11), (16-b) y (23). La Fig., 9-a
muestra un rotor sometido a la accién de un impulso contenido
en el plano "x,y" localizado a L/3 del apoyo izquierdo y la
Fig. 9-b la relacién de las funciones de transferencia, en es
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la variacién de 1la Jelocidag de giro
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cala logarftmica, de los grados de libertad 'u1' Yy "u_” del
nudo ubicado a L/3 del apoyo derecho. Se han graficadd los
resultados para tres velocidades de giro del eje: 100, 1000
Y 2000 rad/s. Para modelar 1 efecto girosc8pico se utiliza
ron matrices concentradas para el rotor, representando tal
propiedad por discos nodales (16-b). Se observa que para la
frecuencia de la excitacién w = 0, que corresponde a cargas
estdticas, el sistema se comporta identicamente para cual -
quier velocidad. Ls decir, u, = 0 y u, toma el valor corres
pondiente para satisfacer equilibrio. Analiticamente puede
verse en la expresibn de la funcibn de transferencia dada
por

[-w? M) + 1w [6) + [K]] [m(w)] = [1) (30)

Cuando la frecuencia de la excitacibn se acerca a una fre -
cuencia natural el cociente u_/u. tiende a 1. Puede verse
que la respuesta en el plano ‘x,ﬁ' est8 acoplada con la del
plano "y,z" y que depende no s6lo de la velocidad de giro,
sino también del contenido de frecuencia de la excitaci®fn.

2%

Ym

U, fml

1.E-S -
0.67359.10 E. G. CONCENTRADO
E.G. CONSISTENTE
0.25619.101
1.E-6 1

6 12 18 2% 30 36 42 48 54 60 Noelem.
Fig. 11

La Fig. 10 muestra la variacifn de los desplazamientos
u, (w) y u,(w) cuando cambia la velocidad de giro para distin-
t&s frecuéncias. Se puede observar que, mientras la funciédn
de transferencia del grado de libertad u permanece casi cons
tante, la de u, crece linealmente con la velocidad de giro.
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En la Fig, 11 se representa el valor miximo del despla
zamiento alcanzado en el grado de libertad "u," cuando el ro
tor posee una masa desequilibrada de 0,01 utm. y gira a 400
r/s. En este casc se utiliz6 el esquema de calculo presenta-
do en las (27) a (29). Se compara la solucién utilizando ver
siones concentradas y consistentes para el efecto giroscépi-
co. Se puede observar gue los resultados difieren bastante y
que utilizando e.g. consistente se necesitan més elementos
para lograr convergencia en los resultados. Con matrices de
efecto giroscépico concentrado no se observa un corrimiento
apreciable en las frecuencias naturales del &rbol al variar
la velocidad de giro, por lo que podrfan calcularse sin te -
ner en cuenta la misma, Resultados anilogos fueron obtenidos
por Guether |12].
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