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o objetivo do presente trabalho e 0 de tester a validede de apl.!
ca~ao de tecnica de reducao em problemes de dinamica estruturel resol
vidos par subestruturacao. e utilizado um programa de subestruturecao
que com algumas alteracces passa a fazer tambem a condensacao (Trans
formaCao Dinamical. Sao apresentados alguns exemplos e os resultados
obtidos por sUbestruturacao. subestruturacao-condensacao e elementos
finitos sao comparados.

The objective of this work is the test of validity of the reduc
tion technique in problems solved by substructuration. It is utilized
a substructuration program which with changes beceme able to do con
densation es well (Dynamic Trensformationl. It wes show examples end
the results obtained by substructuration. substructuration - condensa
tion and by finite element methods ere compared.



Ne enalise de estrutures sujeitea a vibraC8o, se fez

necessaria a determinaC80 des frequencias naturais e mo

dos de vibrar das mesmas. Pare isso, emprega-se com mais

frequencia 0 metodo dos elementos finitos. Sua aplicaC80

entretanto pode gerar equacoes matriciais de elevada or

dem 0 Que pode demandar computador de grande porte, gra~

de tempo de computllC80, problemas de convergencia e de pr,!

CiS80 na obtencao dos autovalores calculados.

Pllra diminuir-se esse problema a SOlUC80 Beta em re

duzir-se 0 tllmanho da eQuaC80 matricial utilizada na obten

cao dos llutovalores e autovetores. Dues interessantes al

ternativas tem sido usadas com essa finalidade: subestru

turllC80 [1], [41. [6], [7] e condensllC8o [2],[3],[5],[7].

Neste trabalho, da m8sma maneira que em [7], prete~

de-se usar a alternative de uni80 dOl dois metodos. Pri

meiramente e aplicado 0 metodo de sUbestruturacao e post,!

riormente, sobre a "eQuaC80 mlltricial global" (dll uniao

dllS subestruturas] e feitll uma reduC80 de coordenadas con

seguindo-se com isso uma eQuaC80 matricial de ordem bas

tante reduzide.

o presente trabalho utilizada um programa de 8lemen

tos finitos com modificecoes feitas por PINOTTI e SANTOS

[6] que introduziu, no mesmo, sUbestruturacao para anali

se dinamice. 0 metodo usado para isso foi 0 desenvolvido

por Hurtz [1]. Nesse progremll sao introduzidllS nOVllS sub

rotinas pera efetuar a reduceo de coordenades pelo metoda

eXllto segundo PAZ [5].



pare-se {y } em {Yk}, coordenadas que f1carao, ·masters· ,e

{yr}, coordenadas que sairao, ·slaves· ficando em funcao

de {Yk} , resultando a equacao (2) da seguinte forma:

Resolvendo-se a equacao (3) para {Yk} e considerando

se Um! frequenci! generic! III (frequenoh de reduC80l ob



onde:

[Tl - [K _ 1.1I2 I'l r1
[Kkk _ 1.1I2 I'lrk] (S)rr rr

o problema de autovalores reduzido fica entao:

(K"l {Yk}-W2 (;;] { Y k} to"} (6 )

onde:

(K) [Kkk) £T) + [K ) (7)rr

[M] [l'lkk1 [T] [I'l 1 (8 )rr



A Transformacao D1nam1ca foi implementada adaptand~

se um programa de analise dinamica de estruturas por sub

estruturacao (6). Esse programa esta composto de maneira

que. a partir dOB dados necessarios. analisa dinamicamen

te cada subestrutura. acopla esses resultados. obtendo a

equacao matricial global. e a partir dela obtem os autova

lores e autovetores da estrutura.

Esse programa foi alterado de maneira que. tendo re

cebido como dados adicionais:

W - frequencia inicial de reducao

6w - tolerancia na determinacao dos autovalores

Vkr - Vetor reducao (que define os ·masters· e

·slaves· e possibilita a reordenacao de

equacao (2) resultando a equacao (3).

transforma a equacao matricial global (2) reduzindo-a

na equacao (6). nesse ponto retorna-se ao programa orig!

nal [6). que determina 0 autovalor 0 • apas 8SS8 celculo

foi feita nova adaptacao para comparar esse valor com we.

se necessario retornar e obter uma nova equacao (61.

Quando os resultados ja tiverem convergido 0 progr~

ma imprimira os valores de 0 e {y}



entre resultados obtidos de tres maneiras diferentes: el~

mentos finitos, subestruturaoiio e sUbestruturaoao - conden

RECEBE OS OADOS DAS SUBESTRUTURAS RECEBE 0 VETOR REOUCAo A
E FORNECE A EQUACAo MATRICIAL E FREQUeNCIA DE REOUCAO E
GLOBAL A TOLERANCIA,

I
PARTE A MATRIZ MASSA EM Mkk, Mkr, Mrk, Mrr E A
MATRIZ RIGlDEZ EM Kkk' Kkr, Krk e Krr

I
1

I CALCULA A MATRIZ T 1

1
CALCULA AS MATRIZES MASSA E RIGlDEZ DA ESTRUTURA

NAS COORDENADAS Yk•

1
RECICLA ATe ESTAR OENTRO RESCLVE A EQUACAo

DA TOLERANCIA 00 l'DVlMENTO

1
ICOMPARA FREQUtNCIA OBTlDA COM FREQUeNCIA DE REDUCAo\

r AUTOVALCRES E AUTOVETORES I



Observe-se que os resultedos por sUbe8trutureoao-co~

densaoao e por subestrutureoao sao perfe1tamente c01nc1

dentes e ambes d1ferem mu1to pouco dos resultedos obt1d08

por elementos f1n1tos.

~ ana11sade ume pleca com ume de sues arestas sem1-

engastadas: placa retangular com 800 x 400 mm e 9,5 mm de

espessura, conforme F1gura 1 ••• Na ana11se palo metoda da

sUbestruturaoao ha uma d1v1sao em tris subestrutures cade

uma com 4 elementos, F1gura 1.b, sendo cons1derados tris

graus de 11berdade par no, duas rotaooes e uma trenslaoao.

Cons1derendo-se uma coordenada de modo normal por subes

trutura a equaoao matric1al global do mov1mento da estru

tura resulte com 15 coordenedes general1zadas. No proce~

so de condenseoao he uma reduoeo de 15 pera 9 coordenedas

genera11zades. Ne ana11se palo metoda de elementos f1n1

tos e pIece. d1v1dida em 12 elementos resultando ume equ.!

Oao matric1al com 54 coordenedas genera11zadas. A Tabela

4.1 mostra esses resultados bem como es tris prime1res

frequencias neturais da placa. A Tabela 4.2 mostra 0 nums

ro de 1teraooes efetuadas quando 8 adotado 1 Hz para a fre

quinc1e de reduOao e 0,1 Hz pare a toleranc1a. Os modos

norma1s calculados pelos tris procedimentos sao perfe1t.!

mente co1nc1dentes nao tendo s1do, par 1S80, apresentedos

seus resultados.



PLACA SEMl-ENGASTADA

N~ DE VNUACAo FREQU£NClA NATURAlS

COORD. \ H 2~ 3~

ELEMENTOS FlNlTOS 54 100\ 37.1 46.7 82.6

SUBESTRUTLRAcAO 15 25\ 36.3 46.9 82.8

SUBESTRUTURACAo- 9 16\ 36.3 46.9 82.8
REOUCAo

NIll'1ERO[E lNTERAl;OESPARA CALCULO DAS
FREQUcNClAS NATURAlS

H 2~ 3~

ISUBESTRUTURAcAo- 3 2 3REWCAo

EDGED



A principal conclusao e a de que ha uma significat!

va reduceo do tamanho das matrizes. com um numero de ite

racoes pequeno. Essa conclusao e particularmente interes

sante. quando se pensa na utilizacao de computadores de

pequeno e medio partes:

o programa e de facil utilizaceo pois basta introdu

zir como novos dados apenas a frequencia de reducao. a to

lerancia e 0 vetor reducao.

[1] HURTZ. W.C.. -Dynamic Analysis of Struct~

ral Systems Using Component Modes-, It

Propulsion Laboratory, California. Instit~

te of Tecnology, Los Angeles, California
(1965).

Transformation Method for Modal Synth~

sis-, AIAA J. Val. 12. n~ 5, Maio 1974.

[3] LEUNG, A.T., -An accurate method of Dyn~

mic Condensation in structural analysis-,

International journal for numerical me

thods in engineering. Vol. 12. 1705-1715
(1978).



sub structuring with simplified computation~

International journal for numerical methods

in engineering, Vol. 14, 1241-1256 (19791.

Eigenproblems", Journal of structural Eng!

nee ring ". Vo 1. 109, n~ 11 , No vemb er, 1963.

[6] PINOTTI Jr., M., SANTOS, M.A.V. dos - "Anali

se Oinamica por SUbestruturacao usando ma

triz massa diagonalizada". VII Congresso

Latino-Americano Sobre Metodos Computaci~

nais para Engenharia. EESC-USP., Sao Car

los, Sao Paulo, Brasil, Novembro de 1986.

[7] PRAKASH. B.G. and PRABHN, M.S.S. _ "Reduction

Techniques in Dynamic Substructures for

Large Problems", Computers and Structures.

Vol. 22, n'? 4, pp. 539-552, 1966.


