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o presente trabalho tern por objetivo 0 preparo da ferramenta
computacional necessaria a aplicaoao do metodode subestruturacao ten
do como apoio urn prograrna cientlfico de elementos finitos. permitin
do assirn a analise dinamica de grandes estruturas atraves de urn pro
blema numerico de tamanho reduzido. ~ utilizado 0 metodo • Componert
Modes Synthesis· (Hurty) (que resulta com uma matriz massa simetri
ca que e diagonalizado por uma transformacao de coordenada~. Sao apre
sent ados dois exemplos Que tem seus resultados comparados com 0 meta
do de elementos finitos.

ABSTRACT
This work has the objective of prepare a computacional program

needful to the application of the substructure method that has sup
port of a cientific finite element method program, which permit the
dinamic analysis of large structures through a numerical problem of
a reduced size. It is utilized the Component Modes Synthesis (Hurty)
(that result with a simetric mass matrix which became diagonal by a
coordenate transformation), Two examples are shown and their results
are compared with finite element method.



o objetivo do presente trabalho e 0 de a partir de
uma bibliografia completa sobre subestruturacao expor a
teoria desse metodo e simultaneamente fazer indicacoes 50

bre como adaptar um programa de elementos finitos para 0

uso dessa tecnica e esclarecer como pode ser preparada a
entrada de dados para urn programa. Colocamos antes do re
sumo teorico de sUbestruturacao uma descriCao da area de
aplicaCao desse metodo. bem como da sua evolucao ao longo
do tempo.

Um problema que surge na analise dinamica de grandes
estruturas pelo metodo de elementos finitos e 0 grande n~
mere de graus de liberdade nec8ssarias a obtencao das ba1
xas frequencias naturais e modes de vibrar associados.Uma
das tecnicas desenvolvidas nas ultimas decadas para con
tornar este problema e 0 metodo de sUbestruturacao no qual
a astrutura e dividida em estruturas manores chamadas sub
estruturas. as quais sac analisadas dinamicamente e os r~
sultados obtidos usados para sintetizar urn sistema de coor
denadas global para a estrutura permit indo assim uma ana
lise de razoavel precisao com um problema matricial de re
duzido tamanho.

Variacoes nas consideracoes feitas na analise de ca
da subestrutura determinam diferentes tipos de metodos de
sUbestruturacao. Podemos citar como principais: (1) "Com
ponent mode Synthesis" 111.121 as subestruturas sao anali
sadas com suas interfaces fixadas, (2) "Branch Mode Analz
sis" 131. sucassivos conjuntos vinculos sao impostos a e~
trutura e os modos obtidos usados em uma analise de Raz
leigh-Ritz I (3) "Compled free-free Component Modos" 141 •
151. as subestruturas sac analisadas com suas interfaces
livres, (4) "Component mode Substitution" 161. uma estru
tura e escolhida como corpo principal e analisada com suas

ou 11vres.
Sao dois os problemas basicos na aplicacao de tais

metodos: (1) como selecionar um conjunto de modos para a



subestrutura e (2) como assegurar as condicees de compat!
bilidade entre as interfaces das subestruturas. Varias sao
as sugestees apresentadas na tentativa de soluciona-los •
entre elas podemos citar: Mac Neal 171. modos h:£bridos,
Rubin la\. Flexibilidade Residual, Kuhar Isi. subestrutu
racao mais condensacao dinamica. Leung 1101. condensacao
dinamica na subestrutura. Meir'ovitch/Hale 1111. subestru
tura representada par urn conjunto de funcees admiss:£veis.

Oa analise dos metodos de sUbestruturacao baseada em
varios criterios. par exemplo. convergencia das freque~
cias naturais. modos de vibrar e tensees. a metoda ·Comp~
nent mode Synthesis· tem-se mostrado urn dos de maior uti
lidade. sendo par este motivo a metodo base dests estudo.

Neste metodo a estrutura complexa e dividida em va
rias regioes chamadas subestruturas. As matrizes massa e
rigidez de cada subestrutura junto com as condicoes de com
patibilidade geometrica ao 10ngo das fronteiras das subes
truturas sao usadas para estabelecer duas formas de coor

das generalizadas de contorno as quais fornecem oa dealo
camentos e rotacoes dos pont os al longo das fronteiras das
subestruturas e estao relacionadaa com as modos de deslo
camento da subestrutura conhecidas como ·modos constrain~.
que representam a relaCao entre as coordenadas f:£sicas in
ternas e as coordenadas f:£sicas de interface das subestru
turasl (2) as coordenadas generalizadas dos modos normais
da subestrutura as quais fornecem os deslocamentos e rot~
Cao dos pontos internos das subestruturas e estao relaci~
nadas com os modos de vibracao livre da subestrutura com
as interfaces totalmente fixadas. As equaCGes de Lagrange
sao obtidas em termos deste sistema de coordenadas gener~
lizadas. 0 metodo 8 essencialmente urn processQ de discre
tizaoao de Rayleigh-Ritz com reducao das coordenadas da
subestrutura. uma vez que apenaa uma parcela dos modos nor
mais da subestrutura e utilizada como coordenada general!



zada. permitindo assim representar uma estrutura complexa
por urn numero reduzido de graus de liberdade.

A equacao do .movimento da j-esima subestrutura e da
da por:

o indice i indica interior
o indice b indica contorno

cao de movimento livre. e considerando-se as
fixadas tem-ss:

A soluceo da equacao (2) fornece a matriz dos modos
normais de vibracao da j-esima subestrutura. [~lj'

Considerando-se agora as forcas internas e as aeele
racees nulas para a obtencao do equilibrio estatlco da sub
estrutura tem-se:

[l(ib1 b 1 {O }{x } j + [K11 1 j {x }j =j

entao,

{xl} j [ 1/1 1j b{x }j

em que.

[ Iji 1 j _[Kli1-1 [Kib1j. j

e a matrlz de deformacao estatica da j-esima subestrutura
e representa a relacao estatica entre as coordenadas 1n



ternas e as de contorno.
Com base nos conceitos de modos normais e de deforma

coes pode-se montar a matriz transformacao de coordenadas
para a subestrutura. que transformara as coordenadas fis!
cas de interior e contorno em coordenadas generalizadas •
da subestrutura formadas das coordenadas de contorno e
coordenadas dos modes normais da mesma.

{pb} sao as coordenadas generalizadas de contorno
da subestrutura.

{pL} •sac as coordenadas generalizadas dos modos no!:
mais da subestrutura considerados apenas os
modos normais baixos.

[1] e a matriz identidade.
[aL]j sac os modos nas baixas frequencias da subes

trutura retiradas de [a]j que foi dividido em
[aL "H] j sendo [aH) j os modos nas frequencias
altas.

Aplicada a transformacao proposta obtem-se a equacao
do movimento da j-esima subestrutura nas coordenadas {p}

j



A equaoao matricial desacoplada do movimento do sis
tema e

suas matrizes de maneira que as coordenadas de contorno
das diversas matrizes fiquem juntas, bem como as coordena
das normais. Feito isso e expresso na forma compacta teve

[m
bb

: m
bL

] j-~+['bb 0 Jf b j--~-=- ~-- { a}---,-- ( 12)

iiiLb I iiiLL ..L o I KLL pLP

onde:

0 {ndice b e contorno.
a {ndice L e normal.

A transformaOao de coordenadas que acopla as subma
trizes da equaoao (12 ) e a seguinte:

[

I jT I 0

-+--
o I I

I

A matriz Tea responsavel pela compatibilidade ge~
metrica entre as coordenadas de contorno das submatrizes

Aplicada a transformaoaa [A) sabre a equaoao (12) ob
tem-se a equaoao de movimento da estrutura:
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o processamento computac1onal fo1 div1dido em
partes:

3.1. Alteracoes no programa de elementos finitos
para obtenC80 dos dados necessarios. de cada subestrutura.
a aplicaCao do metodo,

Nessa alteracao e introduzido no programa dados Que
informem Quem sao os graus de liberdade de contorno. para
Que a subestrutura rapr888ntada pele 8Quacao
resolvida por elementos finitos • calculando
£ '" 1 j eQ £ 51. a part ir desses resultados sao

( 1) possa B8r

£1I1j eQ.£21.

montadas sub



3.2. Elaboracao de urn prograrna para acoplamento
das subestruturas.

Esse programa Ie os dados da eq(B) fornecido pala
etapa anterior. recebe como dado de entrada a matriz [A)
montada externarnente e monta a equacao (15).

3.3. Alteracoes no prograrna de elementos finitos
para receber as matrizes massa e rigidez da astrutura ra
sultantes da aplicacao do metoda.



DADOS DE CADA
SUBESTRUTURA

PROGRAMA DE ELE SUBRDTINAS
MENTOS FINITDS - ACRESCENTADAS
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PROGRAMA PARA ACDPLAM~NTU
DAS SUBESTRUTURAS E DIAGO-
NALI ZACAo

EQUACOES DO MOVIMENTO DA
ESTRUTURA

PROGRAMA DE ELEMENTOS FINI
TOS ADAPT ADDS PARA RECEBER
A EQUACAO DO MOVIMENTO

FREQUeNCIAS NATURAlS E MO
DOS DE VIBRAR DA ESTRUTURA

Figura 4.1 - Diagrama em bloeos do pacote de elementos

finitos.



Sao considerados dois exemplos: uma viga biapoiada(F1
gura 1.a), e uma placa com um dos lados parcialmente enga~
tado (Figura 2.a). ambas de aco carbono possuindo propri~
dade de massa e rigidez uniformes.

A viga e um perfil padronizado n~ 40 A com 30.75 dm de
comprimento e esta dividida em tras subestruturas. cad a uma
com tras elementos (Figura 1.b). dois graus de liberdade
por no. uma rotacao e uma translacao. t considerada uma co
ordenada generalizada de modo normal para cada subestrutu
ra e sao pesquisados os tras primeiros modos da viga. Os
resultados obtidos pelo metodo de sUbestruturacao sao com
parados com as obtidos pelo programa de elementos finitos
considerando 0 numero de elementos igual a soma do numero
de elementos de todas as subestruturas. A Tabela I mostra
estes resultados.

A placa e retangular com 6.0 x 4.0 dm e 9.5 mm de es
pessura e esta dividida tambem em tras subestruturas. cada
uma com quatro elementos (Figura 2.b). tras graus de libe~
dade por no. duas rotac5es e uma translacao. Tambem uma co
ordenada generalizada de modo normal por subestrutura e os
tras primeiros modos da placa sao pesquisados. A Tabela II
mostra as resultados obtidos.
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SUBESTRUTURACJl.O ELEMENTOS FINITOS

ORDEM OA EQ. 9 18
MATRICIAL

Iz 14 MOODS MOODS
~I --,3 J5 ~

JI H 29 39 19 29 39

"" FREQUeNCIA
26,46 105.4 235,1 26,46 105,4 235,1

OESLOCAMENTO~

1 0,1853 -0,3674 _0,5390 0,1853 -0,3674 0,5390

2 _0,1575.10.1 0,1576.10.1 0,2440.10-8 _0,1575.10.1 0,1575.10.1 0,1538 .10-4

3 0,9266.10-1 0,1837 0.5390 0,9266.10-1 0,1835 -0,5390

4 _0,1575.10.1 _0.1576.10.1 _0,2440.10-8 _0,1575.10+1 _0,1575.10+1 _0,7601.10-5

5 _0,9266.10-1 0,1837 -0,5390 _0,9266.10-1 0,1837 0,5390

6 -0,1853 -0,3674 0,5390 -0,1853 _0,3674 -0,5390



SUBESTRUTURACAo ELEMENTOS FINITOS

o RDEM DA EQ. 15 54
MATRICIAL

4."'. I
, MOODS MOODSI

.T.5-~- - +--
I I

19 2~ 3~ 1~ 2~ 39

~

37.36 46.97 82.76 37.1 46.73 82.57
DESL OCAMENTOS

1 0.1239.10.1 -0.8715 -0.4856 _0.1229.10.1 0.8633 0.4582

2 0.9756 -0.4860 -0.6491 -0.9677 0.4824 0.6283

3 0.1593 -0.7309 0.9810 -0.1574 0.7229 _0.9780

4 0.3450.10.1 _0.1822.10.1 _0.2425.10.1 _0.3421.10.1 0.1808.10.1 0.2351.10.1

5 0.1162.10.1 -0.4566 _0.1283.10.1 -0.1152 •10.1 0.4548 _0.1257.10.1

6 0.1465 _0.1323.10.1 0.1383.10.1 _0.1459 0.1312.10.1 _0.1363.10. 1



Este trabalho apresenta a esquema do processamento
computacional necessaria para aplicacao do metoda -compo
nent mode synthesis- at raves de um programa cient{fico de
elementos finitos para analise dinamica de estruturas. Pe
los exemplos observa-se uma grande reducao na ordem da
equacao matricial que representa a movimento da estrutura
pela aplicacao do metodo, 0 que traduz-se em economia de
tempo e capacidade computacional. Isto reafirma entao a
grande aplicacao do metoda de subestruturacao na solucao
de pr~blemas dinimicos de grandes estruturas.
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