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RESUMEN

En este trabajo se describe y justifica un método general para obtener
secuencias encajadas de mallas triangulares. Este se basa en la aplicacién
de algoritmos de refinamiento capaces de producir y refinar triangulaciones
irregulares y conformes. Se discute la aplicacién de esta técnica en un software
de elementos finitos que combina métodos de multimallas y adaptabilidad,
y el uso de estos algoritmos en un generador de triangulaciones flexible y
general. Se incluyen también algunos comentarios sobre la generalizacién de
estas aplicaciones.

ABSTRACT

A general approach to generate nested series of general triangular grids
is discussed and justified. This is based on essentially arbitrary (conform-
ing) mesh refinement strategies. Applications of this technique to produce
both dynamic multigrid, finite element software for partial differential equa-
tions, and a flexible grid generator are discussed. Some comments about the
generalization of these applications are also included.
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INTRODUCCION

En este articulo se discute la generacién de secuencias encajadas de tri-
angulaciones irregulares basada en el uso de algoritmos conformes de refi-
namiento de triangulaciones. Estos algoritmos a su vez se basan en las
propiedades de la biseccién de tridngulos por el lado miés largo (1], {2],(3],{4],[5]-

En el andlisis cldsico de elementos finitos se utiliza una discretizacién
fija de la regién para aproximar el problema continuo. Esta discretizacién
se construye normalmente usando un generador de mallas capaz de generar
una discretizacién irregular con cualquier resolucion deseada. Sin embargo,
estos programas son generalmente incapaces de modificar una malla obtenida
previamente, de modo que si el usuario decide efectuar un nuevo anilisis
de elementos finitos usando una malla més refinada, todo el proceso debe
repetirse nuevamente.

Sin embargo, en los Gltimos afios se han desarrollado y justificado técnicas
nuevas cuyas caracteristicas han inducido un cambio en la manera de abordar
andlisis de elementos finitos. Desde el punto de vista de la implementacién
de la versién h del método de elementos finitos, las m4s importantes de estas
técnicas son la adaptabilidad de la malla [4],[6],[7] y los métodos de muiti-
mallas (métodos de orden 6ptimo) [8],(9] para resolver los sistemas lineales
poco densos asociados a las discretizaciones consideradas. Ambas técnicas
consideran el problema de manera dindmica, es decir se basan en el hecho que
el problema de valores de borde puede aproximarse mediante una secuencia
apropiada de problemas discretizados .

El anélisis de elementos finitos adaptable puede visualizarse como un pro-
cedimiento de retroalimentacién mediante el cual la discretizacién se ajusta
en forma automdtica para satisfacer cierto criterio de optimalidad. Por otro
lado, los métodos de multimallas son computacionalmente muy complejos y
para ser utilizados en forma general en problemas pricticos necesitan de la
generacién automéitica de secuencias de discretizaciones irregulares y enca-
jadas de la region. En este trabajo se discute una familia de algoritmos de
refinamiento de triangulaciones que resuelve ambos problemas. En efecto, es-
tos algoritmos permiten el refinamiento local de triangulaciones, y usados en
forma iterativa producen secuencias de triangulaciones encajadas.

En los tdltimos afios se han desarrollado varios generadores de mallas y
algoritmos de refinamiento adecuados para producir software de elementos
finitos de multimallas y adaptable [4,/6],[8]. Aun cuando los algoritmos que
describiremos aquf se desarrollaron inicialmente con el objeto de llenar un
vacio en el desarrollo de un software de este tipo, en realidad constituyen la
base de una estrategia general de generacién de mallas, cuyas caracteristicas
principales se resumen de la siguiente manera. Los algoritmos se basan en es-
trategias de refinamiento esencialmente locales y pueden usarse para modificar

cualquier triangulacién conforme. La aplicacién iterativa de estos algoritmos
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genera series encajadas de triangulaciones irregulares cuyas propiedades de-
penden de la triangulacién inicial. Finalmente, el uso de estos algoritmos
garantiza que todas las triangulaciones generadas son conformes (la inter-
seccién de dos tridngulos adyacentes es un vértice comin o un lado comin),
no degeneradas (los éngulos interiores de los tridngulos estin acotados infe-
riormente) y suaves (la transicién entre tridngulos pequefios y grandes no es
abrupta).

Debido a su generalidad y flexibilidad los algoritmos pueden usarse al
menos en cuatro contextos diferentes:

(i) para desarrollar generadores flexibles de triangulaciones irregulares,
(ii) para refinar localmente una triangulacién conforme dada,
(iii) para implementar software adaptable de elementos finitos, y
(iv) para implementar métodos de elementos finitos y multimallas.

A continuacién discutiremos los algoritmos y sus propiedades asf como
la aplicacién de estas técnicas para producir software de elementos finitos
adaptable y de multimallas para ecuaciones diferenciales parciales, y en un
generador de triangulaciones flexible y general. Se incluirdn también algunos
comentarios relacionados con la estructura de datos usada para generar la
secuencia de discretizaciones y para manejar el método de multimallas, y
algunos comentarios sobre el trabajo de investigacién en curso.

LOS ALGORITMOS

En esta seccién se introducird una familia de algoritmos de refinamiento
de triangulaciones irregulares basados en la biseccién de triangulos por el lado
mis largo. Los primeros algoritmos de la familia se introdujeron iniciaimente
en [2], {3] y los llamaremos algoritmos de refinamiento de 2 tridngulos en con-
traste con los algoritmos de 4 tridngulos que introdujimos més recientemente
en [5].

Las propiedades principales de estos algoritmos se resumen de la siguiente
manera. Para cualquier triangulacién conforme r y cualquier submalla de re-
fiamiento V C r, estos algoritmos producen una nueva triangulacién conforme
r* con las siguientes caracteristicas, ttiles tanto para el método de elementos
finitos como para los métodos de multimallas:

1. Todos los elementos de V estdn refinados en 7.

2. 7* estd encajada en 7 de tal manera que cada tridngulo refinado estd
contenido en un tridngulo de 7.

3. La triangulacién r* es no degenerada, es decir se garantiza que los &ngulos
interiores de todos los tridngulos de r* son mayores que un nimero mayor
que 0.

4. La transicién entre tridngulos grandes y pequefios no es abrupta y en este
sentido, r* es suave.
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Para discutir los algoritmos conformes de refinamiento, definiremos
biseccién simple y biseccién generalizada de un tridngulo, y en este contexto,
los conceptos de tridngulos y puntos 1- no conformes.

Definicién 1. La biseccién generalizada de un tridngulo se define como
la biseccién del tridngulo por el punto medio del lado mis largo (ver Fig.
1{a)). Cuando la biseccién se realiza por un lado cualquiera s la llamaremos
biseccién simple del tridngulo por dicho lado (ver Fig. 1(b)).

(a) (b)

Figura 1

Deflnicién 2. Un tridngulo ¢ es ,i:- no conforme si existe al menos un
punto medio de uno de sus lados que no esté unido con el vértice opuesto a
dicho lado (ver Figura 2). Anilogamente, el punto y el lado correspondientes

se denominan punto y lado %-no conformes.

Los algoritmos de refinamiento pueden describirse entonces en base a los
siguientes procedimientos:

(1) La biseccién generalizada de un tridngulo.
(2) La biseccién simple de un tridéngulo por un lado s.
(8) El procedimiento de conformacién que hace conforme un punto i-no con-

forme P de un tridngulo t. Esto se realiza de la siguiente manera (ver
Fig. 3):

(a) Realice una biseccién generalizada de t y obtenga Q (Figura 3(b)).
(b) Si P # Q, realice una biseccién simple del trisngulo t por el lado
+-no conforme (Figura 3(c)).

Observe que un punto ;-no conforme Q puede generarse a través del
procedimiento (3).
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Figura 2

() () ©
Figura 3

Asi, para cualquier triangulacién conforme y no degenerada r y para
cualquier submalla de refinamiento V C r, el algoritmo bésico de 2 tridngulos
puede describirse esquemdticamente de la siguiente manera:

{ algoritmo de 2 triingulos }
Entrada{r,V}
Para cada t € V haga lo siguiente
Realice la biseccién generalizada de ¢
{ sea P el punto medio generado }
Mientras P sea ;-no conforme de un tridngulo ¢*
Haga conforme el punto P y obtenga Q
P:=Q
Salida {r*})
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Andlogamente el algoritmo baisico de 4 tridngulos puede describirse como
sigue:

{ algoritmo de 4 tridngulos }
Entrada {r,V}
para cada t € V haga lo siguiente
Realice la biseccion generalizada de ¢
{ sea P el punto medio generado
¥ t,, t; los tridngulos obtenidos }
Mientras P es punto i-no conforme de un tridngulo ¢t
proceda como sigue
Haga conforme el punto P y obtenga Q
P:=Q
Para 1 = 1,2 proceda como sigue
Realice una biseccién simple de ¢; por el lado comin de t y t;
{ sea P el punto generado }
Mientras P es un punto %-no conforme de un tridngulo ¢”
proceda como sigue
Haga conforme el punto P y obtenga Q
P:=Q
Salida {r}

La diferencia principal entre los dos algoritmos descritos anteriormente
reside en que en el primer algoritmo, cada tridngulo de V se divide en 2

pedazos tal como se muestra en la Figura 4(a),mientras que en el segundo
algoritmo cada tridngulo se divide en 4 pedazos como en la Figura 4(b).

(@) ()

Figura 4




- 345 -

PROPIEDADES DE LOS ALGORITMOS

Para mostrar todas las ventajas potenciales dé estos algoritmos, intro-
duciremos la familia admisible de triangulaciones irregulares {1], [8], [9].

Definicién 3. T* se dird una familia (a,,§) admisible de triangulaciones
irregulares y conformes, si se cumplen las siguientes condiciones:

(a) Para cualquier r € T* y para cualquier par de triéngulos adyacentes
t,,t; € r (con didmetro respectivo h,, hy):

min(h,, hs)/ max(hy, hs) > 6 >0
{b) Si  es el dngulo interior minimo de ¢, entonces
mina, > a; > 0,
para cualquier r € T*, y donde §, a, son constantes.

La condicién (a) corresponde a una condicién de suavidad, mientras que
la condicién (b) es la condicién de no degenerancia estandard exigida normal-
mente en el método de elementos finitos. Es importante sefialar aquf que las
constantes § y a, en realidad caracterizan la familia de triangulaciones.

En este contexto, los resultados principales sobre los algoritmos conformes
de refinamiento pueden resumirse en el siguiente Teorema.

Teorema. El uso arbitrario e iterativo del algoritmo de refinamiento de
2 tridngulos y/o del algoritmo de refinamiento de 4 tridngulos (a2 partir de
cualquier triangulacién inicial no degenerada y conforme 7, ) siempre produce
triangulaciones encajadas que pertenecen a la misma familia (e, ,§) admisible
de triangulaciones irregulares T, donde las constantes a, y 6§ que definen la
familia solo dependen de las caracteristicas geométricas de la triangulacién
inicial 7o.

Este Teorema se basa en las propiedades de la biseccién generalizada
iterativa de un tridngulo dado asi como en las propiedades de la biseccién
simple de un tridngulo, realizada inmediatamente después de una biseccién
generalizada, y en las propiedades del procedimiento de conformacién. Una
demostracién de este Teorema puede encontrarse en [1).

Finalizaremos esta seccién recalcando la importancia préctica del Teo-
rema anterior. Por un lado nos asegura que todas las triangulaciones
generadas mediante los algoritmos conformes de refinamiento satisfacen las
propiedades deseables en el método de elementos finitos (permitiendo refinar
cualquier triagulacién dada), y por otro lado nos proporciona una herramienta
poderosa para generar automaticamente especios de elementos finitos encaja-
dos y generales, un procedimiento esencial para la utilizacién prictica de los
métodos de multimallas. Para ilustrar la calidad de estos algoritmos hemos
incluido en la Figura 5 una secuencia de mallas encajadas generadas usando
localmente el algoritmo de 2 triingulos [4].
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APLICACIONES DE LOS ALGORITMOS Y CONCLUSIONES

Estos algoritmos se han aplicado en forma experimental en dos contextos
diferentes:

1. Para desarrollar el paquete EXPDES, un software que combina elementos
finitos, adaptabilidad y métodos de multimallas para resolver ecuaciones
diferenciales parciales.

2. Para desarrollar GENTRI, un generador de triangulaciones flexible y
general, apropiado para el refinamiento local y selectivo de triangula-
ciones conformes.

Las dos aplicaciones anteriores y muy especialmente la primera, dependen
en forma critica de la estructura de datos que se utilice. Este problema se ha
resuelto usando la estructura molecular que introdujimos en las referencias [4],
[6], y basada en que cada triangulacién conforme puede representarse como
un conjunto de moléculas centradas en los vértices.

En la actualidad nuestro grupo de investigacién trabaja en el andlisis
critico de diferentes implementaciones de la estructura molecular para
desarrollar un generador de triangulaciones, y en el desarrollo de un soft-
ware aun mas dinimico que el paquete EXPDES, capaz ahora de refinar y
desrefinar los elementos en la secuencia de discretizaciones. Es claro que en
este nuevo contexto se necesita una estructura de datos aln mds flexible para
manejar la secuencia dindmica de triangulaciones

Concluiremos este trabajo mostrando algunos ejemplos de aplicaciones
de los paquetes EXPDES y GENTRI

El paquete EXPDES constituye un software general, flexible, facil de
usar que entrega informacién confiable acerca de la calidad de los resultados
numéricos calculados y capaz de realizar la mayoria de las tareas aburridas
y de las decisiones dificiles involucradas en el uso del software cldsico de
elementos finitos [4], [6]. A partir de una triangulacién gruesa inicial de
la regidn, el paquete EXPDES genera automéiticamente todas las triangu-
laciones restantes, que son siempre encajadas, conformes, no degeneradas
y suaves. Los experimentos numéricos realizados con este programa han
mostrado que las secuencias de soluciones de elementos finitos obtenidas en
forma adaptable, son en general éptimas con respecto al niimero de grados de
libertad involucrados.

Para ilustrar el comportamiento de este programa computacional
consideremos el problema de Laplace con condiciones de borde tipo Dirichlet
sobre una regién en forma de L formada por la unién de tres cuadrados unitar-
ios (4], [7], [8}, [9]. La solucién de este problema es la funcién u = r} sen(20/3),
que es singular en la esquina reentrante. En consecuencia, la tasa asintética de
convergencia para elementos lineales y triangulaciones cuasi-uniformes decrece
a }. Sin embargo, se conoce que para una triangulacién irregular adecuada,
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es posible obtener la tasa méxima de convergencia } para estos elementos. La
convergencia de este problema se ilustra en la Figura 6, donde la pendiente de
las curvas representa la tasa numérica de convergencia alcanzada. Aquf puede
apreciarse claramente que la tasa numérica de convergencia para la secuen-
cia cuasi-uniforme de discretizaciones est4 en completo acuerdo con la teoria,
mientras que el procedimiento adaptable ha alcanzado la tasa méxima de con-
vergencia para elementos lineales. En este sentido decimos que la secuencia
adaptable de problemas de elementos finitos generados es 6ptima. Con el ob-
jeto de ilustrar la calidad de las triangulaciones generadas, se incluye en la
Figura 7 la 1ltima triangulacién obtenida en forma adaptable.
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Con respecto al generador de triagulaciones GENTRI {5],(10}, sus princi-
pales caracteristicas son las siguientes: para cualquier triangulacién conforme
inicial de la regidn, produce una nueva triangulacién refinada y conforme
con cualquier resolucién deseada mediante el uso iterativo de los algoritmos
de 4 tridngulos. La resolucién de la malla final se determina eligiendo un
conjunto de subregiones de refinamiento R; y pardmetros asociados h,, y es
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esencialmente independiente de la malla inicial. En forma mis especifica, el
programa GENTRI construye una nueva triangulacién refinada de manera que
el didmetro de cada tridngulo contenido en R, es menor o igual que h,;, para
cada 1. Finalmente, debido a las propiedades del algoritmo de 4 tridngulos,
la triangulacién irregular que se obtiene es no-degenerada y suave.

Para ilustrar el comportamiento de GENTRI {5],/10], hemos usado dicho
programa para triangularizar una regién rectangular y las regiones poligonales
de las Figuras 9(a) y 10(a). Las Figuras 8(a) y 8(b) muestran dos triangula-
ciones diferentes obtenidas para una regién rectangular inicialmente cubierta
por una malla de 4 tridngulos. La Figura 9(b) muestra una triangulacién
obtenida para la primera regién poligonal a partir de la triangulacién inicial
de la Figura 9(a). Finalmente, la Figura 10(b) muestra una triangulacién
obtenida usando dos subregiones circulares de refinamiento centradas en 2 de
las esquinas del borde de la regién.
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Figura 10
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