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En este trabajo se describe y justifica un metodo general para obtener
secuenciu encajadas de mallas triangulares. Eate se bua en la aplicaci6n
de algoritmos de relinamiento capaces de producir y retinar triangulaciones
irregulares y conformes. Se discute la aplica.cion de esta tecnica en un software
de elementos tinitos que combina metodos de multimallas y adaptabilidad,
y el uso de estos algoritmos en un generador de triangulaciones ftexible y
general. Se incluyen tambien algunos comentarios sobre la generaliza.ci6n de
estas aplicaciones.

A general approach to generate nested series of general triangular grids
is discussed and justified. This is based on essenti&1ly arbitrary (conform-
ing) mesh refinement strategies. Applications of this technique to produce
both dynamic multigrid, finite element software for partial differential equa-
tions, and a flexible grid generator are discussed. Some comments about the
generalization of these applications are also included.



En este articulo Bediscute la genera.ci6n de aecuencias encajadas de tri-
angulaciones irregulares basada en el uso de algoritmos conformes de refl-
namiento de triangula.cionea. EstOll algoritmos a su .vez Be basan en las
propiedades de la biaecci6n de triangulOll por ellado mas largo !l]. [21.{31.[41.[5j.

En el analisis clasico de elementOll finitOll se utiliza una discretizacion
fija de la region para aproximar el problema continuo. Esta discretiza.ci6n
se construye normalmente usando un generador de mall as capaz de generar
una discretiza.ci6n irregular con cualquier resoluci6n deseada. Sin embargo,
estos programas son generalmente incapa.ces de modificar una malla obtenida
previamente. de modo que si el usuario decide efectuar un nuevo analisis
de elementos flnitos usando una malla mas refinada, todo el proceso debe
repetirse nuevamente.

Sin embargo, en los ultimos an08 se han desarrollado y juatificado teenicas
nuevas cuyas caracteristicas han inducido un cambio en la manera de abordar
analisis de elementos finitos. Desde el punto de vista de la implementaci6n
de la version h del metodo de elementos finitos. las mas importantes de estas
tecnicas son la adaptabilidad de la malla [4].[6].[7] y los metodos de multi-
mallas (metodos de orden optimo) {8].[91 para resolver los sistemas lineales
poco densos asociados a las discretizaciones consideradas. Ambas tecnicas
conaideran el problema de manera dinamica. es decir se basan en el hecho que
el problema de valores de borde puede aproximarse mediante una secuencia
apropiada de problemas discretizados .

EI anaIisis de elementos finitOlladaptable puede visualizarse como un pro-
cedimiento de retroaJimentaci6n mediante el cual la discretiza.ci6n se ajuata
en forma automatica para satisfacer cierto criterio de optimalidad. Por otro
lado. los metodos de multimallas son computa.cionalmente muy complejos y
para ser utilizados en forma general en problemas practicos necesitan de la
generaci6n automatica de secucncias de discretizaciones irregulares y enca-
jadas de la region. En este trabajo se discute una familia de algoritmos de
refinamiento de triangulaciones que resuelve ambos problemas. En efecto, es-
tos algoritmos permiten el refinamiento local de triangulaciones, y usados en
forma iterativa producen secuencias de triangula.ciones encajadas.

En los ultimos anos se han desarrollado vari08 generadores de mallas y
algoritmOll de refinamiento adecuados para produdr software de elementos
finit08 de multimallas y adaptable [41.{6j.18J. Aun cuando los algoritmos que
describiremos aquf se desarrollaron inicialmente con el objeto de lIenar un
va.clo en el desarrollo de un software de este tipo. en realidad constituyen la
base de una estrategia general de generaci6n de mallas. cuyas caracteristicas
principaJes se resumen de la siguiente man era. Loll algoritmos se basan en es-
trategias de refinamiento esencialmente locales y pueden usarse para modificar
cu.Jquier triangula.cion confonne. La aplica.ci6n iterativa de estos algoritmos



genera series encajadas de triangulacionea irregu1ares cuyas propiedades de-
penden de la triangulacion inicial. Finalmente. el uso de esioe algoritmoe
garantiza que todas las triangulaciones generaduson conformes (Ia inter-
seccion de dos triangulos adyacentes es un vertice comun 0 un lado comun),
no degeneradas (loa angulOll interiores de 108 trianculOll estan a.cotad08 infe-
riormente) y suaves (la transicion entre triangulos pequeiios y grandes no es
abrupta).

Debido a su generalidad y flexibilidad loa algoritm08 pueden usarse al
menos en cuatro contextos diferentes:

(i) para desarrollar generadores flexibles de triangulaciones irregulares,
(ii) para relinar localmente una triangula.cion con forme dada,

(Hi) para implementar software adaptable de elementos finitos, y
(iv) para implementar metodos de elementos finitos y multimallaa.

A continuaci6n discutiremos 108algoritmOll y sus propiedades asl como
la aplicaci6n de estas t.e<:nicas para producir software de elementos linitos
adaptable y de multima.llas para ecuaciones diferenciales parciales, y en un
generador de triangula.ciones flexible y general. Se incluinn tambien algunos
comentarios relacionados con la estructura de datos usada para generar la
secuencia de discretizaciones y para manejar el metodo de multimallas, y
algunos comentarios sobre el trabajo de investigaci6n en curso.

En esta seccion se introducira una familia de algoritmos de refinamiento
de triangulaciones irregulares basados en la biseccion de triangulos por el lado
mas largo. Los primerOll algoritmos de la familia se introdujeron inicialmente
en [21. [31 y los llamaremos algoritmos de refinamiento de 2 triangulos en con-
traste con los algoritmos de 4 triangulos que introdujim08 mas recientemente
en [51.

Las propiedades principales de estos algoritmos se resumen de la siguiente
manera. Para cUaiquier triangulaci6n conforme l' y cualquier submalla de re-
fiamiento VeT, estos algoritmos producen una nueva triangulacion conforme
1'. con las siguientea caracterlsticas, titHes tanto para el metodo de elementos
finitos como para los metodos de multimallas:

1. Tod08 los elementos de V estan refinad08 en 1'••

2. 1'. esta encajada en T de tal manera que cada triangulo refinado esta
contenido en un triangulo de 1'.

3. La triangulaci6n 1'. es no degenerada, es decir se garantiza que 10sangulos
interiores de todos los triangulos de 1'0 son mayores que un ntimero mayor
que O.

4. La transition entre triangul08 grandes y pequenOl no es abrupta y en este
sentido. ,0 es suave.



Para diacutir to. a1goritmos con formes de refinamiento, definirem06
biseccion simple y biseccion generalin.da de un triangulo, y en este contexto,
108 conceptos de triangulOl y puntos ~- no conformes.

Deftnici6n 1. La biseccion generalisada de un triangulo se define como
la biseccion del triangulo por el punto medio del lado mas largo (ver Fig.
l(a)). Cuando la bisecciOn se realiza por un lado cualquicra s la llamaremos
biseccion simple del triangulo por dicho lado (ver Fig. l(b)).

Deftnici6n 2. Un triangulo t es }- no conforme si exiate al menos un
punto medio de uno de sus lados que no esta unido con el vertice opuesto a
dicho lado (ver Figura 2). Analogamente, el punto y el lado correspondientes
se denominan punto y lado ~-no conformes.

Los algoritmos de refinamiento pueden describirse entonces en base a los
siguientes procedimientos:

(1) La biseccion generalizada de un triangulo.
(2) La biseccion simple de un triangulo por un lado s.
(3) El procedimiento de conformacion que haee conforme un punto ~-no con-

forme P de un triangulo t. Esto se realiza de la siguiente manera (ver
Fig. 3):

(a) Realice una biseccion generalizada de t y obtenga Q (Figura 3(b)).
(b) Si P t- Q, rea lice una biseccion simple del trilingulo t por el lado

i-no con forme (Figura 3(c)).

Observe que un punto ~-no conforme Q puede generarse a traves del
proeedimiento (3).



Asl, para cualquier triangulaci6n conforme y no degenerada T J para
cualquier submalla de refinamiento VeT, el algoritmo bUico de 2 triqul08
puede describirse esquematicamente de Ill. siguiente manera:

{ algoritmo de 2 triangul08 }
Entrada{T, V}
Para cada t E V haga 10 siguiente

Realice Ill. bisecci6n generalizada de t
{ sea P el punto medio generado }

Mientras P sea ~-no conforme de un triqulo to
Raga conforme el punta P y obtenga Q
P:=(J

Salida {TO}



An&1ogamente el algoritmo basico de 4 tri&ngulos puede describirBe como
sigue:

{ algoritmo de 4 triangulos }
Entrada {r, V}
para cada t E V haga 10siguiente

Realice la biseccion generalizada de t
{ sea P el punta medio generado
y t" t2 108 triangul06 obtenid08 }

Mientras P es punto t-no conforme de un triangulo t"
proceda como sigue

Haga conforme el punto P y obtenga Q
P:=Q

Para i = 1,2 proceda como sigue
Realice una bisecciOn simple de t, por el lado comUn de t y to

{ sea P el punto generado }
Mientras P es un punto }-no conforme de un triangulo to
proceda como sigue

Haga conforme el punto P y obtenga Q
P:=Q

La diferencia principal entre 108dOlIalgoritmOll descritos anteriormente
reside en que en el primer algoritmo, cada triangulo de V se divide en 2
pedaz08 tal como se muestra en la Figura 4(a),mientras que en el segundo
algoritmo cada triangulo Be divide en 4 pedazos como en la Figura 4(b).



Para mostrar todu las ventaju potenciales de estos algoritlDOll, intro-
duciremos Ill.familia admisible de triangulacionea irreeulares II}, [8}. \91·

Definicion 3. T' Ie did. una familia (~, 6) admisible de triangulaciones
irregulares y conformes, si Ie cumplen las licuientea condiciones:

(a) Para cualquier l' E r- y para cualquier par de trianCUlas adyacentes
t1, t~ E l' (con diametro reapectivo Al> ~):

min(hl>~)/ max(h1>~) ~ 6> 0

(b) Si ae ea el anlulo interior minimo de t, entonces

minae ~ ~ > 0,

para cualquier l' E r- , y donde 6, ~ son constantes.

La condicion (a) corresponde a una condici6n de suavidad, mientras que
Ill.condicion (b) ea Ill.condicion de no degenerancia estandard exigida Dormal-
mente en el metodo de elementos finitos. Es importante seiialar aquI que las
constantes 6 y ao en realidad caracterizan Ill.familia de triangulacionea.

En este contexto, 101 resultados principales sobre 108 algoritmOll conformes
de refinamiento pueden resumirse en el siguiente Teorema..

Teorema. EI U80 arbitrario e iterativo del algoritmo de refinamiento de
2 triangulos y/o del algoritmo de refinamiento de • triangulos (a partir de
cualquier trianlulaci6n inicial no degenerada y confonne 1'0) siempre produce
triangulacionea encajadas que pertenecen a Ill. miama familia (~, 6) admiaible
de triangulaciones irregulares T* , donde las constants ~ y 6 que definen 1&
familia solo dependen de las caracteristicu geometricas de 1&triaJl&UlaciOn
inicial1'o.

Este Teorema Ie bull. en las propiedadea de 1&bisecciOn generalizada
iterativa de un triangulo dado asf como en las propiedadea de 1&bisecciOn
simple de un triangulo, realizada inmediatamente despues de una bisecciOn
generalizada, y en las propiedades del procedimiento de conformaci6n. Una
demostraci6n de este Teorema puede encontrarae en II}.

Finalizaremos esta seccion recalcando Ill. importancia pri.ctica del Tco-
rema anterior. Por un lado nOl asegura que todas las triangulaciones
generadas mediante 1011 algoritmOIl conformes de refinamiento satisfacen las
propiedadea deseablea en el metodo de elementos finitol (permitiendo retinar
cualquier triagulacion dada), y por otro lado nos proporciona una herramienta
poderosa para generar automaticamente especios de elementos finitos encaja-
dOll y generales, un procedimiento esencial para 1&utilizacion practica de 101

metodos de multimallas. Para ilustrar Ill.calidad de estos algoritmos hemOl
inclufdo en Ill.Figura 5 una secuenci& de mallas encajadu generadas usando
localmente el algoritmo de 2 triangul06 [41.





Estos algoritmOlI se han a.plicado en forma. experimental en dOlIcontextos
diferentes:

1. Para desarrollar el pa.quete EXPDES, un software que combina elementos
finitos, a.daptabilidad y metodos de multimallas para resolver ecuaciones
diferenciales parciales.

2. Para deaarrollar GENTRI, un generador de triangulacionea flexible y
general. apropiado para el refinamiento local y IIelectivo de triangula-
ciones conformes.

Las dOlIaplicaciones anteriores y muy especialmente II. primera, dependen
en forma crltica de II. estructura de datos que Beutilice. Este problema. Be ha.
resuelto usando II. estructura molecular que introdujimos en las referencias [4}.
[6]. Y basada en que cadI. triangulaciOn conforme puede representa.rse como
un conjunto de moleculas centradas en los vertices.

En II. actualidad nuestro grupo de inveatigacion trabaja en el anatisis
crltico de diferentes implementaciones de II. estructura molecular para
desarrollar un generador de triangulaciones, y en el desarrollo de un soft-
ware aun mas dinamico que el paquete EXPDES, ca.paz ahora de refinar y
desrefinar lOllelementos en II. secuencia de discretizaciones. Es claro que en
este nuevo contexto Benecesita una estructura. de datos aun mas flexible para.
manejar Ia.secuencia. dinamica de triangulaciones

Concluiremos este trabajo mostrando algunos ejemplOll de lI.plicacionea
de los paquetes EXPDES y GENTRI.

EI paquete EXPDES constituye un software general, flexible, facil de
usa.r que entrega informaciOn conliable acerca de II. calidad de lOllresultados
numericos calculados y capaz de realizlLr II. mayori •. de las tareas aburridas
y de las decisiones dificiles involucradas en el uso del softwa.re clasico de
elementos finitos [4]. 16]. A partir de una. triangulacion gruesa inicia.1 de
II. region, el paquete EXPDES genera automaticamente todas las triangu-
laciones restantes, que son siempre encajadas. conformes, no degenera.das
y suaves. Los experimentos numericos realizados con este programa han
mostrado que las secuencias de soluciones de elementos finitos obtenidas en
forma adaptable, son en general 6ptimas con respecto al numero de grados de
libertad involucrados.

Para ilustrar el comportamiento de este programa computacional
consideremos el problema de Laplace con condiciones de borde tipo Dirichlet
sobre una regi6n en forma de L formada por II. union de tres cuadrados unita.r-
ios [41.171, Is], 19]. La solucion de este problemaes II. funcion u = rt sen(28/3),
que es singula.r en Ia.esquina reentrante. En conseeuencia, II. tasa. asintotica de
convergencia para elementos lineales y triangulaciones cuasi-uniformes decrece
a ~. Sin embargo. se conoce que pa.ra una triangulaci6n irregula.r adecuada,



•• polIibleobtener la tua muima de convergencia t para estol elementol. La
eonvergenda de este problema se ilWitraen la Figura 6, donde la pendiente de
lu curvu representa la tan num~ricade convergencia aleanuda. Aqu{puede
apreciarse elanmente que la tua nuInirica de convercenda para la secuen-
da cuasi-uniforme de discretizaciones esta en completo a.cuerdoCOD la teorla,
mientras que el procedimiente adaptable ha alcanzado \a tasa muima de con-
vergencia para elementos lineales. En este lentido decimOl que la secuencia
adaptable de problemu de elementol finitol generadOl es 6ptima. Con el ob-
jete de i1W1trar\a calidad de las triangulacionea ceneradas, Ie incluye en la
Figura 7 la ultima trianculaci6n obtenida en forma adapta.ble.
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Con respecto al generador de triaculaciones GENTRI [51,[101, sus princi-
pales caracteristicas son las siguientes: para cualquier trianculaci6n conforme
inicial de la region, produce una nueva triangulacion retinada y conforme
con cualquier resoluci6n deseada mediante el WIOiterativo de 101 algoritmOl
de <t trianculOl. La re80lucion de la malla final Ie determina eligiendo un
c:onjun~ de subregiones de refinamiento R. y parametrOl uociadOl h,. y es



esencialmente independiente de la malla inicial. En forma mAs espedfica, el
programa GENTRI construye una nueva triangulaci6n refinada de manera que
el diametro de cada triangulo contenido en R; es Menor 0 igual que h;, para
cada i. Finalmente, debido a las propiedades del algoritmo de 4 triangulos,
la triangulaci6n irregular que se obtiene es no-degenerada y suave.

Para ilustrar el comportamiento de GENTRI!S],110], heIJW8usado dicho
programa para triangularizar una regi6n rectangular y las regiones poligonales
de las Figuras 9(a) y 10(a). Las Figuras 8(a) y 8(b) muestran dos triangula-
ciones diferentes obtenidas para una regi6n rectangular inicialmente cubierta
por una malla de 4 triangulos. La Figura 9(b) muestra una triangulaciOn
obtenida pua la primera regi6n poligonal a partir de la triangulaci6n inicial
de la Figura 9(a). Finalmente, la Figura 10(b) muestra una triangulaci6n
obtenida usando d08 8ubregiones circulares de refinamiento centradas en 2 de
laa esquinaa del borde de la regi6n.





1. Rivara, M. C., Numerical generation nested series of gener•.1 triangular
grida, in Topia in Multivariate Approximation, C. K. Chui, L. L. Schu-
maker and F. I. Utreraa (eels.), Academic Press, New York, 1987.

2. Rivara, M. C., AlgorithlDllfor refining triangular grids suitable for adap-
tive a.nd multigrid techniques, Int. J. Numer. Meth. Engrg. 30 (1984),
745-756.

3. Rivara, M. C.,Mesh refinement processes baaed on the generalized bisec-
tion of simplices, SIAM J. Numer. Anal. 21 (1984),604-613.

4. Rivara, M. C., Adaptive multigrid software for the finite element method.
Ph.D. Dissertation, K. U. Leuven, Belgium, 19~.

5. Rivara, M. C., A grid generator baaed on 4-triangles conforming meah
refinement algorithms, Int. J. Numer. Meth. Engrg., to a.ppear.



6. Rivara, M. C., Desip and data structure of fully adaptive, multigrid.
finite-elemen& IIOftware. ACM Trans. Math. Softw. (1984).242-264.

7. Rivara, M. C.• Dynamic implementation of the h-version of the finite
element method. in The Mathematics of Finite Element Method and
AppliC&tions V, Ed. by J. R. Whiteman, Academic Press. 1985, 595-602.

8. Rivara, M. C.. Adaptive finite element refinement and fully irregular
and conforming triangulations. Chapter 20 in Accuracy Estimates and
Adaptive Refinements in Finite Element Computations, I. Babusk&, J.
Gago. E. R. de Oliveira and O. C. Zienkiewicz. eda., John Wiley and
Sons. 1986, 359-370.

9. Rivara, M. C.,A dynamic multigrid algorithm suitable for partial differ-
ential equations with singular solutions. Proceedings IFIP Working Con-
ference 1984. Santiago, Chile. Lecture Notes in Control and Information
Sciences, A. Balakrishnan and E. Polak, eds., 1986, 190-200.

10. HERMOSILLA, L.•Formaliuci6n de una estructura de datos e imple-
mentaci6n de un generador de triangulaciones para refinamiento local y
aelectivo, Memoria de Ingeniero Civil Matem&tico, Universidad de Chile,
1987.

Este trabajo ha sido financiado en parte por el proyecto FONDECYT-1292/86
y por el proyecto DIB E-2266/8733 de la Universidad de Chile. Loa resulta-
dOll nurnericos ae obtuvieron en el Computador IBM 3031 del CEC y en el
comutador TOWER XP del Departamento de Ciencias de la Computaci6n,
Facultad de Ciencias Ffsicu y Matem&ticaa de la Universidad de Chile.


