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RESUMEN

En este trabajo se presenta un método original para resolver pro-
blemas de autovalores derivados de estudios de estabilidad estructural
en presencia de restricciones de contacto unilateral. La solucién numé-
rica del problema se obtiene minimizando el cociente de Rayleigh, por
medio de un método de gradiente conjugado proyectado. El algoritmo per-
mite obtener la carga de pandeo de estructuras con contacto y sus posi-
bilidades se muestran a través de algunos ejemplos simples.

ABSTRACT

In this paper a new iterative method to solve an eigenvalue

problem subject to linear homogeneous inequality constraints is present-
ed. This approach allows to study the linearized equilibrium path
stability of a structure submitted to unilateral contact conditioms.
The solution is obtained by using a projected conjugate gradient tech-
nique to minimize the finite element discretized form of the Rayleigh
quotient. The well behaviour of this algorithm is illustrated on some
simple applications of structural mechanics.
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1. INTRODUCCION

Antes de comenzar un anflisis no lineal de la respuesta completa
de una estructura sometida a cargas desestabilizantes, puede ser de gran
ayuda el egtudio del problema de estabilidad lineal en el instante ini-
cial. Esto puede servir para:

- definir una malla adecuada para el anilisis no lineal,

- introducir, en caso de ser necesario, una imperfeccidn geométrica se-
glin ese modo de pandeo, y

- tener una idea de la carga crftica y del primer incremento de carga a

dar [1].

Ademds, para el fendmeno de bifurcacidn desde una trayectoria no
lineal, o para el fendmeno de inestabilidad por punto limite, un estudio
del problema linealizado de estabilidad en forma incremental, permite de
tectar la proximidad de puntos de bifurcacidn. Por otra parte, juntamen-
te con un método incremental/iterativo en el espacio carga-desplazamien-
to {2,3], la solucidn de ese problema de autovalores proporciona la se-
leccidn de un incremento Sptimo para la carga en el paso siguiente [4].

Cuando la estructura, objeto del estudio de estabilidad, estd some-
tida a condiciones de contacto unilateral, con una superficie rigida o
deformable, es de interé&s poder tener una buena estimacidn de la carga y
modo de pandeo compatibles con esa restriccibn.

El problema de abollamiento de una placa con condiciones de contac-
to unilateral ha sido recientemente resuelto por Bezine et al. [5] por
el método de ecuaciones integrales de borde. El método utilizado se basa
en incrementar iterativamente la rigidez artificial asociada a los nodos
que violan las condiciones de contacto. Este procedimiento requiere la
solucidn de un problema de autovalores en cada una de las iteraciones.

Otra manera de resolver este problema es mediante t&cnicas de per-
turbacifn. La estructura puede perturbarse, por ejemplo, mediante un des
plazamiento impuesto. Un andlisis no lineal permite determinar el valor
de la carga exterior que anula la reaccidn asociada al desplazamiento im
puesto., Esta carga y la configuraeidn deformada son aproximaciones a la
carga de pandeo y el modo asociado. As{ pueden analizarse estructuras
con contacto unilateral, sin embargo la eleccidn adecuada de la zona y
amplitud de la perturbacidn no es siempre obvio para estructuras comple-
jas.

En este trabajo presentamos un nuevo método iterativo, que ha sido
sugerido en (6], para resolver un problema de autovalores sujeto a res-
tricciones homogéneas de desigualdad, por minimizacidn del cociente de
Rayleigh mediante un método de gradiente proyectado conjugado. Este mé-
todo ha sido aplicado por Géradin [7) al andlisis de vibraciones libres;
mis recientemente, Papadrakakis et al. [8] mostraron mejoras en la velo-
cidad de convergencia del algoritmo utilizando un procedimiento de pre-
condicionamiento, para aplicar al caso de grandes sistemas. Extendemos
aqui ese procedimiento para problemas linealizados de pandeo en presen—
cia de condiciones de contacto unilateral.

A continuacifn se describe el problema a resolver y se examinan al-
gunas propiedades del cociente de Rayleigh. Luego se presenta el algorit
mo del gradiente conjugado aplicado a la minimizacidn del cociente de
Rayleigh. Las modificaciones propuestas para el caso de problemas con
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contacto se presentan a continuacifn. Finalmente se muestran algunos
ejemplos que, aunque sencillos, permiten visualizar el comportemiento Yy
sus posibilidades de aplicacién.

2. PROBLEMAS DE ESTABILIDAD CON CONTACTO Y COCIENTE DE RAYLEIGH

Estamos interesados en el estudio de la carga critica de una estruc
tura en presencia de condiciones de contacto unilateral. Esto nignlfxcl
que parte de la estructura puede estar en contacto con apoyos, u otras
estructuras, de manera unilateral, esto es, hay una restriccién al des-
plazamiento en un sentido pero no en el sentido opuesto. Un tipo de res-
tricciones tales, en un problems de estabilidad adquiere sentido solamen
te 8i las restricciones son homogéneas. Esto significa que se excluirda
las restricciones para las cuales sea necesario un "juego" antes de eno-
trar en contacto. Esta limitacidn aparece porque el modo de pandeo de la
estructura tiene sentido en proximidades de la configuracidn actual y,
siendo su magnitud indeterminada, siempre es posible encontrar una cons-
tante multiplicativa que lleve la eldstica dentro de los valores de ese
"juego" y por lo tanto el contacto serfa inefectivo. Debe notarse que,
habiéndonos restringido al caso de estructuras inicialmente en contacto
(juego nulo), el modo de pandeo resulta indeterminado y puede ser multi-
plicado por una constante que, no obstante, debe ser positiva.

Dentro de las limitaciones que hemos indicado pueden analizarse, en
un vasto campo de aplicaciones, estructuras em contacto unilateral con un
medio rigido, como es el caso de apoyos unilaterales, o con un medio de-
formable, como es el caso de contacto conm otras estructuras.

Consideraremos ahora un sistema estructural discretizado por el mé-
todo de los elementos finitos, en modelo de desplazamientos, con n gra
dos de libertad. El problema linealizado de estabilidad, del sistema sin
restricciones, conduce al problema de autovalores.

Kq-1Sq=0 (2.1)

donde q representa el vector de desplazamientos nodales, K la matriz
de rigiaez y S 1la matriz de estabilidad, funcidm del estadd de tensio-
nes. El pardmetro A describe la intensidad de la carga aplicada. La e-
cuacidn (2.1) permite calcular una cargs critica con las matrices lines-
les evaluadas en la configuracidn inicial. Pero también puede ser aplica
da en sentido incremental, con la matriz de rigidez tangente, e incluyen
do en la matriz de estabilidad la contribucifn de los desplazamientos ac
tuales, de las cargas seguidoras y del comportamiento no lineal del nate
rial, Las cargas criticas evaluadas desde algunas configuraciones defor=
madas en el rango pre-critico pueden ayudar a detectar la proximidad de
eventuales bifurcaciones o puntos limites.

El problema de autovalores (2.1) tiene n pares de soluciones (),
U ) . El menor autovalor 1)) corresponde a la carga critica y el auto~
vector q es su forma modal asociada. Hay varios métodos para resolver
(2.1) y pueden ser agrupados, en general, en cinco grupas segin sea la
propiedad b8sica que se utiliza en la solucibm [14]): a) Métodos de itera
cifn vectorial, b) MBtodos de transformacidn, c) Técnicas de iteracibn
polinémica, d) MEtodos que emplean las propiedades de la secuencia de
Sturm, y e) MBtodos basados en la minimizacidn del cociente de Rayleigh.
Existen también varios métodos que utilizan combinaciones de t&cnicas
provenientes de esos cinco grupos.

Un algoritmo basado en minimizacibn del cociente de Rayleigh resul-
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ta apropiado para nuestro problema. Permite calcular el menor autovalor
y, como se ver3, es posible incluir condiciones de contacto unilateral.
Por otra parte, las operaciones requeridas por el algoritmo son produc-
tos de matrices por vectores, productos que pueden ser realizados a ni-
vel de los elementos sin requerir el ensamble de las matrices globales.
Esto puede ser una ventaja interesante en el caso de grandes sistemas,
en lo que respecta a las necesidades de almacenamiento en memoria princi
pal.

El cociente de Rayleigh, para el problema (2.1), se escribe
A= (3T Kq)/ (gT 5q) 2.2)

El mismo tiene un valor estacionario en proximidades de un vector propio
y cuando q se hace igual a ese vector propio A es su autovalor aso-

ciado. El Cociente (2.2) es un mfinimo, e igual al primer autovalor 1 ,
para un vector ¢ igual al primer modo q; -

Si aplicamos un procedimiento para obtener el minimo de (2.2) para
una estructura con condiciones de contacto unilateral, debe agregarse al
problema un conjunto de restricciones de desigualdad, y el mismo queda
formulado de la siguiente manera:

minimizar A= (qT Kq)/ (qT S q) (2.3)
sujeto a ST q20 (2.4)

Donde el conjunto de restricciones de desigualdad es homogéneo, co-
mo se menciond anteriormente. La matriz C es de dimensidn nxp resul-~
tando (2.4) en un nimero de p restriccidoned. Las componentes no nulas
de C son 1 & <=1 1lo que implica que (2.4) contiene restricciones del
tipo:

1+

q, 20 (2.5)

q, + 9, 2 Q (2.6)
etc. La limitacidn que impondremos sobre estas restricciones es que una
componente de q , por ejemplo 9, pueda aparecer solamente en una de-
sigualdad de (274).

En la seccidn siguiente escribiremos el algoritmo del gradiente con
jugado para el problema sin contactos. En la seccidn 4 presentamos el al
goritmo propuesto para el caso de problemas con contactos unilaterales.

3. METODO DEL GRADIENTE CONJUGADO PARA MINIMIZACION DEL COCIENTE DE
RAYLEIGH

Las t&cnicas de minimizacién son métodos iterativos que proceden se
gln los tres pasos siguientes [9]:

a) determinacidn de una direccidn de biisqueda 8 tal que la funcidn ob-
jetivo decrezca en esa direccidn; -

b) biisqueda de un paso Sptimo que minimice la funcién objetivo en la di-
reccidn s ;

¢) cdlculo de la nueva aproximacidn al punto correspondiente al minimo
anterior de la funcidn objetivo.

Los distintos algoritmos existentes difieren en el primer paso. El
método del gradiente conjugado es una t&cnica de minimizacifn basada en
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el gradiente, que utiliza el concepto de conjugancia de direcciones de
blisqueda sucesivas con respecto al Hessiano de la funcidn objetivo.

Utilizaremos la formulacidn debida a Fletcher y Reeves [10], que
presenta la ventaja de poder ser aplicable al caso de funciones no linea
les generales. Este proceso converge en un nimero de iteraciones a lo su
mo igual al niimero de variables n cuando la funcidn objetive es cuadrd
tica. En el caso de funciones no cuadrdticas, el algoritmo pierde esta
propiedad de convergencia; sin embargo la propiedad de terminacidn cua-
dritica puede asegurarse si el proceso se reinicia, con una iteracidn de
gradiente puro, despus del uso de n+l direcciones conjugadas.

Aplicaremos el algoritmo del gradiente conjugado a la determinacidn
del valor estacionario extremo del cociente de Rayleigh que corresponde
al modo fundamental de pandeo [7]. El prop8sito es buscar el mfnimo de
la funcidn

T

9 Kg
Mq) = == 3.1
T 549
Descripcidn del algoritmo:
A. Inicializacidn:
A.l. Generacién de un vector qo arbitrario.
A.2, Cdlculo de A(q) y de su gradiente g(q) en este punto
. . oT K q
A "X(S ) '—‘-;,E————o- (3.2)
a3 S4q
o o 2(K q° - A9 5 q°)
g =glq) =~ ——% o” = (3.3)
X

A.3. Determinacifn de la direccidn inicial de biisqueda (gradiente puro)
0= 8e") = g (.4
B. Froceso iterativo, en iteracidn i+l :
B.1. Cidlculo del paso Sptimo ot sobre la direccién gi
gt + ol sh)

i =0 (3.5)

3

De la ecuacidn (3.5) elegimos ai que da un minimo de la funcidn
objetivo A(q) resolviendo

w@h?+viadt vt a0 (3.6)
donde
ux - (31T X s1) (qxr s ’1) - (qu K 81) (slT s .1)
. T YT, T T T T, T (3.7)
Vie (§1T 5 81) (ng § S1) _ (311 5 Sl) (§1T § .
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VeaTrh @ sdh - @ rgh @Tseh
B.2, Nueva aproximaciSm para T ¥ A
i+l _ qx + u: ol (3.8)
T in
iv1 3 Kg
)y - T (3.9)
i+l i+l
1 Sq
B.3. Verificacidn de convergencia del proceso iterativo
i+l i
A= d e (3.10)
Al 1
i+l i i+l
lag " -a | <€, max [q;" | (.11

r=1,...,n

donde € y €, son tolerancias para la convergencia, Si las relacio-
nes (3.16) y (3711) se verifican simultdneamente, Aitl y qit! gon
respectivamente el primer autovalor y el primer autovector dél problema
(2.1), dentro de las tolerancias prescriptas. Si no, el proceso iterati-
vo continua en el paso B.4.

B.4. Evaluacidn de nuevo gradiente y direccidn de biisqueda

i+l _ Xi+l 1+l)

. 2(K q S q
81+1 - ~ < = ~ (3.12)
- i+l i+l
9 549
s1+1 - _gi+l + 81 st (3.13)

i L . . . -
donde B~ se calcula de la siguiente manera. Para cualquier funcidn, el
valor de B1 surge de la construccidn de direcciones conjugadas sucesi-
vas en la métrica del Hessiano de la funcifn objetivo, o sea:

o wet oo (3.14)
M ] 2 3 15)‘
~ Hkl qu 5q1 :
de donde la expresifn para el parimetro de conjugancia es
.. T .
: §1+l § 31
[ IT T (3.16)
s Hs

Sin embargo, utilizaremos para Bi una expresifn mis simple sugeridas
por Fletcher y Reeves [10] y tan eficiente como (3.16) [11], basada en
una aproximacifn local cuadrdtica para A(q) , que puede escribirse:




.8
gla =~ .11

La siguiente iteracifn se procesa regresando al punto B.l.
Notas sobre el algoritmo

i) Si la convergencia del proceso no se logra al cabo de un niimero de
iteraciones igual al nimero de variables incdgnitas, el algoritmo
debe ser reiniciado con una iteracidn de gradiente puro. Para ello
se hace cero B* en la relacién (3.13) y se va al paso B.l.

- i+ .
ii) Los productos K q1 1 y S q1+l pueden calcularse de forma recu-
rrente haciendo™ ~ -
K ql+l = K q1 +,ai kst
y 3 . 2
s qH’1 =S q1 + ui S 51

iii) La convergencia del algoritmo es muy sensible al nimero de condicio
namiento de la matriz K . Se han desarrollado varias técnicas para
reducir el nimero de condicionamiento de la matriz de rigidez. Pa-
padrakakis et al. [8] usan un gradiente precondicionado para ini-
ciar el algoritmo. Géradin [7] menciona una transformacién de esca-
la que permite eliminar el niimero de condicionamiente artificialmen
te alto proveniente de una inadecuada eleccidn de las unidades de
las magnitudes. La transformacidn de escala puede escribirse asi:

q qui

y
T
Kt gt
A= P (3.18)

A |

donde
* *
K = DT KD H S = T SD

. -172
D = diag (Krr )

4, MINIMIZACION DEL COCIENTE DE RAYLEIGH CON CONDICIONES DE CONTACTO
UNILATERAL

El problema a resolver puede escribirse en la siguiente forma:

qT X

minimizar A(q) = ~T == (4.1)
1 54

sujeto a h(g) =cTqz0 (4.2)

donde las columnas de ¢ , cuya dimensidm es nxp (dimensidn del siste-
ma por nimero de restricciones), son los gradientes de las restricciones
homogéneas lineales h(q) , es decir




C.q20 j=1,p (4.3)

Limitaremos los tipos de restricciones a los casos en que la matriz C

estd

compuesta por 0, 1, § -1 ; y mis aln, en cada linea de [ pueda

haber solamente una componente distinta de cero.

Antes de describir el algoritmo, haremos algunos comentarios sobre

el m8todo de solucidn:

i)

ii)

iii)

Si el vector q es un punto admisible, es decir perteneciente al
conjunto de puntos que satisfacen (4. 2), se puede definir un nime-
ro de restricciones activas a<n , tal que

C.q=20 j=1,a (4.4)

Las (p-a+l) restricciones restantes no son activas:

cT q>0 j=atl,p (4.5)

En presencia de restricciones lineales, se introducen varias modifi
caciones en las reglas del algor1tno de minimizacidn, que permiten
decidir cuando una restriccién se activa e, inversamente, cuando
una restriccién activa debe desactivarse.

Se utiliza una t@cnica de proyeceidn para realizar un movimiento a
lo largo de direcciones descendientes situadas sobre el contorno
del espacio admisible, esto es el conjunto de pufitos que satisfacen
las restricciones de desigualdad. Este m&todo conduce a un procedi-
miento de gradiente proyectado conjugado cuando las sucesivas direc
ciones de biisqueda son conjugadas.

Definiremos la matriz N (nxa) de gradientes de las restricciones
activas en el punto q1

N, = (€ Cps oovs € (4.6)

La iteracidn actual debe conducir, imponiendo las relaciones (3.8)
a un punto todavia admisible. Para verificar esta cond1c1on Rosen
{123 usa una direccidn de descenso sl contenida en el ' plano tan-
gente" M, , definido por la interseccidn de las restricciones acti
vas en el punto q1 (si estas restricciones son linealmente inde-
pendientes, como én nuestras hipStesis), esto es:

M = {s* : N &t = 0} (4.7)
a - -8 ~ -~

Si eata condicidn se respeta, las restricciones activas en el punto
q1 son todavia activas en el punto q1+ . Para eliminar, eventual
mente, una restriccién de la base activa, utilizaremos una estrate-
gia que se explicard mis adelante. La matriz de proyeccidn ortogo-
nal del gradiente en el "plano" M, puede escribirse:

T

) T -1
Po=1- N (§a §a) Na (4.8)

donde I es la matriz identidad (nxn) .

En el caso de una funcidn objetivo no lineal general, el procedimien
to de las direcciones de bisquedas conjugadas tiene que ser reiniciado




- 297 -

(con una iteracifn de gradiente puro), ya sea cusndo se produce
un cambio en la base de restricciones activas, o después de (n~-s)
iteraciones en la base actual.

Descripcidn del algoritmo:
A. Inicializacidn:

A.l. Generacidn de un vector qo admisible, tal que todas las rectric-
ciones egt&n inactivas.

A.2. Cdlculo de los valores iniciales de la fumcidn y su gradiente

¢ kg

o o
q Sq

-~ ~ o~

(4.9)
o 26 g =254
g =
~ qO § qO

A.3. Matriz de proyeccidn inicial, suponiendo que todas las restriccio-
nes estdn inactivas

PP =1 (4.10)

A.4, Determinacidn de la direccidn inicial de bisqueda

s® = -P: g° (4.11)

B. Proceso iterativo, en la iteracidn i+l

B.l. Determinacidn del paso a: a lo largo de la direccifn de bfisqueda
s? ; eventual activacidn “de una nueva restriccidn.

El pardmetro u; se calcula minimizando la funcidn objetivo sobre
la direccidn gl , sin violar alguna restriccidn:

a: = win (@', o)) (4.12)

donde at el midximo valor admisible se define como:

T i

- G ¢
o = min - 57 H k=atl,p (4.13)

k k S

bajo la suposicidn de que hay a restricciones activas en la iteracidn
anterior; y donde a: proviene de la condicién de minimo de la fumcidn
objetivo

3 A(q* + ot s
P S S nd = (‘0.16)

3 al

La solucidn de (4.14) estd dada por las relaciones (3.6) y (3.7).
Si u: es igual a a: , el mfnimo de A(q) a lo largo de la direccién
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8 . estd situado sobre el dominio admisible. En este caso N:+l = N: ,
P;*l = P: y el algoritmo sigue en el paso B.2. - -

. i . i L. .
Si a; no es igual a Q. » aparece una nueva restriccidn activa y
el operador de proyeccidn actual es

. . ,T T .,.T
P1+l =1 - N:+1 (Rz+l H:|.+l )-1 H1+l

~a a ~a ~a (4.15)

donde §:+l se forma a partir de N' adiciondndole el gradiente de 1la
restriccifn que se ha activado. a

B.2. Nueva aproximacidn del vector q9 , el cociente de Rayleigh y 8u gra

diente
PEARTIE ol ol (4.16)
qhq'r ¢ it
Vit = —= (4.17)
i+l i+l
1 Sq
) 2(K q1+l A1+1 s 1+l)
i+l ~ ~ ~
L — (4.18)
N i+l i+l
9 Sq

B.3. Eliminacién eventual de una restriccifn de la base activa.
i+l - p°
a

Si no hay restricciones activas, P -

en el punto B.4. ~

y el proceso continiia

En caso contrario, se evalfia una egtimacidn de los multiplicadores

de Lagrange asociada a las restricciones activas, como
i+l 41T ieler Lin1T e (4.19)

r = (Na Ha 8

-~

)N

Si todas las componentes de L 8&on no negativas, va a B.4 para ve-
rificar la convergencia. De lo contrario, la restriccidn que correspon-
de a la componente negativa de menor valor Y se elimina de la
bage activa. Se determina una nueva matriz ni+l eliminando, de esa ma-
triz el gradiente de esta nueva restriccién “inactiva. Se calcula pitl
con la fdrmula (4.15) y se continua con el paso B.4. ~a

B.4. Verificacidn de convergencia

De igual manera que en la seccién 3. Si las relaciones (3.10) Yit1
(3.11) se verifican simultdneamente, se alcanza la convergencia y A
y qi*l gon, dentro de las tolerancias establecidas, el primer autova-
lor”y autovector del problema (2.1) sujeto a las restricciones (4.2), si
no se alcanza convergencia el proceso continua en B.S.

B.5. Determinacién de la nueva direccién de bisqueda

s1+l - -P:+l 8).+l + gt gl (4.20)
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donde el paridmetro Bi se evalua por (3.17) con el gradiente proyecta-
do, es decir

i+l i+l 2
ek
- (4.21)
i i
lle, g7l
La siguiente iteracifn se realiza ;egresando<al punto B.1.

Comentario sobre el algoritmo

i) En relacidn al punto B.3, la estimacidn de un multiplicador de la
restriccidn sctiva es una imagen de la ganancia obtenida en el de-
cremento de la funcidn objetivo, si la restriccidn correspondiente
se retira de la base activa. Sin embargo estas estimaciones son po-
co precisas cuando no se realizan en proximidad de un punto estacio
nario. Puede presentarse un fendmeno de zig-zag que reduce la velo-
cidad de convergencia. Para evitar este inconveniente Zoutendijk
[13] propone la estrategia siguiente: si una restriccidn previamen-
te quitada de la base activa, se agrega a ella nuevamente, esta res
triccidén se mantiene activa independientemente del signo del multi-
plicador asociado, hasta que se alcance un punto estacionario en
esa base.

=
[
~—r

Con respecto al punto B.5, si hay un cambio en el niimero de restric
ciones activas, en la iteracidn actual i+l (es decir gi+1 - g:).
o, 8i el algoritmo completa n-a iteraciones desde el Gltimo cam-
bio en la base activa, el proceso se reinicializa con una iteracidn
de gradiente puro. El escalar Bi se anula en la relacién (4.20).

5. EJEMPLOS

Se describen a continuacidm algunos ejemplos simples procesados por
SAMCEF (16] a fin de mostrar el desempefioc del algoritmo. En primer lugar
debe indicarse que, cuando se aplicé el procedimiento al caso de estruc-
turas sin contacto, se obtuvieron los mismos resultados, para el primer
modo, que los obtenidos mediante otros métodos de solucidn (por ejemplo,
el método de Lanczos).

De igual manera, cuando el primer modo de pandeo de uma estructura
con condiciones de contacto unilateral puede desarrollarse sin activa-
cidn de esos contactos, el valor de la carga critica y el modo asociado
obtenidos con este procedimiento, coincide con aquellos calculados con )
el método de Lanczos para la estructura sin contacto. Ese es el caso de
la columna empotrada-libre, con un contacto unilateral en su extremo, cO
mo muestra la figura l. Se obtuvo em este caso la carga critica de Euler
y la observacidn que debe hacerse es que el modo puede ser multiplica-
do por un factor de cualquier magnitud, pero positivo a fin de no violar
las condiciones de restriccidn.

El vector inicial, em este caso tenfa valores unitarios_en todos
los grados de libertad y las tolerancias fueron €)=€p=10"" . Para la
estructura modelada con B8 elementos de viga de Bernoulli, se precisaron
74 iteraciones para la convergencia total.

El primer ejemplo en que el modo de pandeo se desarrolla con una
participacidn activa de las restricciones es, cuando a la misma columna
se le colocan dos contactos unilaterales actuando en sentido opuesto. Es
tos contactos, representados con triéngulos megros en la figura 2, estén




Figura 1: Columna empotrada-libre con una restriccidn de contacto.
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Figura 2: Columna empotrada-libre con dos restricciones de contacto,
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ubicados & un 50X y 75X de la altura de la columna. El modo de la figura
1 se ve ahora impedido y el primer modo obtenido con el algoritmo pro-
puesto se muestra en figura 2. Corresponde a una carga critica 2.53 Pe.
Esta carga es intermedia a las del primero y segundo modos de la columna
de Euler sin restricciones de contacto, cuyos valores son Pe y 9.0 Pe
respectivamente. Esto estd de acuerdo con la propiedad de separacidn de
los autovalores de sistemas con restricciones.

Esta estructura fue modelada con 4 elementos de viga y, para tole-
rancias €y=€y = 107% , se requirieron 25 iteraciones para la convergen
cia completa. El vector inicial se tomd con valores unitarios en todos
los grados de libertad, y con signo cambiado frente al contacto del me-
dio de la vista para no violar las condiciones de contacto.

Finalmente se estudid una columna biarticulada, cargada axialmente
y apoyada sobre una pared rigida (figura 3). Para forzar un primer modo
con contactos activos, se colocd un resorte & mitad de la alturs. La
constante de este resorte se eligid de forma que el primer modo del sis~
tema sin contactos fuera asimétrico. En la figura 4 se muestran los dos
primeros modos del sistema sin restricciones de contacto. Cuando se agre
ga la pared, el primer modo del sistema con contactos unilaterales pasa
a ser el que se muestra en la figura 3. Este ejemplo fue presentado por
Delsemme y Laschet [16], quienes obtuvieron una carga critica imponiendo
un juego transversal en un punto de la columna, que la separa de su con-
figuracidén recta. En correspondencia con ese punto aparece una reaccién
cuando la estructura estd descargada axialmente. A medida que aumenta la
carga axial, la reaccidn esa disminuye y se anula al alcanzarse el valor
de la carga critica. Asf, usando una malla de 10 elementos rectangulares
de estado plano para modelar la columna, en ref. 6 obtuvieron una carga
critica igual a 1.39 Pr , siendo Pr 1la carga critica de la estructura
sin contacto (figura 4-a).

Al aplicar el proceso descripto en este trabajo, con una malla de
20 elementos de viga, se obtuvo una carga critica de 1.33 Pr , En este
caso el problema tenia 59 grados de libertad libres y 19 condiciones de
restriccifén. Con una tolerancia de 10-7 para ambos tests, se requirid
360 iteraciones para una convergencia completa. Se tomd como partida um
vector unitario.

A través de los casos presentados puede verse que el algoritmo pro-
puesto permite calcular la carga critica para estructuras con condicio-
nes de contacto unilateral. Queda alin por estudiarse las posibilidades
de este algoritmo cuando se aplique a un range mayor de estructuras y
problemas, como as{ también las formas de optimizar el procedimiento. En
relacidn con este tema, debe estudiarse la influencia del vector inicial
sobre la convergencia del proceso, por ejemplo, si al colocar contactos
activos en el vector inicial, se produce en la mayoria de los casos una
disminucidn en el niimero de iteraciones. Una limitacifm que se encontrd
para el vector inicial, a través de los casos estudiados, aparece en
problemas con simetria de la estructura. Si en estos casos el vector de
partida es también simétrico, el algoritmo no puede desprenderse de esa
simetria y conducird a un modo también sim@trico, alin cuando no corres-
ponda a la carga critica. Por lo tanto debe evitarse la simetria del vec
tor inicial en ese tipo de problemas.

6.  CONCLUSIONES

A lo largo de este trabajo hemos presentado un procedimiento de gra
diente proyectado conjugado para minimizar el cociente de Rayleigh con
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Figura 3: Columna biarticulada, con un resorte agregado, apoyado
sobre una pared rigida.
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FPigura 4: Estructura de la figura 3 sin la restriccién de contacto:
a) Primer wodo, b) Segundo modo.
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restricciones de contacto unilateral. Este mEtodo permite tratar proble
mas linealizados de estabilidad inicial o incremental respetando condi=
ciones de contacto unilateral. Esto constituye una herramienta importan
te para un andlisis no lineal completo en presencia de contactos.

Logs resultados obtenidos muestran el buen desempeio del algoritmo,
facil de implementar y que solamente requiere multiplicaciones y no in-
versiones de matrices. Las aplicaciones presentadas no som limitativas.
El método es capaz de resolver una gran cantidad de casos de problemas
de pandeo con condiciones de contacto con un medio rigido o deformable.
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