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En este trabajo se discuten aspectos relacionados
con el comportamiento y la formulacion de problemas
de 1nestabilidad con restricc10nes de t1po unilateral. Co-
mo problema especifico considerado. se trata el de
una anillo en una cavidad r!g1da. La formulaci6n se
basa en criterios energeticos, y se d1scuten algunas posi-
b1l1dades para plantear el problema de equilibrio y de es-
tab1lidad.

Some aspects related to the behaviour and formula-
tion of instability problems with unilateral restrictions
are discussed in this work. The problem of a ring inside
a rig1d boundary is discussed in detail. The formulation
is based on energy principles, and some possibilities
to state the equilibrium and stability problems are
presented.



INTRODUCCION
Una teorfa general de estabilidad elastica, basada

en el estudio de la energia potencial total de un sistema
continuo fue presentada en 1945 por Koiter 11/, yextendl-
da para sistemas discretos por Thompson 12/. Los problemas
estudiados en esas referencias se concentran en casos
en que la energia potencial esta restringida por condicio-
nes de contorno en forma de igualdades en termlnos
de variables de desplazamiento 0 tension del sistema.
En el presente trabajo resultan de 1nteres aquellos
problemas sujetos a restricciones diferentes de las
condiciones clasicas de contorno, y que en general
se representan en forma de deslgualdades. Ejemplos
de estructuras sujetas a estas restricciones ocurren
cuando (a) la estructura se encuentra inicialmente
en contacto con el contorno, pero puede perderlo en
una direccion; (b) inicialmente no existe contacto, pero
se produce al deformarse la estructura.

La formulacion de equilibrio de problemas de
contacto unilateral (como usualmente se conocen) ha
side bastante desarrollada en mecanica (ver, por ejemplo,
las referencias /3,4/ y las alIi citadas). En contraste,
el problema de estabilidad del equilibrio solo ha sido
tratado en forma general para sistemas discretos por
Burgess 15,6/.Debido al poco desarrollo que se observa
en este campo, parece razonable comenzar e5ta revi5i6n
estableciendo la importancla de 105 problemas de inestabl-
lldad con restrlcclones, el tlpo de Inestablildad que
ocurre, y como ese comportamlento puede ubicarse dentro
de la teor!a general de estabilldad. En partIcular, 10
anterlor se dlscute en relaclon a un problema especitIco:
la Inestablildad de un anlilo delgado en una cavidad
rigida. La segunda parte del trabajo se concentra en
algunas tormulaclones de equlllbrl0 en problemas de
contacto unllateral, segulda de los correspondlente.
crlterlos de establltdad. La presentaclon sigue la
forma matrlclal que normalmente se emplea en el metoda
de elementos tinltos, y pretende establecer algunas
bases para una tormulacion que pueda ser dlacretlzada
medlante elementos flnltos.



PRIMERA PARTE
COMPORTAMIENTO INESTABLE DE LAMINAS DELGADAS

EN UNA CAVIDAD RIGIDA

Existe una cantidad de estructuras constituidas por
una lamina delgada (generalmente de revolucion) rodeada
por un medio rigido que Ie lmpide desplazarse en una
direccion (hac1a el exterior) pero sin restricclones
a desplazamientos hacia el interior de la cascara.
Este tipo de componentes estructurales se encuentra prin-
cipalmente en revestimientos de tuneles, y en recipientes
de presion de horm1gon armado 0 de materiales compuestos.
El revestimiento es una lamlna delgada metalica, cuya
funclon varia segun la aplicacion de que se trate:
en tuneles para conduccion de liquidos y gases provee una
superficie suave para facilitar el flujo; aisla el fluido
del macizo en el que se ha excavadoj 0 contribuye a
mantener la forma del tunel. En rec1p1entes de presion
evita la corroslon del hormigon armado; actua como
escudo contra perd1das de material radioactivo en reacto-
res nucleares, etc.

En los casos mencionados anteriormente pueden
generarse esfuerzos de compresion c1rcunferencial en
la cascara metallca que hagan pe11grar su estabilidad.
Baslcamente, pueden reconocerse dos mecan1smos que
generen esa compreslon: mecanlsmos que no imp11quen
un desplazamlento del contorno, 0 bien procesos de
contracc1on del macizo que rodea la cascara; estos
mecan1smos se denominaran en este trabajo de contorno fijo
/7-18/ y de contorno movil /19/ respectlvamente. Mecan1s-
mos de contorno fljo se generan debldo a calentamlento

de la cascara metallca; preslones generadas en la lnter-
fase cascara/cavldad (tanto sea por flltraclon de fluidos,
como las que se producen durante pruebas de lnspecclon
de lmpermeabilldad por lnyecclon de agua 0 gas a preslo-
nes del orden de 50 kPa); deformaclon por carga para
que la cascara entre en una cavldad de dlametro menor
a ella (force-fittlng); etc. Mecanlsmos de contorno
movll pueden darse por retracc16n 0 enfrlamlento de horml-
g6n; por pretensado del maclzo; etc.

De
lamlnares
dlser\arse
dad. Un

los problemas anterlores surge que estructuras
de revestlm1ento como las menclonadas deben

tenlendo en cuenta la posibilidad de inestabili-
segundo tipo de comportamlento, asociado al



anterior, consiste en la propagaci6n del pandeo de
una tuber!a en una cavidad. Se ha observado experimental-
mente que, bajo clertas condiciones, una inestabl1idad
local puede propagarse, colapsando la totalidad de
la tuber!a /20-23/. Este tipo de comportamiento, sin em-
bargo, no sera conslderado en el presente trabajo.

Consideremos inlclalmente un cilindro perfecto en
una cavidad circular r!gida. En este caso no existe la
posibilidad de inestabilidad de la lamina con carga slme-
trica, tanto sea por mecanismos de contorno fljo /14,16/ 0
movil /19/. Para que exista inestabilldad, la lamina debe
presentar imperfecciones en la geometr!a, como se indica
en la Figura 1, 0 asimetr!as en la carga.

El modelado teorico del problema debe, por 10
tanto, incluir los siguientes aspectos:

(a) El modelo de
teor!a de giros no
tutivas elasticas 0

la lamina, considerando una
lineales; y ecuaciones consti-
elasto-plasticas.



(b) El mecanismo de carga, por ejemplo. compresion
anular. presion exterior, peso propio, contrac-
cion del macizo, etc.
(c) Imperfecciones geometricas de la lamina.
(d) Restricciones producidas por el contorno rigi-
do, que pueden ser con 0 sin friccion.
(e) Superficie de contacto variable.

El ultimo aspecto puede explicarse con referencia a
la Figura 1. Inicialmente, la cascara tiene una imperfec-
cion que abarca una longitud 2 s ,con amplitud
( . Al deformarse. la cascara presentgra una superficie

diferente que no esta en contacto con el confinamiento. de
longitud 2 s· Dependiendo del caso, esa longitud
s- puede ser mayor, igual 0 menor que So .

Debldo alas dificultades que presenta todo problema
de cascaras, en la literatura se encuentran casi exclusi-
vamente problemas de anillos confinados, cuyo comporta-
miento puede ser investigado en el plano. Posiblemente el
primer trabajo de este tipo se debe a Amstutz /7/, refe-
ride al colapso de ci1indros largos en tuneles de conduc-
Clon de agua. Lo et.al. /8/ investigaron un an1l10
perfecto en cav1dad fija, encontrando que la trayector1a
poscritica solo se cruza con la fundamental trivial
para cargas 1nfinitas. Bucciarelli y Pian /9/ estudiaron
un anillo imperfecto, lnicialmente en contacto con
la cavidad twnbien imperfecta. Se supuso que el anillo
tiene compreslon clreunferencial uniforme en la parte
circunferencial del anillo. En general, el mecanismo
detallado de carga se ignora, y se considera que el ani110
esta abierto en algun lugar alejado de la imperfecci6n
y se aplican alIi cargas anulares, como se indica en
la Figura 2.a. Para el problema de la Referencia /9/ re-
sult6 que la inestabilidad puede ser de tlpo bifurcacion,
o bien de carga limite, de acuerdo a la amplitud de
la imperfeccion. Resultados experimentales fueron obteni-
dos por Chan y Mc Minn /11/, y mostraron gran dispersi6n
en cargas de pandeo.

El anil10 imperfecto bajo compresion uniforme dentro
de una cavidad rigida circular fue estudlado por Burgess
/14/, qulen demostr6 que exlste una lmperfecclon critica
para la Que se produce blfurcac16n del equilibrio. Imper-



fecclones
tras que
la forma
se llustran

mayores estan asoc1adas a cargas lim1tes, m1en-
1mperfecciones menores tienden a rest1tu1r

circular al anlllo. Estas caracteristlcas
en la Figura 2.
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Figura 2. Inestabilidad de an1llo imperfecto en cavidad
circular /14/.

La carga de bi furcac ion Nc resulta
N 2 E I / s2 (1)= 11

C 0

m1entras que la imperfeccion critica vale

f; c 4/r (s /11
)2 (2 )

0

Para 1mperfecc1ones superlores a la crit1ca, se t1ene
inestabilidad en

E I
c; r



donde E es el modulo de elast1cidad del an1110,
su momento de 1nerc1a. Las caracterist1cas de
desplazamiento fueron ver1f1cadas por Burgess
tes1s doctoral /5/. El comportam1ento de este caso
ta caracterizable como de bifurcac10n asimetrica.

e I es
carga-
en su
resul-

110
tipo

Otro caso de 1nteres en la literatura es el del ani-
perfecto en una cavidad rig1da, pero somet1do a carga

peso propio, como se 11ustra en la Figura 3.a. Los
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F1gura 3. Inestab111dad de 801110 perfecto bajo
peso prop10 /12/.

estudios de Zagustin y Herrmann /12/ muestr80 que al
aumentar la carga, el anillo se separa de la cavidad, de
modo que la deformada se asemeja a una imperfeccion. Para
un determlnado valor de carga se produce inestabilidad en
un punto limite (de tipo snap-through), con gran perdida
de r1gidez pas8Odo el punto lim1te. La carga limite
en este caso resulta

E I ( .!: ) 4/5PL = 1.985 3 t
r

El maximo desplazamiento w para la carga limite puede es-
cr1birse como

wL = 1.384 r ( ~ )4/5



La Flgura 3.b muestra la trayectorla carga-desplazamlento
para un caso particular, con r/t = 100.

En los casos anterlores las ecuaclones constitutlvas
se supusleron de tipo elastlco 11neal. Kyriakldes y
Youn /16/ analizaron un anl110 Imperfecto en una cavldad
circular, en el que el mecanlsmo de carga es una presion
exterlor normal al anl110 y actuando solo en la zona
separada de la cavidad, como 11ustra la Figura 4. Como
material constltutlvo supusleron elastlco lineal, elastlco
no lineal y elasto plastlco, con cinematlca de grandes
glros y pequenas deformaclones.

Figura 4. Inestabilldad de un anillo bajo preslon
en la zona de Imperfecci6n /16/.

Se obtuvieron resultados para un n6mero llmitado
de casos de interes, considerando que el anillo es
inextensional. Resulta interesante senalar que la Inesta-
bllidad se produce para desplazamlentos grandes, y
no existe bifurcaci6n para carga finita. Despues de
alcanzado el punto limite, la trayectoria se vuelve Ines-



table.
lim1te
mater1al
dos para

51 se 1ncluye plast1c1dad en el
cae (pos1blemente hasta la m1tad

elast1co 11neal). La F1gura 4.b
modelo elast1co 11neal.

modelo, la carga
de la carga para
muestra resulta-

En resumen, sl la carga se apl1ca de tal modo
que el an1110 1mperfecto este en compres10n un1forme,
ex1ste un problema de b1furcac10n del equ111br10 para una
determ1nada 1mperfecc10n critica. En este caso, los
desplazam1entos son peque~os en el momento de la b1furca-
c1on; las trayector1as presentan un punta lim1te para
imperfecciones mayores a la critica, y comportamiento
estable para 1mperfecc10nes menores. 51 la carga es
de tipo presion, no hay bifurcac10n pero sf snap-through
para grandes desplazamientos. Pasado el punta limite
la trayector1a es 1nestable.

En todos los casos anter10res el an1110 estaba
1n1c1almente en contacto con la cav1dad. En el trabajo
de Garcia Garino et.al. /18/ el an1110 no esta en contacto
con el conf1namiento en la pr1mera fase: al 1n1ciarse e1
proceso de carga, slmulada como una presion exterior, e1
ani110 se contrae y pandea por b1furcacion deb1do a
la presion uniforme, sin restr1cciones. Los desplazamien-
tos poscriticos son estab111zados por la cavidad, con
10 que el anillo recupera r1g1dez. Es interesante observar
que al aumentar 1a presion el an1110 concentra su deforma-
c10n en una zona, const1tuyendo una espec1e de 1mperfec-
c10n local, como en otros casos comentados anter10rmente.
A partir de alIi. y slendo un an1110 imperfecto en
una cav1dad c1rcular bajo pres10n exter10r, debe esperarse
un comportam1ento de grandes desp1azam1entos con snap-
through. Los resultados, presentados en la F1gura 5,
conf1rman ese comportam1ento. Deb1do a que se considero
material elasto-p1ast1co la 1nestab111dad ocurre para
pres10nes 1nfer10res alas elasticas. En este caso
ex1sten dos procesos de inestab11idad: el pr1mero,
por b1furcacion s1n restr1cciones, y el segundo por
punta limite con restr1cc10nes. Los resultados en este
trabajo se obtuv1eron en forma numerica mediante elementos
fin1tos.

Como comentar10 f1nal, en estab111dad elastica
solo hay bifurcacion en sistemas perfectos, mientras
que cuando existen restricciones solo aparece bifurcacion
en sistemas que tienen imperfecciones.



Figura 5. Inestabilidad de un cilindro corto que
inicialmente no esta en contacto con la cavidad /18/.

EI-Bayoumi /19/ report6 el primer estudio sobre un
anillo circular imperfecto en un contorno circular
que se contrae uniformemente. 8i se denomina por d
a la contracci6n uniforme de la cavidad (Figura 6), los
resultados muestran una trayectoria fundamental y una
secundaria inestable en su parte inical (pequefiosdespla-
zamientos poscriticos) y estable para desplazamientos
grandes. Para el caso que no exista imperfecci6n, la
trayectoria fundamental no presenta bifurcaci6n a carga
finita (representada por d), 10 que confirma el hecho
previamente mencionado que un anillo perfecto en un
contorno que se contrae un1formemente no saltara a
una posicion poscritica.
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Figura 6. Inestabilidad de un anillo en una cavidad
que se contrae /19/.

SEGUNDA PARTE
FORMULACION DISCRETA PARA ESTABILIDAD CON RESTRICCIONES

Consideremos un sistema discreto, cuyo comportamien-
to esta caracterizado por un parametro de control A y
por coordenadas generalizadas Qi .En el presente contexto
Qi estaran asociadas a desplazamientos del sistema,
mientras que A es el parametro con el que se incrementan
las cargas actuantes. La energia potencial total del sis-
tema, V(Qi • A ) puede escribirse en la forma

V(Qi • A = U(Qi ) -A W(Qi ) (6)
donde U(Qi) es la energia interna de deformacion; y el
segundo termino es asoc1ado alas cargas.



El criterio energetico de estabilidad estara
basado en 105 dos axiomas siguientes:

1) Un sistema
de un sistema
desplazamiento
de V es mayor 0

esta en equilibrio, bajo
de cargas dado, si para
virtual la primera

igual a cero.

la acci6n
cualquier
variac ion

2) Un
es un
alas
de esta

estado de equilibrio es estable si V
minimo relativo completo con respecto

coordenadas generalizadas. No se excluyen
definicion a minimos discontinuos.

Tomando como referencia un estado dado por
Qi ' se investigara la energla potencial en un estado

vecino Qi :

La expansion de V alrededor de un estado definido por
para un valor de A constante resulta en

F F FV(Qh' A) = V(Qh' A) + Vi(Qh,A ) qi + 1/2! Vi/Qh,A

qiqj + 1/3! Vijk(Q~'A ) qiqjqk

+ 1/4! Vijkl(Q~, A) qiqjqkql + (9)
V = ilV
i il Q

i
.

La condicion de equilibrio se expresara de la forma

para 10 que la matriz de coefieciente de la forma cuadra -
tica (13) debe ser positiva def1n1da. Una forma de expre -
sar 10 anterior es exigir que el determinante



FIV (Q, A )I y 10s determinantes menores sean no negati -
voi~ h En la teoria de estabilidad elastica es comun
diagonalizar la forma cuadratica Vi • en cuyo caso
los coeficientes de la diagonal son directamente coefi-
cientes de estabilidad asociados a grados de libertad.

Denominaremos por sistema libre aquel en el que
las coordenadas generalizadas Q i pueden tomar cualquier
incremento pequeno independiente. Un sistema sera denomi-
nado unilateral si alguna de sus coordenadas no pueden to-
mar incrementos en determinadas direcciones.

Una re5triccien unilateral puede expresar5e como

Fj (Q i) = 0 • j 1 , ••• m; i •• 1, ••• n ( 14)

Cada Fj define una superficie en el espacio de las
coordenadas Q. Por ejemplo, para un sistema cuyo
comportamiento1 se expresa a traves de Q y Q • la
Figura 7 muestra una posible curva de restric~ien. 2

Q,
l'igura 7. Ejempl0 de funcien de restriccien.

Se puede construir cada funcien Fj de tal modo que
los valores permitidos de las coordenadas generalizada5
cumplan con la condicion

La Figura 8 ilustra val ores de energ!a potencial V a tra-
ve5 de contornos. una funcien de restriciones y un
e5tado con5iderado. Notese que si Fj> O. la restriccion
esta inactiva, y a los efectos Sracticos es como 5i
no existiera (Figura 8.a). Pero si F = 0, la restriccion
esta activa y limita 105 valoree que pueden tomar 105 gra-
dos de libertad (Figura B.b).

En muchos problemas las restricciones Fj tienen la



donde ! es el vector de restricciones; £ el de coordenadas
generalizadas.

Trataremos a continuaci6n el
Dado v<.~) con restricciones 1:(9) lQ,
de equilibrio para un A determinado.
Existen varias formas de abordar ese problema, y en
esta resena solo trataremos dos: una basada en tecnicas
de substitucion, y otra que emplea mUltiplicadores
de Lagrange.

problema sigu1ente:
encontrar estados Q....,

Un Metodo de Substituci6n
Las variables que def1nen el problema pueden

separarse en base al numero de func10nes L
T T T£ = (~1' .£ 2 ) (17)

don de 31 tiene la m1sma dimension que 1. La pr1mera
variaci6n de V puede escribirse como



donde C}"V ,. aV / ag

Las Cunciones de restr1cci6n se pueden separar
as1mismo en la forma

y la variacion de!, que tambien debe ser no negativa,
5e puede escribir como

De la anterior se deduce que
-1

~ 1 ,. A 11 ( 6.! - A 12 ~2 )

Reemplazando ~1 en 6 V,
T -1

6 V ,. (er! 1 A 11 ) 6J +
T T-l

d,'!2- d.YIAllAI2);l2

la (10). 5e puede demostrar /6/ que esa condicion equivale
alas dos condiciones siguientes

-1 T
2,V 2 - (A 11 A 12 ) crJ 1 ,. Q

-1 T
All) ~Yl~Q

Multiplicadores de Lagrange en Problemas con Restricclones
que son Desigualdades.

Una via alternativa de formular el problema de equi-
librio consiste en usar los teoremas de multiplicadores
de Lagrange, tal como ha sido presentado por Feijoo y Bar-
bosa /4/. Esos autores construyen la funcion de restric-
cion de la forma

Se 1ntroducen multiplicadores de Lagrange para liberar las
restricciones sobre g

min
g

max {X (Q,A) }
A > 0 •••• -



Una justificacion de la
de Lagrange para problemas
encontrarse en los textos sobre
en la Referencia /24/.

Ahora los B no estan restringidos, y son 1ndependlen
tes de los multiplicadores de Lagrange 1 ,de modo
que puede efectuarse la mlnlm1zacion de X en ~ sin
restricciones:

regIa de mult1p11cadores
con desigualdades puede
optim1zaclon, por ejemplo

max
A>O---

T
{ X = V( ~ 2) + l

que es un problema de programacion cuadratica en los
multiplicadores de Lagrange A • Notese sin embargo,
que las restricciones son ahora mas simples que en
problema original.

Una vez obtenido A , se evalua 0 = 0(1 ).
AJ #v ..., ,..,

Se investigara a continuacion la estabilidad
de un estado de equilibrio que ya ha sido determinado
por alguna via. Por 10 tanto, ya no exlste la posib11idad
de tener !> 2. sino que en algunas zonas las restr1ccio-
nes son activas y en otras inactlvas. La zona de contacto
esta ahora perfectamente determinada. El problema puede
escribirse ahora en los siguientes terminos:

Dado un estado de equillbr10 0, con restr1cclones
F(O) = 0 , determinar si el eq~ilibrio es estable......... -
Dado un estado de equ1librio. determ1nar el signa
de 62 V, sujeta a ! = £ sobre parte del contorno

Cons1deremos inicialmente el funcional X, definido
ecuacion (27). La segunda variacion t1ene laen la

forma



Pero s1 las restricciones tienen la forma lineal (16), re-
sulta 62 F • 0, con 10 que se pierde 1a restricc16n. En
lugar de trabajsr con X, puede construlrse un nuevo
func1onal, Z, defin1do como

T F~ ...•
cuya var1ac16n resulta

2 T 2 T
6 Z q d X q + II dF q

""" I'IttI "J "..,

T d2X + qT d2X IITA62Z ( 3+ +
2 11 ""'f 2 21 """T11

+ ( ~1 d X 2 + q d X22 + IIA1 ~2 ....,12
Los nuevos multip1icadores de Lagrange, II...•

T d2X T d2X T
Au ••021 + ~2 + IIU 21 ,... """

de donde

~1
..32

, se calculan de

de 1a que puede obtenerse q
•.•.•1

A -1 A21 ••- 11 12 ~2

Reemplazando ~ '51 en

62 z. q T 62Z_ 2 's2

2_ 2 T -1 T 26 Z • d X22 - A12 (All) d X12 -
T -1 T 2 -1

+ A12 (All) d Xll All A12

que es la ecuac16n (29) de /6/. Para que la segunda varia-
c10n de Z sea pos1t1va 0 nula, la matriz asociada a la for
ma cuadrat1ca debe ser pos1tiva definida. Por 10 tanto, e1
equ111br10 sera estable 81 el determ1nante



Restricciones de la forma I = 9~ 0

En este caso, las condiciones de estabilidad
se simplifican notablemente, dado que A12 = 0, y la
matriz de coeficientes de la forma cuadratica (38) resul-
tan

2
= d X22

d2v
22

2a VI a ~2 a E2

Por 10 tanto, las condiciones de estabilidad
del sistema conrestricciones de la forma L ~g .~ Q son
las mismas que las del sistema sin restricciones unilate-
rales. Es el caso de un anillo que esta restringido
s1n friccion por una cavidad rigida.

El presente trabajo se ha concentrado en 1lustrar
la importancia que problemas de inestabilidad con restric-
ciones pueden tener en ingenieria, y en rev1sar las
cond1c10nes de equilibrio y estabilidad que deben sat1s-
facer sistemas d1scretos. Ademas del problema de un
anillo en una cavidad rigida discutido en la pr1mera
parte, ex1sten otros problemas de interes en diverso8
campos, tales como la delaminacion y f1surac16n en
mater1ales composites.

Sin embargo, una revision de la literatura muestra
que hasta el presente no se cuenta con un marco teorico
suf1c1ente para estud1ar 1nestab111dad con restr1cc1ones,
y se cons1dera necesario extender la tearia de estab11idad
elast1ca para incluir restricciones.
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