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Los metodos de Petrov-Galerkin han side utiliaados para eYitar
las inexactitudes y oscilacion •• que.e produCeD con los .etodo. de
Galerkin cuando 10 aplicaaos. proble_s de coaveccion-difusi6n. ED
este trabajo. propone.,s seleccionar un espacio aproxilUDu apropiado
para un dado espacio test. Asi. obteneaos un estiaador a posteriori
del error aseciado a dlcha .elecci6a. !tis aUn. aostraaos que sa puede
recuperar la quasi-opti_bilidad de 1. soluci6n usaDdo estos espacio ••

Basandonos en el concepto de s.iaetrizaci6D introducido por
Barret - ~orton (1984). encoatr..,s una cota 9••• ~al del error.
JIIostraaosque para el.probl ••• de convecci6D-difu.i6n en un.a di••nsi6e
la for-ulacion el .etodo de Petrov-Galerkin obtenido es equivalente.
en for_ nuaerica. al de 9Ol_s de COIltrol besado ell ele••nte.
finitos introducida por S. PataDkar (1980).

Ga1erkin methods applied to diffusion - convection probleaa
produce inaccuracies and oscillations. Petrov-Galerkin _thods have
been introduced by several autbors to eliminate these probleas.ln this
work we propose to select an appropiate trial space for a given test
space based on a posteriori error analysis of the finite eleaent
approximation. Thus. we obtain a posteriori error esti_te associated
with it. Moreover, we show that the quasi - opti_bility _y be
recovered by using these spaces.

Based on the syaetrization concept introduced by Barret-Norton
[19841. we found a general error bound. we show that for the diffusion
-convection problem in one di••nsiOD the Petrov-Galerkin formulation
gives the same algebraic system of equations that the foraulation
known as the control volu_ based on finite ele_nt _thod (CVFEIlI
introduced by S. Patankar (1980).



Dada una ecuaei6n difereneial, una soluei6n obtenida poe el
metode de eleaentos finitos U se llama

opti •• en la nOrBa I .• si se veri fica

inf I u - V
VE ~~

quasi-optima en 1. nor.. • • I si existe una constante C
independiente de 105 eoeficieDtes de dicha ecuacion y de la
•• l1a, tal que

inf , u - V Iv£ S·

donde S' es el espacio de funcioDes base y u es la soluci6n exacta.
Nuaericaaente, la perdida de la quasi-optiaabilidad se expresa en la
foraa de oscilaeioDes espureas en U. Muehos autores han propuesto
distintas fonlUlaciones para eliainarla5. Algunas de ellas dadas por
medio de aetodos de Petrov-Galerkin, donde la dificultad es seleccionar
adecuadaaente los espacios de funciones base y de funeiones peso.

Barret y Korton { 2,3 1 propone elegir un espaeio de funciones
peso para un dado espacio de funciones base. ED el presente trabajo,
proponemos elegir un espacio de funciones base apropiado para un dado
espacio de funciones peso, ba5andonos en un anilisis a posteriori del
error de la aproximacion dada por el metodo de elementos finitos,
obteniendo un estiaador del error asociado con el. Este es un
U-estiaador en el sentido de aahuska y ~heinboldt ( 1 1.

El trabajo tiene el siguiente lineamiento: en las secciones 2,3
presentamos el probleaa continuo y el esquema de su discretizacion:
en la seecion 4 seleccionaaos el espacio base y eonsideramos la
construccion de un estimador del error para el caso unidimensional. En
la seccion 5 daaos una acotaeion general del error con la cual se
recupera la quasi - optiaabilidad y en la seecion 6 aostramos la
equivalencia numerica con la foraulacion en volumenes de control
introducida por s. PataDkar ( 5 1. rinalmente, en la ultiaa parte
del trabajo, aplicaaos las misaas ideas al ca50 bidimen5ional
exhibiendo un estimador del error con resultados numerieos.



Sea Q un dOlllinio aeotado en jl- . Sea r au frontera.
COftsidere.cs e1 siguiente problema de eODvecci6n - difusi6n :

u/ - 9r; u/ - 0rl.

e1 coefieiente de difusi6n k(x) es positivo, e1 campo cODvectivo
de velocidades ~ es incompresible (div S. 0) y la fronter.

r.u~

Sea H' ( .n.) el espacio de Sobolev de funcione. en L1. (-0..)
con primeres derivadlls en L 0. ( .:L.) ; suponiendo que 9" B"-o{ q )
definiaos :

vi - 9 Jr,

vI - 0 }
~

Entonces 1. solucion debil del prOble•• (2.1) es un.
funcicn u en H'( Sl) que satisface :

- )..n.
(k grad(u) - b u) grad(v) dx + !

r,



sea Z.. una trianCJUlaci6D de n . Asuaireaoa que r
y q aOD tales que nuetro espacio bas. s" <; .4(~) Y nuestro
espado test T" ~ B<(n) SOD qenerados por las bases {¢.} Y
{ 'rt}. respectivaaente. ·PodellOs escribir :

£1 problema ahara e$: dado T' eleqir fUDciones de forma
apropiadas para ai~lar.l proceso de conveccion-difusion .



Sea 'l, 0 - x 'x. ~ • 'lit -1 COIl b. - lit. - xt_.

para 1, i (n y se; '1" - « ';{-}) donde las )Vi 11011

las funciones base standard continua. y lineales a troaos , que
satisfaeen: Yo! , 1(. ) ~ ~ .•n. .•. J OJ

Suponqaaos S" conocido°:YJie•.
de elementos finito. , es decir

11, ~. Ji dada por el .etodo
-::-'~"'-::

Sea VG: C"(,n) y 1& interpolante usual de v , l ••v en '1'
dada por :

I"v -2: v( z; ) 't'. (4.5)
•• J

Ahora por (4.4) e integrando por partes tenemos

•..
~ [(-a ( 11 - 11•• )')' + b { u - 'II",>')(v - Ita") dll-f

."" &.'-I~{'f + (a ":)' - b 'II~H" - I••v) dll

,:or 1 "-~

Consideremos la preyeeci6ft· 11 : L2(.:1-) -) II

dende Jot - ( Lc,x. / Co;. ~ "" ) y x, es la funcia.
earaeteristiea en el intervale s•...., ' x, ) entOllees :

~ (~-L ) ( f + «a-Ta) 'II~1' - (b-Tb) ,\)(v - Ic.,vl d&
,~, .t.:.-.



donde .~ -IT a , b~ -Vb en (x •." x;) • Ahora, ele9iaos 1.s
funciones base talea que a; u~' - b, U\ - 0 en [ Xi•• ' Xi) Y
obten_os

J (l-EXP(f.l; (x-x •.JIh. ) )/(l-EXP( A ))

1..\<"\ (UP\, ••('-'i l/h )-EXP("~}) /( l-EXP (f>.))

\.0 if x, [xi., 'Xi ••)

...
)' z y~II U - Ufo V.~ C L.J e,)

lI.l") .w.
Ademas, de (4.10) y (4.111 se observa que para f - 0 y
constantea por elemento entoncea U ~ Uc

Dada una
coercitiva en
representacion

forma bilineal Bc(',') , sim~trica continua y
H~ x H~ , entonces en virtud del teorema de
de Riesz existe un operador R: H~ --> H tal que



Supoeq •••• ~ elecji__ .spec:iode t.aci ••• base
tal que B( S: ) - T! • Aho~a. pode.oa emmd.~ :

Teore_ 5.1: Suponga.GS que a(. , • ) •• continua y eoereiti••
en H~ x r,.. y coereitiv& eD C x or.' , e. deeir, exi.tea
eonstantes positiv.a C; , c=-a ( con Ct depeadieado de S.' Y ~ ••)
tales que :

inf sup
VE ~ wiN.T.e

donde I u ~ -
soluci6n U de (3.2)
de (1.1) satisfaee :

" u , u (Z, entonees eaiste una ianica
y adeais, e1 error entre U y la soluci6n u

l u - U ta. ~ (1 + <; /Cz) iDf I u - V ,
~ 'IE 5~ "

ObservaciCm :
coefieientes
homogeneas
Elegimos la

Considereaos el probl••• unidiaeaaional (4.1) COD
a , b constante. y condiciones de Dirichlet

u. - u. - 0
siguiente for•• bilineal si••trie. y coereitiva

B. I u , v ) - (a u' v' dx
o

'Jt

R IU)lx) - u(x)-(b/a) f uta) ds + lb/a) ~ x
o



-~span ( 1l~; } • span ( '#J;}. 10

donde ¢. , ~< ,son las dadas previamente. Entonces, las hypotesis
del teore•• S.l. se satisfacen. Ademis, la solucion es optima en
H . U~ . Para deaostrarlo, consideremos el siquiente problema
auxiliar :

es decir U4es la proyeccion de u en~' en la norma M . I~ con 10
cual :

• u - U'" U • inf M u - V Ie.~ v c. 5.,1,

Por otro lado,

tomando a-cw) u
isomorfis.o) teneaos que

U'"
U ~ U.••.

fca V' - b V)
c

I

J a CRV)'
,-'



r:
J 'fAdemis, como

1.
elemento, obteneaos

•- J f ~ dx
o

la fonlUlaci6n

Hallar .V E. ~ tal que :

J( l'. ) - J(l, ). (f dx (6.1).I,
da el mismo sistema a1gebraico de ecuaciones que la sigaiente :

La formulacion (6.1) es conocida coao el aitodo de voluaenes
de control basado en elementos finitos (CVFEK) y fue introducido
POl'S. Patankar en 1980 (5 J. £1 teore•• (5.1) .uestra la
convergencia para el caso unidimensional. Para 1a soluciOn del
problema bidimensional e1 metodo emp1ea elementos triangulares
y funciones de forma [ 5 ) que DO estan en B'C CLI Y que quedan
fuera de nuestro marco te6rico.

En e1 caso de una dimension viaos que las funciones de
forma optima. se obtenian a partir de 1a resoluciOn de la
ecuaClon diferencial hoaogenea en un elemento dado [x,.( x; )
poniendo como condiciones de borde 1 y 0 0 0 y 1 respectivaaente.
Esto es facil de hacer porque e1 especio de soluciones de dicha
ecuacion homogenea tiene dimension dos.

Una de 1as dificultades que aparece cuando quereaos
trasladar estas ideas ados di.ensiones es que el especio de
soluciones de la ecuaci6n hoaogenea tiene dimensiOn infinita.
Entonces, podemos proponer funcione. de forma de diferentes
maneras. Proponeaos 1a siquiente:

utilizando estas funcianes de foraa obtene.as que 1a base
del espacio de funciones aproxiaantes esta formada pol' funciones
discontinuas. Con 10 cua1 S~ no esti centenido en B'C roL) •
£1 espacio de funciones peso que eapleamos T' es e1 usual,
cuyos elementos son funciones continuas en todo e1 dominio y
lineales en cada elemento.



Con estos especios se implement6 un programa que resuelve
la siguiente formulaci6n no-conforme del problema (2.1) :

B( U , 'IJ ) - L 1[\t 9'U \71' - bUV'dck +JLJ,/,'M dot. (7.3)

e ~ ~

Con el analisis ana logo al realizado en una dimension a
partir de B( u - U , v) utilizando las desigualdades ( 4 1 :

',,-/, )~(T

( >'e,. h: )yz.B( u - U , '\l) ~ C. L.-J (_ IVI~(n.)

utilizamos como estiaador del error a la expresion dada en
(7.5). En la figura 1 mostraaos el recinto del problema test y
una de las redes probadas. En este caso la red est! formada par
240 nodos. Los datos del problema son difusion constante de
K - o.ooi, velocidad constante b· (1,0) Y fuente f - 1 •
En la figura 2 y 3 indica.os, curvas de nivel de la solucion
y el error estiaado de la ais... Como se puede observar loa
resultados son comparables can 10s obtenidos par otros autores y
como es de esperar el error es bajo en toda la red salvo en las
capas liaites. La aismo ocurre para 105 dos tipos de redes
indicadas en la figura 4. Cabe destacar que la estimacion del
error se vuelve .as pequeno cuanto mis densificada es la red.
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