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RESUMEN

Se considera UDmaterial COIlductorde calor que ocupa DDdomioio pofigoD&lOeRD CODDBa

frontera regular f = flU f 2 CODI f I I> 0 y If, I> 0 . Se asurne, sin perdida de geaualidad. que

Ia temperatura de cambio de fase ClI O·C. Se considera en 0 el problema Cl&&cionuiode amducciOa del

calor siguiente:

au=OenO. -§;If\=o(u-B). -§;If,=q,

donde a, q, D = Const. > O. En UDtrabajo previo (Tabactnarl-Tarsia, J. Diff. Eq., 77(1989), 16-37)

lie estudian condicioDes sulicieDLu y/o Dec:esarW para loa datOll Q, q. B. fl, fz para qllC el problema

represeDte el c:&SOesta.cionario de UDproblema multidimensional de Stefan a dOllfases, • decir que Ia

temperatura u eea de ";po DO-Constanteen n.

Se con.oidera' una triangu)acion del dominio 0 COIltriaDeuJOI tipo LagranJe de tipo 1. sienclo

b> 0 el paramdro de la discrdizaciOD. Se obtiCJIen coDdiciones suficientea (y/0 necesarias) para 101

datos Q, q, D. f I' f 2 en funciOn del para metro b con el objeto de teuer UDcambio de rase en d

domiDio discretizado correspoudieuk (problema estacionario discreto de 5tefaD a dOll f&ses), es decir

una temperatura diacreta uh de sipo nD-COlI!ltanteen Q. lEI analisis numerico correspoudieJJte aI c:aso

Q = +00 fue realizado eD Tania, ENIEF'89. MeeaDica CompUl.aciou&l,1(1989), 517-533.)

We consider a material 0 C Rn which occupies a convex polygonal bounded domain, with

regular boundary f = flU r, with meas(r I) = I r \ I > 0 and I r z I> O. We assume, without Ios

of generality, that the meltio, temperature is O·C. We consider the following steady-state heat



CDDdllCtioDproblem ill 0:

Au = 0 - 0 , - t If, = ct (u - B), - t If, = q,
wbele ct, q, B = eo...&. > •. III • previou JlIIiMlI'(TabKmaD-Tarsia, J. Dift'. Eq., 77(111811),1~37)

we Mady auflicimt aDd/ar D-.rf -&tiou OD data ct, q, B, f" f, to obtaiD • multidimeDiional

lteady-Nte t_phaR Stel'an problem, i.c. the temperature 8 • of DOD-COnstaD~aip ill O.

We eoDIider a ftIUlar trianpla&ioa of the domaia n willa LaJrUlge trianglea of the type 1,

beiDc II > 0 the parameter of the diKretizatioD. We obtain 8lImcieD~ (and/or Deceaaary) conditioaa OIl

data ct, q, B, f" f" ••• fUDC~iODof tile parameter Ia, to laaft • change ol phue into tile

c:orre8pODCIingdiKretised domain (ateady.atate two-phaR diKretiaed Stefan problem), tha~ ia • di8cre~

temperature 81a of ~ lip ill O. ['I'be Dumerical analyaia coneapoDdiDg to the cue Q = +00

••• ruliHd ill Tania, ENIErIt, Mec&Dica Compu&&cional, 11(1989), 517.533.]

-Se CODaider. _ material n, domiDio poIi,oaal, CODVexo7 acotado de RD (D=I, 2, 3 para I.

aplicacioDea), COIluna froD\era f = 80 regular, •• bre eI coal ae ~udiara UDproblema es&&cioDKiode

conducdOD de ca1GrCOIlc:ambio de r- IDa,Ta1] 7 au c:onapolldien~ aniliaia DUWneo. Se aupone que

1&temperatura del cambio de rue ea O'C y que f eat& compueat& de doe porcioDea r1 y r2' amhas COD

medida auperficial poeitiVL E1 eatudio que ee rea1izara DOaufrira DiDgUDcamhio ai ae aupone ademaa

que r eoatieDe una porciOD de u-t«a r1 impermeable al calor.

El problema coDlliAe en eatudiar eI aicuien~ problema [Tal]:

Au = Oen Q,

- t.i Ir,= ct (u - B) 80bN fl , (1)

-t1f,=q __ f"

cuya focmu1aciOD variacioaal eat& dad. JMW(KiSt, Ta2]

&et(u,v) = LetqB(v) ,V v e V, u e V

&et(a,v)= a(u,v) + ctJ
1

U v d7 , a(u,v) = I Va. Vv dx.

o



EI problema (2) a eqWvaleDte aI 8ipieDte pIObIema de mi.w-

G(u) S G(v), v v E V, • E V ,

La unica ...JuclOn u = s(o) = .(oAtB) del pIObIema (2) •• dada par

u(o,q,B) = B - 41 U(o) en D,

donde U = U(0) eI 1& unica ...Judo. de 1& ecuaciOD variacioDal {XiS&,Ta2)

ao(U(o),v) = I vet,., V v E v, Ufo) E V. (7)

f2

Se uumen hipb&eeia de rquIaricIad para que U(o) E CO(n) (ED rra3J K mual.zan t_ ejcmpb qlMl

aatiraun al.a coooiciOD).

TEOREMA 1. (i) Si (oN E S2(B) entoDca K obtiene UD c:a.> estacioaario de •• problema de

Steran a das r_, doooe

B Ir ICUn(o,B) = ~ ,

A(o) > -UJt 1
Ifil

, (0 A(o) )' = ~ a(lloqB' Iloqo' '

A(o) = J
2

U(o) et,. = &o(U(o) , U(o» •

c = I Ua d, = a(lla, Ila) > 0 ,

f2



~ a(a(o,ca.B) •• (o.q,B)) = COIIII&. (= C > t)
q

A(o) = C + !ft!T 1.

Sea 7'Ja 11•• biauculaciO. replar de n, doDcIe b > 0 • UDparimetro d.tinado a teDder a

ccro, formada por elemeDtoa finitoa afbt-equivalenta de d_ co. Se to,.. b igual a 1&longitud del

\ado mu paDde de _ triaDeuD TE7'Ja ,. aproxima V por (a):

dOllde PI ,. el COlIiunto de _ poIiDcJmu. de pado __ 0 igual a 1. Sea _. el operador de

interpo\aciOD lineal carnlIpCNldieute.

Se COD&ideraeIlieuiaate problema aproximado, _ dimeuiOa fiDita, del probIe,.. CODtinUO(2):

TEORENA 2. (i) Exiate ••• illm:a •• uciOJl 1Ib(d'A,B) e Vb del problema GlXfeto (16).

Ademia, ula(d'.q,B) vieBe dada por

~(a.q,B) = B - q UIa(a) • (17)



Uh(o,q,B) ~ Belin ,0h(o,q,B) ~ ula(q,B) CD n ,

uh(o,q,B) ...•uh(q,B) ell V ruerte CU&IIdo0 .•.•+00,

Mfin uh(o,q,B) ~ ula(o,q,B) ~ Mr ula(oA,B) CD n.
a 1

donde uh(q,B) = B - q uala ' 8ieDdo 0ah \a una dudOa ole \a eeudOn variadoDal cn.aeta

aiguient.e

a(uah,vh) = J VIId,., V vII E Voh' 0a E Voh •

fa

Voh = { vII e e'(n) I vII IT E Pl(T) , VT E "II' via Ir1 =. } c Vo' (22)

(iv) Se tiene la relacion

a(uh(oA,B),u\a(q,B» = &(uh(q,B),llll(q,B»

(v) Se tiene la -.wente propiedad de monotonia

01 ~ 0" Cb ~ ql ~ 0h(OIA1,B) ~ 0\a(Oa,Cb.B) ell n, VB> O.

Dem08tracion. Se utilizan lao ecuaciones variacional •• d*'retu (16). (18) Y (21), aigWendo 11D&

metodologia analoga a la deaarrolla.da para el caso continuo ITal}.

Ah(o) = J Uh(o) d,. = ah(Uh(o),Uh(o» > 0
f,

B If I
Cbnh(o,q) = A

h
(;).

A contiDuaclOn, mguieado COlI \a mel.odologia deaanollada CD f'I'a5J, 8e obtienen condicions

&uficientes (Y/o necesa.riu) para que \a ducioD cliacrel.a ua.(o,q,B) sea de aipo DO-<011&t&nteen n. Sc



realiaarb eatimaciOlM8 de AIa(o) -A(o) 1de ~ (o,B) - CIm(o,B), n fUllCiOIl cIeIpar'metro h. Se

anaIisar. tambien eI caao puticular cIlKrdo conespondinte aJ caao particular cootilluo (13).

D. OOJmJClONES PARA LA EXISTENCIA DE SOLUCl6N DISCRETA DE SIGNO NO-

OONST AJrl'L

Para c:ada q > 0,0 > 0, B > 0, ., CIOIISideran1aa fuDcicmee u(a,q,B) E V'1 uh(a,q,B) e Vh
como lu illUCU 8OIuciODeede 1aa ecuacionee Y&ri.cionaJee (2) (problema continuo) '1 (16) (problema

cIlKrdo).

LEMA 1. Se tieIla lu IipieIltee propiedadel:

(i) La fUllCiO. AIa(o) est& dada ipalmeIlte.-1a apreeiOa:

AIa(o) = aa(U(o), UIa(o».

(n) Se tieDe

A(a) - A••(o) = aa(U ••(o) - U(o), UIa(o) - U(o» ~ 0 •

(iii) Lu fUllCionea CUnY CUn
h

est&n relacionadu a trave. de Ia eipiente daigualdad

CUn(o,B) ~ ClmIa(a,B) .

J uh(oA,B) doy = !!jJ (qy(a,B) - qJ , V •• > 0,

r.

J u••(aA,B) d,. = Ah(o) IcImIl(a,s) - qJ , V II> 0.
r,

DemostraciblL (i) Surge de I•• ecuaciouee variacionaJee qlle definen a U(a) e V'1 Uh(o) e Vh C V.

(ii) Se tieae

o ~ aa(Uh(o) - U(a), Uh(a) - U(a» = aa(Uh(a), Uh(a» + aa(U(a),U(o» -

(ill) (D) aurp imnediatameDte cIeI hecho A(o) ~ Ah(a) •

(iv) Las expre8iODee (30) Y (31)., obtieDen teDiendo en cuenta (UI) 1(25) _pcctivamnte.



TEOREMA 5. (i) Se wen Iu aipientes desipaldadee

CUn(o,B) ~ 'bnh(o,B) < qW(a,B) , V a,B > 0,

con 10 cual el conjunto

Sh(B) = { (o,q) E (R+)' I C1m,,(a,B) < q < qy(a,B)} i: •.

(ii) Si (a,q) E Sh(B), para un dado B > 0, entonceela fmlclOD ll,,(a,q,B) eI de aipo DO-CODStaD&e_

n, es decir que lie tiene un problema est.acionario diacreto de S&ef'u a 00. fUel.

DemostradoD. (i) La aepnda desigualdad en (38) ae ohti.eDe de (37). (ii) lie ded~ de (32) y (33).



LEMA •• (i) Se tieDea 1MsiguieDtea.wn.ci_

au S U.(cr) eD n
G. S AIt(cr) •

••••••(o,B) S ~ (8) •

G. = J:u ~'J
B.J!.JI

.~(8) = -<;. .

(i) La rllllCiOll Ait = All (cr) • decJecieIltc ea cr '1 nrifica

lim AIt(cr) = l"_ •
er-+OO -.

DemostraciO •• Si q > CIoa (D) entollca eI problema eatacionuio cU.creto coneapondieDtc para uh (q,B)

(ea decir, para er = +00). a dOlIra- [Ta5} y por endl: Ub(q,B)lr, < 0, COD10 cual uh(er,q,B) reaulta

_ negauva 80bre r,.

J ull(er,q.B) d7 > 0 ~ 10 > lOo(q,B) ,

r1

CllIIl 10 que Ie completa 1a proeba.

~(er,q,B) = J -1t(er,q,B) d7.
r,

a(crA,B) = - 10 it ~(er,q,B) d'J •

:!(o,q,B) = iJ [U'(IOA,B) - B aa(o,q,B») d7·
rt



~ B'lfal 2 B If~1 IJA~(a)= GO(a) = q - ~ - qt a -t(a,q.B)dT.

A~(a) ~ - ~ • V 11 > t.

a~+co a A~(a) = 0 • V 11> O.

""lim ~(a.B) = 0 • VB> ••o -+ +00 -----;}Q

DcmOBtracion. (i) Se utilia (34) y eI CClDUpto de derivada como limite del CDCiaate iIaaemaa&al. Se

sigue una met.odologia Miloga a la deaarrollada e.D(TaTal para eI c:aIOalIItinao.

(ii) (51) aurae de (35) y (SO). Para obtener (52) • utiliaa (20) y (51). (53) aurce de (34) )' ($1). (54) ea

_ corolario de (20), (52) )' (53). ED fin, (55) lie deduce de (U) )' (54).

Se define un cuo particular diKreto (CPD), anaIopmeate aI prebIema coatiDao (V. (13»

(TaTa), como el problema eo variables h, cr, q, B que verifica 1&CODdiciO.

Necesariamente 1&couataate debe ller CoDA. = ~ > • tomaDdo a .• +co a (5G). ••• otJa

parte, teniendo en cuenta (53), lie tieue Ia equivalencia:

(C.P.D.) <:> Ah(o) = <;. + 0 J U~(a) d.,.).
fa



TEOREMA t. Lu aipent. propcl8icio_ _ equivalent. mue ai 1 al CUll par&uIar

GIKIft«

Dem.uadOn. En primer lugar lie ot-rva que ai •• (68) lie t.ieue que ub(q,B) - ub(oA,B) = Conat.

a n, ent.onc:ee neceeariamente Ia eonatante deberia lIer Ia dada pus lie inl.e&ra (60) 10m f1 y lie utiliaa

(30) y eI hec:bo que ub(q,B)lfl = B. Por elte ultimo rasonamien&o Iu implicanciu (60) ~ (61) y (61)

~ (&2) _ iDJDediataL

(62) ~ (63). Surae de (S9).

(63) ~ (64). Derivando Ia upreaiOD (63) lie obtieDe (64).

(64) ~ (60). Se deduce de Ia ai&uiellte eqaivaleacia:

ub(q,B) - ub(o,q.B) = Coat. ell Q •• a(ub(q,B) - ub(o,q,B),ub(q,B)-ub(o,q,B»=O

OlMervaclOn 3. La iDtezaaute del (CoP.D.) eI que lie ha obtenido una expresion aaalitica de Ia

fUJlCiO.Ab(o), dada par (63), y por ende Ia de8cripciOn del amjun&o ~(B) ell completa.

Si lie t.ieue en cuenta el rsultado de iDterpolaciOa 8ipieD&e lCi)

Iv - Db vlv ~ Co b Ivl2,O ' V v E 82(0) •

1 lie lAlpoDe Ia regularidad Uo E 82(O)nco(n) (Ver en (Ta3] treI ejanplOll a Joe cuales lie tiene que

Ia 8OIuciOa S COO) ent.o_ lie deduc:eD Joe GgWat. raultado. de &JXoximacion en funciOn del

paraDleUo de diKretiaaciOn b.



TEOREMA 10. (i) SeU-

A(o) - AII(o) = &o(UIa(o) - U(o),UII(o) - U(o» -

&o<U(o) - UII(o).UII(o» = 0 ,"

&o(U(o) - UIa(o)'''Ia) = • , V "II E VII •

(iii) Se tiene que Uh(o) = ~ (u(o». 1& proyeccilIa de Ufo) 80bJe eIlU~ VII ...-- ala
Ia

norma uociada aI produdo eKaIar &0, • decir

Ivlo = Jao(v,,,) , " E V • (e)

(iv) Se tiene la estimacion abstracta siguien&e:

IU(o) - UII(o)lv ~ Mo v~1 v"IU(o) - vblv

M _ laol < 1 + • 1701'
• - "I;" - 11 luJ{l,o) ,

10 = 11 Inf{I,o) , (72)

con Al > 0 la constanle de c:oercividad de 1&forma bilineal At (as a &0 para 0=1),. cleek

al(v,v) ~ 11,vlt- ' V v e V, (73)

aiendo 70:V ~ L'(f) el operador trua.

(v) Se tiene la eslimloCioD abstracta siguien&e:

0< Cimb(o,B) -lIm(o,B) ~ ~:) ~(o,B) la',



DemoWaciOL (i) 1 Cu) alUIeD de lu definicioDea de U(o), U••(o), A(o) 1 A••(o). De (Ga) 8e deduce

(ill).
(iY) La rorma biliDeaI &0 _ coerciya CGII coll8taD&ede coerciviclad Ao, _ clecir

&o(Y,Y) ~ Ao IY~ , V Y E V. (7t)

Para Y •• E V••• Ueae

= &o(Uo - Uh(o),U(o) - Yla) ~ 1&OIIU(o) - U••(o)lv IU(o) - Y••lv'

de doDde IIUrge (70). Pot oUa parae, 8e tieDe

1&o(•• y)1 ~ la(u,Y)1 + 0 J lul'y' d,. ~ lilly IYIy + a 1U~'(fl) IYIL'(f
1
) ~

f1

~ (1 + a trol') lilly IYIy ,
_ clecir (71).

(Y) Se tieDe

A(o) - Ala(o) = &o(U(o) - U••(o),U(o) - Uh(o» = IU(o) - Ub(o)l~ ~

~ IU(o) - Yb~ = &o(U(o) - Yla'U(o) - Yh) ,V Yh E Vla '

ea decir (74).

(Yi) Tenieaclo CD CUCIltael nsultado de iD&erpoI.aGD (65) 1 el bec:bo que Dh(U(o»EVh, entoOCe5 de

(70) 1 (74) 8e ded_ (75) y (76) raopediYameD&e. Par otra parle, 8e tiene

OJ.uyaciO. 4. Si U(o) E V 1 DO necaariamen&e U(o) E e2(0) entoDes cuando h ...• 0 lie

tiene (Ci):

Se defiDc Ia ru.dO. c
2 la2

Z(o,b) = 1 - Aro) < 1 ,



TEOREMA 11. Si h.B > 0 7 £ E (0,1) (paraa-llo • eJecdOa>. ado_ • u-,_Iuaci6a

del para metro h, 1u eiguients eetim-m-

Clmll(o,B) S J 'lm(o,B) , V Il S Ilo(f,o),

DemOlltrllCioD. De (77) • deduce

Z(o,Ja) ~(CII,B) S C1m(o,B)

y per ende (84), debido a I. equivalencia (82). De (77) 7 (84) • obiiae (85).

COROLAIUO 12. Se U-

Jim ClmL(O,B) = C1m(-.B)
1l-0+ •

LEMA 13. Si loti ~ coatinllO y discret.o _ ca-. particulans eaa-

o < A(o) - Ah(o) = C - 1"- S C' ,_ /' h' ,
-Il • a"O

) () BC:\fll, /' .,..(!.... J
Clmh(a,B - CIm a,B S If, u'2,o A(a) h •

Demoeuacion. Si 108 casos aaUBlIO y dieaeto _ ~ particuw... eatoDees A(o) '1 ~(o) eetU

dadoe explicitamenle pol' (14) y (63) &apeCuvamellte, y pol' encle surp (88) teaieDdo ft cuenta (Ta5J.

Por oua parte, ee tiene

ea decir (89). Adem& •• de (77) 7 (89) • obtieae (90).

OheervaciOD 5. Si U(o)'e Br(O) con 1 S r < 2, ee podriaa tambiea ob&eDer ...s.jmarion-

similares a 1aa dadu en el Teorema n.



EI pre8eDte tra~o ha lido leanaclo a trave. del proyedo de iDvsticacion y desarrollo

-ADA. Numerico de EcUKioaes e 1Decuaci_ VariaciOllal.- del CONICET - UNa, Rosario -

AqeD&iDa.
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