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RESUMEN
Se considera un material conductor de calor que ocupa un dominio poligonal QCR® con una
frontera regular ' = ', U Ty con | Ty | > 0y | [y | > 0. Se asume, sin pérdida de genesalidad, que

la temperatura de cambio de fase es 0°C. Se considera en el probl estacionario de conducciéon del
calor siguiente:

Au=0enf, -%Irl=a(u—8) , —%Ir’=q,
donde a, q, B = Const. > 0. En un trabajo previo (Tabacman —~ Tarzia, J. Difl. Eq., 77(1989), 16-37)
se estudian condiciones suficientes y/o necesarias para los datos e, g, B, I';, T, para que e problema
represente el caso estacionario de un probl multidi ional de Stefan a dos fases, es decir que la

temperatura u sea de signo no-constante en .

Se considera una triangulacion del dominio 2 con triangulos tipo Lagrange de tipo 1, siendo
h> 0 el parametro de la discretizacion. Se obticnen coudiciones suficientes (y/o necesarias) para los
datos a, q, B, '), I'; en funcion del parametro h con el objeto de tener un cambio de fase en e
dominio discretizado correspondiente (problema estacionario discreto de Stefan a dos fascs), es decir
una temperatura discreta up de signo no-constante en 1. [El analisis numérico correspondiente al caso

@ = +00 fue realizado en Tarzia, ENIEF'89, Mecinica Computacional, 9(1989), 517-533.]

ABSTRACT

We consider a material 2 C R® which occupies a convex polygonal bounded domain, with
regular boundary I' = I'; U T, with meas(I';) = | T; | > 0 and | I’y | > 0. We assume, without loss
of generality, that the melting temperature is 0°C. We consider the following steady-state heat
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conduction problem in Q:

Au=0ex(, —glr‘=a(n—8) ' —glr,=q,
where a, q, B = Const. > 0. In a previous paper (Tabacman—Tarzia, J. Diff. Eq., 77(1989), 16-37)
we study sufficient and/or necessary conditions on data a, q, B, Ty, Ty to obtain a multidimensional
steady-state two-phase Stefan problem, i.e. the temperature u is of non-constant sign in 1.

We consider a regular triangulation of the domain £ with Lagrange triangles of the type 1,
being h > 0 the parameter of the discretization. We obtain sufficient (and/or necessary) conditions on
data @, q, B, I, Ty, as a function of the parameter b, to have a change of phase into the
corresponding discretized domain (steady-state two-phase discretised Stefan problem), that is & discrete
temperature uy of non-constant sign in Q. [The numerical analysis corresponding to the case a = +oo
was realized in Tarsia, ENIEF89, Mecinica Computacional, 9(1989), 517-533.]

L INTRODUCCION.

“Se considera un material §, dominio poligonal, convexo y acotado de R® (n=1, 2, 3 para las
aplicaciones), con una frontera I' = 9 regular, sobre el cual se estudiara un probiema estacionario de
conduccion de calor con cambio de fase [Du,Tal] y su correspondiente andlisis numérico. Se supone que
ia temperatura del cambio de fase es 0°C y que I esti compuesta de dos porciones T, y 'y, ambas con
medida superficial positiva. Fl estudio que se realizara no sufrird ningin cambio si se supone ademas
que T contiene una porcion de fronters I'y impermeable al calor.

El problema consisie en estudiar el siguiente problema [Tal]:
Au=0e 1],
P, =0 (s -BysobeeT, , )

-%lr’=q nbtel',,}

cuya formulacion variacional esti dada por [KiSt, Ta2)

ag(u,v) = l‘qu(') ,ZNYYEV,ueV 2)
donde
V=H(®@), Ve={veV/vip =0},
aa(u,v)= alu,v) + alI uvdy, a(u,v) = J Vu. Vv dx, 3)
Q
1

Lqu=lq(v)+aB‘Ivd1. Lq(v)=-—quvd1.
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E! problema (2) es equivalente al siguiente problema de minimo
G(u) < G(v) YvEY, BEV, “@

donde
G(v) = ; ag(vy) — "ch(') . (s)

La inica solucién u = uf{a) = u(a,q,B) del problema (2) esti dada por
u(a,qB) =B ~qU(a) ea 2, (6)
donde U = U(a) es la unica solucion de la ion variacional [KiSt,Ta2}

aq(Uf(a),v) = I vdy, YveYV, Ula)eV. Y]
I,

Se asumen hipotesis de regularidad para que U(a) € C°({l) (Ea [Ta3] se muestran tres cjemplos que

satifacen esta condicién).

En [TaTa,Ta3,Tad] se obtuvo el siguiente resultado :

TEOREMA 1. (i) Si {0,g) € S*(B) entonces se obtiene un caso estacionario de un problema de
Stefan a dos fases, donde

§’(B) = { (2,9) € (R*)? / am(0.B) < q < qpy(a,B) ), ®

am(aB) = H3l L ayemy =2l ®

con A = A{a) una funcibn estrictamente decreciente en o que verifica lus siguientes propiedades :

ir,? : -
K> e =,
o lim, o Aley=0 ,(aA(e)) = ‘_:, (u,0p + Uaqp) 19

Aa) =xJ U(a) dy = aa(U(a) , U(a)) .
2
Por otra parte, 1a constante C > 0 viene dada por

C=I ug dy = aluy,uy) >0 , (11)
Iy




donde ug es la @nica solucién de la ecuacién variacional

a{uy.v) =J vdy WVYEVe ,u3€EV,. (12)
2

(ﬁ)ﬁnﬁmedmmmndmdu(a,q.n) verifica 1a condicion
3, do(e.0B), u(eaB)) = Const. (= C > ) (3)
entonces se deduce

A(.)=c+";.1-ll!;£ . (14

Sea 1) una triangulacion regular de (, donde b > 0 es un parimetro destinado a tender a
cero, formada por elementos finitos afin-equivalentes de clase C°. Se toma b igual a la longitud del
hdomésgnndedehntriinguh'l‘efh y se aproxima V por [Ci] :

Vy={neC@ /v ireP(M,vTen, } c v, (15)
dondeP,-eleonjunwdehlpolinomiudegudonewoigndtl.Sathdopendorde
interpolacion lineal correspondiente.

Se idera el siguiente probi aproximado, en dimension finita, del problema continuo (2):

to.(uh, vh) = Lan(vh) , Y v € V. v = uh(a,q,B) € Vh . (16)

bteniendose los siguientes resultados:

TEOREMA 2. (i) Existe wna inica solucién u;(aq,B) € V), del problema discreto (16).
Ademis, -h(cn.B) viene dada por
u(2,4,B) = B — q U, (a), an

donde Uy (a) es Ia dnica solucién de la ecuacion variacional siguiente

(U () =‘J v, 47 Y EeVy. U@ eV, (18)
3
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(ii) La funcién Uy (@) verifica las siguientes propiedades:
‘I y@mar=0 v@>ian. (19)
1
(iii) La funcién uh(c..q,B) verifica las siguientes propiedades:
“h(a,“la) <Be o ’ “h(arq'B) < “h(q»n) enfl '
uh(a,q,B) - uh(q,B) en V fuerte cuando a < 400, (20)

Mll.l; “h(aquB) < “h(av‘ba) < M%xl “h(cvqon) en{) D

donde uh(q,B) =B -qu,, siendo uy, la dnica solucion de la ion variacional discreta

siguiente
a(uywvy) = I vpdr . YV EV,, mEV, ., (21)
Ty
con
Vo ={" €C°E) /vyl €PT), VT €ry . Iy =0} CVo. (22)

(iv) Se tiene la relacién

a(uy (2.4,8).u,(aB)) = a(uy(a.B)u,(aB) - )

(v) Se tiene la siguiente propiedad de tonia
a; € a3, 8 < q = uy(a,,9,,B) < vy (a3,9;,B) en fi,yB>o0. (29)

Demostracion. Se utilizan las ecuaciones variacionales discretas (16), (18) y (21), siguiendo una
metodologia analoga a la desarrollada para el caso continuo [Tall.

Sean las siguientes funciones

@) = [ V(@) &y = W@ ) >0 L Va>s, (25)
r!
am, (o0 = 213 (26)

A continuacion, siguiendo con la metodologia desarrollada en [Ta5), sc obtienen condiciones
ficientes (y/o rias) para que la solucion discreta uh(nr,q,B) sea de signo no-constante en . Se
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realizarin estimaciones de A, (a) —A(a) y de th(a.B) ~ qm(a,B), en funcibn de! parimetro h. Se
analizara también el caso particular discreto correspondiente al caso particular continuo (13).

IL CONDICIONES PARA LA EXISTENCIA DE SOLUCION DISCRETA DE SIGNO NO-
CONSTANTE.

Para cada q > 0, @ > 0, B > 0, se consideran las funciones u(a,q,B) € Vy uh(a,q,B) € Vh
como las unicas soluciones de las ecuaciones variacionales (2) (problema continuo) y (16) (problema
discreto).

LEMA 3. Se tienen las siguientes propiedades:
() La funcién A} (o) estd dada igualmente por la expresion:
A4 (@) = sa(U(a), Uy(e)) @n
(i) Se tiene
Ae) = Ay(a) = 2a(U,(a) — U(a) , Uy(a) - U(a)) 2 0 - (28)

(iii) Las funciones qp, y am, estin relacionadas a través de la siguiente desigualdad
9m(a.B) < 4m, (.B) . (29)

(iv) Se tienen las siguientes expresiones integrales:

] uy (aa.B) &y = T [g (a.B) — g LY b >0, (30)
fy
[ sntaa®) a7 = Ay(@) lam, (08) - @ VE>o (31)
r,

Demostracion. (i) Surge de las ecuaciones variacionales que definen a U(a) € V y Uple) eV C V.
(ii) Se tiene
0 < ag(Up(a) — U(a), Up(a) — U(a)) = aa(Uy(a), Up(a)) + ag(U(a),U(a)) ~

~ 229(Uy (e}, U(a) = Ay(a) + Ale) — 2 Ay(a) = Ale) — Ay(a).

(iii) (29) surge inmediatamente del hecho A(a) > Apla).
(iv) Las expresiones (30) y (31) sc obtienen teniendo en cuenta (19) y (25) respectivamente.




-~47-
OBSERVACION 1. De (30) y (31) se obtienen las signientes equivalencias:

lj uy(a,q,B) dy <0 & q > th(G-B) , (32)
2

lI uh(a,q,B) dy>06q< qu(o.B) . (33)
1

Se define Ia funcién g,: (RT)* = R de 1a siguiente manera:

£n(2aB) = G, gl (aaB) = = } L p(uy(ei0B)) =

4
= ~ } ag(uy(a.B) uy(2q,B)) < 0 .
OBSERVACION 2. Teniendo en cuenta (34) se deduce
g,(0.q,B) = — 55(-1) q’ + Bqlyf — Lf—’ IN <o ,YagB>0. (35
COROLARIO 4. De (35) surge que
Ay(@) > ZEIN ﬂ‘}'—l”<o V¥ aqB >0 (36)
y por ende
2
M) > 3] V>0 e
TEOREMA 5. (i) Se tienen las siguientes desigualdades
am(e,B) < qm, (a,B) < ay{e:B) ,YaB >0, (38)
con lo cual el conjunto
Sp(B) = { (2:a) € (R")? / am, (@.B) < q < ap(a.B) } # 4. (39

(ii) Si {(a,q) € S;(B), para ua dado B > 0, entonces la funcion uy (a,q,B) es de signo no-constante ea
2, es decir que sc tiene un problema estacionario discreto de Stefan a dos fases.
Demostracion. (i) La segunda desigualdad en (38) se obtiene de (37). (ii) se deduce de (32) y (33).
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LEMA &. (i) Se tienen las siguientes estimaciones:

vy SUp(a)en fi (40)
C, < Ay(a). ()
my (2,B) < g0, (B), (42)

foude ' BT
={u, d , = — . 43
N L adr 0@ =2 (43)

{#) La funcién Ay = A, (a) es decreciente en a y verifica
Jim  Ae) =Gy (40

{iii) La fancién m, = qm‘(a,B) s creciente en o y verifica las siguientes propiedades:
q..,h(oﬂn) =9 + am, (+0,B) = o, (B) ,¥YB>0. (45)

TEOREMA 7.Siq > (B) entonces u, (a,q,B) es de signo no-constante en  cuando
%h h

o> aleB) = Hipdl. (46)

Demostracién. Si q > qoh(B) entonces ¢l problema estacionario discreto correspondiente para uh(q.B)
(es decir, para o = +00) es a dos fases [Ta5] y por ende uh(q,B)Ir: < 0, con Jo cual u, (a,q,B) resulta
ser negativa sobre Ty,

Por otro lado, de (30) se tiene la siguienie equivalencia
I uh(a.q,B) dy > 0 & a > aglq,B), (47)

| Y
con lo que se completa la prueba.

TEOREMA 8. (i) La funcion 8y, = 8y(2,q,B) satisface las siguientes propicdades:

g(cﬂﬁ) = I ‘h(‘vﬂvn) dy, (48)
s
PEenB) = - .J w(@aB) dv, (49)
1
3ean) =} [ bj(eaB) - Boy@aBldr. (50)

I,
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(1)) La funcién Ay = Ay (a) satisface las siguientes propiedades:

Ayt = e = 2l - 25000 ;“!J w(2a8) v, oD
1

Aoy 2 - 2510 VRS>0, (s2)
oo Al = 1 swy(0aB), wy(aB)), (s9)
olim o Al(c) =0 sYh>0, (54)
ai“loo"%?("'”):" .VYB>0, (55)

Demostracion. (i) Se utiliza (34) y e! concepto de derivada como limite del cociente incremental. Se
sigue una metodologia aniloga s la desarrollada en [TaTa)] para el caso continuo.

(ii) (51) surge de (35) y (50). Para obtener (52) se utiliza (20) y (51). (53) surge de (34) y (51). (54) &
un corolario de (20), (52) y (53). Ea fin, (55) se deduce de (26) y (54).

ITI. UN CASO PARTICULAR DISCRETO.

Se define un caso particular discreto (CPD), analogamente al problema coantinuo (Ver (13))
[TaTa], como el problema en variables b, a, g, B que verifica la condicion

;15 a(ub(o,q.B). uh(a.q,B)) = Coanst.. (56)

Necesariamente la constante debe ser Const. = Ch > 8 tomando a ~ 400 en (56). Por otra
parte, teniendo en cuenta (53), se tiene la equivalencia:

(C.P.D.) & q% a(uy (a,9,B),u, (0,q,B)) = C; &[o Ap(e)} = G- (57
Ademas, teniendo presente (17) y (56), se deduce

Cp = a(U, () Uy () = Ay (o) — ol[ U} (e) dv, (58)
3
es decir
(CPD) @ Ap(a)=Cy + af Ui(e) d7). (59)
£\
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TEOREMA 9. Las siguientes proposiciones son equivalentes eatre si y al caso particular
discreto:

n@?) - n(ead) = Yl aa, (60)
uy (0B, = B - :—IFH sobre T, , (61)
UyeaBlip, = 13 sobrer (62)
Ala) =G + gﬁ% ' (€3)
Loa@=c. (84)

Demostracion. En primer lugar se observa que si en (60) se tiene que u, (q,B) — v, (0,q,B) = Const.
en f}, entonces necesariamente la constante deberia ser la dada pues se integra (60) sobre T, y se utilisa
(30) y el hecho que llh(q.B)h-l = B. Por este ultimo rasonamiento las implicancias (60) = (61) y {61)
= (62) son inmediatas.
(62) = (63). Surge de (59).
(63) = (64). Derivando la expresion (63) se obtiene (64).
(64) = (60). Se deduce de la siguiente oquivalencia:

up(9,B) — uy(@,9,B) = Const. en @ & a(u, (q,B) — uy (@,9,B),0, (q,B)—uy (2,q,B)) =0

& a(uy(2:a,B)uy(0.0.B)) = a(vy (0.B)uy(aB)) © (57

Obeervacion 3. Lo int te del (C.P.D.) es que se ha obtenido una expresion analitica de la
funcion Ay (a), dada por (63), y por ende la descripeion del conjunto Si (B) es completa.

IV. ESTIMACIONES DEL ERROR EN FUNCION DEL PARAMETRO b

Si se tiene en cueats el resultado de interpolacion siguiente [Ci]
Jv- Oy <Cobivl,g. ¥V ve B D) , (65)

¥y #e sapone la regularidad Uy € HYQ)NC?({1) (Ver o [Tad] tres ejemplos en los cuales se tiene que
la solucion es C°°) entonces se deducen los siguientes resultados de aproximacidn en funcién del
parametro de discretizacion h.
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TEOREMA 10. (i) Se tiene
A(e) = Ay(a) = 24(Uy(a) = U(a),Uy(e) — U(e)) =

(s8)
= g, 2a(4(2/q,B) — w,(,4,B), u(a,q,B) ~ u,(a,4,B)) > 0.
(ii) Se tienen
2a(U(a) — Ty (a)Uy(a)) =0, (7
2q(U(a) — Up(a)v,) =0 WYy, EV,. (68)

(iii) Se tiene que Uy (e) = P§; (U(a)) es ls proyeccién de U(a) sobre el sub-espadio V), respecto a la
norma asociada al producto escalar a, , e decir

Wig = ,‘aa(v,v) JYEV. (e9)
(iv) Se tiene la estimacién abstracta siguiente:

V(@) - Ty(@lly < Ma Jof, [00) ~ vy ()
donde .

_I%a) _ 1+ a0l

Ma = @ s 4; Inf(1,a) ° ™

Aa = A Inf(1,a), (12)
con A; > 0 la constante de coercividad de la forma bilineal s, (a, s a, para a=1), es decir

a(vy) 2 4 l"l{l +YVEV, (@)

siendo yo:V = L3(T') el operador traza.

{v) Se tiene la estimacion abstracta siguiente:
0 < A(e) = Ay(e) S Jaf | aalvy = Ulahwy — U(a)). ()

(¥i) Si se tiene la regularidad U(e) € B*(Q)1C°({1), entonces se deducen las siguientes estimaciones

|U(0) - Uh(")lv SCoh (75)
0 < Ale) - Ay(a) € Gy ¥, 9
0 < amy(@0B) = am(@B) < 7% am, (a8) b, )

donde

Cla = Co Mg w(ﬁ)‘,'g ' Ca,, =C} J2al 'U(")I;'g . (78)
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Demostracion. (i) y (ii) surgen de las definiciones de U(a), Uy (a), A(a) ¥ Ap(a). De (68) se deduce
(i)
(iv) La forma bilineal ay es coerciva con constante de coercividad A, es decir

. ag(viv) 2 Ag '“%I ,YVEV. (79)

Para v, € Vh se tiene
Ao [U(e) — Up(@)fy < 2a(Ua) - Uy()U(e) - Uy(a)) = 2a(Ua — Uy(a).U(a)) =

= ag(Ug — Up(a)U(a) — v) < Jaa] lu(") - Uh(°)|V IU(") - 'hlV »
de donde surge (70). Por otra parte, se tiene

alanl < )l + o [ ol I dy < vmiy by + @utg
r

S+ apol) iy vy,

es decir (71).
(v) Se tiene
A(a) — Ay(a) = 2g(U(a) - Uy(a),U(a) — Uy (a)) = |U(e) - Up(@)fa <
< 'U(c) - th, = 24(U{a) - vh,U(a) - 'h) Vv € Vi
es decir (74).

(vi) Teniendo en cuenta el resultado de interpolacién (65) y el hecho que Hh(U(a))EVh , entonces de
(70) y (74) se deducen (75) y (76) respectivamente. Por otra parte, se tiene

A(e) - A
iy (08) ~ amloB) = U BO T« Za o, ma,

es decir (77).

Observacién 4. Si U(a) € V y no necesariamente U(a) € H?(R) entonces cuando h — 0 se
tiene [Ci):

0 < A(a) — Ap(e) = 'U(a) - llh(U(a))lf, -0 (80)
Se define la funcion c
24 B2
Z(ah) =1 - G <1, Y ah > 0. (81)

Y ¢ tiene la equivalencia siguiente (0 < ¢ < 1):
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€« <Z(e)h) <1 & h<holqa), (s2)

M‘ﬁ)=“0——c:.'¥ﬁ 0<e<)a>b (83)

TEOREMA 11.Si h,B > 0 y ¢ € (0,1) (parimetro a eleccion), entonces se tienen, en funciéa
del parametro h, las siguientes estimaciones

amy(«.B) < § am(.B) + Vb < holaly 0
Bir
0 < amy (B) - am(@B) S TN, VE Shofea) (=

Demostracion. De (77) se deduce

Z(ah) qm, (a,B) < am(a,B) (86)
y por ende (84), debido a la equivalencia (82). De (77) y (84) se obticne (85).

COROLARIO 12. Se tiene

im _qm, (2.B) = 4m(eB) ,V¥aB >0 (87
b—0

LEMA 13. Si los casos continuo y discreto son casos particulares entonces

0<Ae) - Ayfe) =C- G < C Inl W, (&9
Ba |l
‘lmh(avB) < 'Tf‘:l-lj , (89)
2
amy (@B) ~ am(a.8) £ 2500 jaylt o zowe (o0)

Demostracion. Si los casos cootinuo y discreto son casos particulares entonces A{a) y Ay (a) estia
dadoe explicitamente par (14) y (63) respectivamente, y por ende surge (88) teniendo em cuenta [TaS}
Por otra parte, se tiene

G+ o)
s decir (89). Ademas, de (77) y (89) se obtiene (90).

Obeervacion 5. Si U(a) ’E H'() con 1 € z < 2, se podrian también obtener estimaciones

similares a las dadas en el Teorema 11.
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