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Se describe un ~tocio de Vol,,-nes Flnltos apl1cado a la
rescluci6n de proble_ de convecci6n-cUfus16n. Se presenta una breve
resefia h1st6rica de su desarro110. Se describen t&mbien algunas
contribuciones or~glnales a1 III:todo, realizadas par 1_ presentes
autores y otros colaboradores. Este trabaJo est.. orientado
principal_nte a _rvlr de introduccl~n al _todo para pDte DO

f_111arlzada con el alsao.

A Flnite VolUlle Metbod for the solution of convection-cl1rfus101l
prable_ is described. A short review or 1t. develo~nt is presented.
So-e original haprovewmt. to the _tllOcl.. perfo.--d by the p-esent
authors, are also described. ThlII lIOrIti. Intended to -.-- •• abulic
introduction to this aetbDdL



D _todo de Vol-a-•• nDltoll rue desan-ollado orl8lnal.nte por
RaUp y Patanlatr [1.2). baJo el ftOIIbJ'e de Ele.ntos Flnltos t.s8do8
en VoI~ de Cont.rol. Elloe 10 ap11caron en un prlnclplo a la
eC\aC16nde dU'us16n-adwccl6D.y lueao 10 extenelleroDpuoa resol_
las ecuaclonesde kVler-stokes. Junt.oa JIbaa y Prakash [3.4.5.6).

D- _todo. en au •••• 16Jlbldl-enslonal orlBhal. esta ~ en
una dlscretlzacl6n de" un doalnlo g de front.era r en ele.entoe
triangulares de tres DDdD8. Alrededorde cada DOdo...-rIco 1 (1-1.11)
Be den_ un _lWDende control Ol. co_ •• auestra ell Ia FIIUl' 1.
Cada Ol t.1enef"oru. po11aona1. dellaltado por linees que unen centros
de 1... COD centroIdes de ele-entos. De _ta aanera Be obUenen
_1~s de control que ~ todo el doalnlo " DO•• so1apan.

E1slste_ de ecuaclonesdlscreUzado resul ta de un balance entre
la f'ueDt.e Interior a cada _l~n Ol y el rIUjo que cruza la
superllcle rs del al-.o. llaaada superllc1e de control. Para calcular
_t. fiUjo es necesarl0 real1zar al".. suposlcl6n acerca de loe
valores que tcma la ftrlable de Inte"'s dentro de cada ele.nto.
De'-- contar entonces con algura funcl6n de for_ 0 lnterpolante que
DOS peralta estl..,. el valor de esta ftrlable en cualquler punto
Interior del elet1entoa parUr del conocla1entode 108valores en 108
nodos del al.-. )/& que estos valo,... nodales serb el resultado de
nuestro calculo. En este _todo •• allll_ f'unclones Interpolant••
que )/& poseen aIauna IDf'or-.el6n acerca de Ia ec\l&C16nque se esU.
lntentando resolwr. en l\qplr de asar aproxlaac:lonespollDOalalesco_
_ usual en D_ntoe FID!toe.

Descrll'tl,.... el _todo apllc:ado a la ecuacl6n pneral de
transporte de un eseaIar por conveecl6Jl y dlfusl6n en el caso
bldl__ lonal estaclcmarlo. slSUlendo•. Ballga " Patankar [2]. Este
proceso respondea una ecuacl6ndel t lpo
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Est.. ecuac16n describe la dlstrlbuci6n del escalar y. sujeto a
convecc16npol"un caapode velocldades n " que dlfunde de acuel"doa Ia
ley de Flck. sleDdo« y IJ 108respectivos coeflclentes de conveccl6Jl"
dlfusl6n. £1 t.,..lno S tlene en cuenta la producc16nde v y sera
llaaado fuente.

ConsldcreIIQS un doalnl0 sa de trontera r. y SUbdoalll108 ( lluados
volUllJenes de control) Ol de rron~ il. ~ Be ve en la Figura 1.



Reescrl~s IIbora 1a Ec. (1) en tona Integral para cada vohmen
de control DI
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ApHque_ en 1a Ec. (2) e1 teore_ de 1a dl_raeocla

J j·n dr + I f·n «IT+ I q-jj «IT • I s dO
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En la (3) Be ha _parado r, en des partes. Al 1"1uJoa trav6s de r,~
10 lla.'Il&re_ flu.)o exterior, y solo est. presente en 105 voliJaenes de
control que tienen cont8loCtocon 1a frontera del doainl0. Al fluJo a
trav6s de r,~ 10 ll~ fluJo inter1or. Los flujos exteriores
convectlvos y dlfuslvos ban sido sepu-ados deb1do a que reciben un
trat_iento IIU¥ di1"erenle en el _nto de colocar las CODdlciones de
borde.

El pri_r peso en la obteoci6n de ura aproxiaeci6n alaebraica del
proble_ es discretizar el doainio 0 en ele_ntos triangulares de 3
nodos y detin1r 105 vollmenes de control QI alrededor de cada nodo,
COlaO se auestra en la FiB_ 2. £1 doainl0 se considera de protundidad
unltaria. En dicha tiaura solo Be haD dibuJado dos vol6senes de
control, uno pertenec1ente a un nodo interior (Pl y el otro a \Ill nodo
exterior (V)

Notare_ con rf al interior del ele_nto • y COD r- a su
superfie1e (sus tres CU'S). Pol' eJeapl0. en 1& Fll.2: Oor es el
recinto so~eado dellaltadO POl' r.; r. •• 1& superticle oerrada
v-i- j-lt-l-_n-o-v; r.rl' es la superf'lcie o-v-l y r.AJ es la
i-J-It-)-a-n-o. En la ai--. ticura •• 1 conslderaJaOS pol' ejellplo el
elesento VWQ, tendre80s que: DwrQe es el reclnto del1altado pol'
V-i-J-It-V; r~ es 1a supertlcle I-J-k y r.nr- es la superticie V-i.

En ade1ante _ usar6. 1. conYelllC16nde __ de indices repetldos.
·salvo en 105 que respect. al lndloe e. Los indices i y J (l,J-l,Nl



bacen refereocla a la n~rw:16n global de 1011DOdosalentras que 1011
a " n (a,n-l,3) a Ia ~rw:16n local de 108a1511OS.en cada eleaento.

La ecuacl6n (3), que expresa el balance en el vol~n de control
I. puede ser dlvldlda en lu contrlbuc:lones de cada el_nto a ese
balance. quedando

L { I ?·ii dl' + I p-.jj dl' + I q.jj dl'}. L I S-cm (4)
• rll'Ge rlri". r.nr. • OlrO.

donde la SUIPI. est6- deflnlda sobre todos 1011elellentos de la grl11a.
pero solo tlenen contrlbuelones no nulaa 1011elementos que tlenen al
nodo 1 co.c uno de BUS nodos. En estos elellentos las Interseceiones
nrQ· " ClrQ· son no nulu. 51 ade.m.sel elellento e tlene contacto con
el exterIor r. entonces rlnr- tBJllpocoes nulL

Flg.2: DiscretizaeI6n
del do.lnio D

Para evaluar lu lntegrales de 1•. Ec.(4) es neeesario hacer
algunas supos1clones &Cere-.de la varlacl6n de &, fl. U. S " v 50bre
todoel do.lnlo Q. Los par6.aetros cr.,11" 5 se conslderan constantes
por elemento. Las _Iocldades ii •• lnterpolan l1nealaente en cad.
elntento a partIr de sus valores nodales. La func16n interpolante
utlllzada para la Inc6gnlt•. v es el itea aa.s relevante del .etodo "I
serA tratada en delalle en el sigutente apartado. Por abora
Indlcare.as solUlente que se usa dentro de cad. ele_nto (e) una
Interpolac16n del tlpo



cuest16n (•• 1.3); v: SODlos va10res Inc6gnlt& en 108 tres DOdosdel
elellento 'JI S· etI el valor constante de 1&fuente en el .IS8O. Las .: 'JI
,,·son tunclones Interpolantes c~ IIOporte •• el elellento e.

Los f1uJos J'. ? 'JI q. est6D detln1dos en cada elellento. E1
pr6X18Opeso en 1& dlscreUacl6n •• Introduclr en estos flujoB las
funcione. de forM. detlnldas en (5). obtenleDdo

Es convenlente lntroducir en este puDto el operadol"' de
conectlvldades At•• que peralte exp-esar en forM. siab6l1ca el proc:eso
de ensallblaJe ele_to & elellento

t.e { 1 .1 el DOdolocal a del e1e-.nto ••• el DOdoa10hal 1 (7)
1. • 0 en otro caIIO

Ut.llizando las 18U&ldades (6) 'JI el operador detlnldo en (7)
podeaos escrlblr la Ec. (4) para UDDOdoInterior C080

..: • J ( c· ~". -,. 'Jt/I.) • ii dr
rarQ·

El balance de la Ec. (8) _ vallcSo paJ"a todo yol.-n de control ~
supertlcle DO t.eDp. cont.acto coo la frontera exterior de a.

51 el Yol-.en de control tlene parte de su f'roDtera colnc:ldente
con r hay que COIWlderar todos ~os sUUoDdosdcol aleltbro lzqu1.erdo de
la Ec. (4). iDCl~ndo 108 tluJ- convecU_ 'JI d1tuBl_ bacia el
ext.-Ior de a.

Para el flujo conYeCtl_ r lie uUl1za 1& f\mci6D de f~
deflnlda ell (5). quedando entonces



,:. • J ( c· u-.: ) . isdr
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£1 1"lujo dU'uslw exterior debe ser un dato del proble_. a IleOOS
que se espeel1"lq\Ml una condlc16n de borde de tipo Dlr1chlet. El
t,6ra1DO dl1"us1yo sen entObCeS evaluado •. partir de 10s fluJos dato
POI" unldad de ~ •.• dildos pol" el usuarlo como valores constantes pol"
lado de el-nto exter1or. Se puede conocer entonces

01 • L J if·n dl"
• Tlnr·

o sea. el 1"lujo d1r-lvo a trav6s de 1&1"rootera del 'IOllmeD de control
1 que -.Ie del do.lnl0 Q.

El balaDCe de 1& (8) es caaplet.ado entoDCeS POI" 1& (10) ~ 1&
(12). quedando 1"1aalllente

( LAT. Aja ( ~:.. ) ) V
J
• 01 + L At. ( ve.-":-'-: ) S· (13)

• •
el C\al es val1do para cualqu1er _lumen de control (sl es Interior
105 f ~ Q son nulos). La condlc16n hollOglnle8o(QlooO) aperece en 180
£C. (13) COIlOuna. condlc16n _tural del ..etodo.

La £C. (13) es 1&ecuaci6n dlscretlzada para el voluaen de control
1 en su f~ final. Apl1candol8oa cada node de la red obtenellOS un
slste_ algebralco del Upo

donde A es una _trlz 1lO-s1_t.rlca. La _trlz A )" el vector 1>pueden
ser calcul~as elesento a eleaento a partir de 1•.• £C. (9), (11) y (2)
y 1ueSO e__ bl~os com Indican 1•.• £C. (8) y (to). Las lntegrales de
(9) y (11) pueden ser evaluadu en formn ana.l1t1ca 0 n~rlca (pol" eJ.
usando Sll1pSOn).

Concentrareaos nuestra atencl6n &bora en la funci6n lnterpolante
utllizada para la lnc6gnlta, tal coao ha sldo de1'lnlda en la £C. (5).
En este apart~o obvlarellOS el lncilce e. entendieadose que tode 10 que
se dice es valida dentro de cada elellento en particular. El objetiw
es llegar a una funcl6rl lnterpolante que contenga 80lguna lnfoMlaCi6n
aeerca de la ecuaci6n que •• est. lntentando resolver. en lugar de
usar aproxl1al1Clolle8ponno.lales COJK) as usual en Ele_nlas Fin! los.



Consldere_ el ele_ole P-Q-T _tredo en la Flg.3. La velocld11d
u- (de l16dulo u..•.). proM:dl0 de 1_ tres velocidades nodal••• def'1ne
una direcc16n prlvlleglada. Derill8llOs entonces un slste- 10C1L1 de
coordenadas X-V con su eJe X coincidente con la dlrecclbn de u-,
rotado con respecto al siste- original x-":/. Derinaa::>sta.bien AX=-0
la dlaens16n del ele_nto en direccl6n X. COIM>se _tra en la F'1g.3
• y el Peclet del ele_nto co-.o Pe • U••• « AX/ IJ.

SuponglUlOsahara que sl..plltlCUlOS el proble_. y consider.- c.
IJ y S constantes; ":/ii • 0. .•. (un ceapo de velocidades unlror.e) sobre
el elemento. En est_ condici_ la ecuaclbn (1) escrita en el
sistellB. rotado X-V tc.a la r~

Ball ••. Y Patankar P"Opcmenper& v una f'uncl6n interpolante del
tlpo

V(X) • eXP{~ X)

y donde A.B ":/C depeDden entre otru coaas de Ie. valores DOdales de
v. y se deteralDall pldleDdo v(x., Y.) • ••. La f'uIIcl.bn (16) es la
solue16n general de la Ec:.(15) bollOgIlneaen el caso unldlaenslonal. a
la que se Ie he. agrepdo un Interpolacl6n llneal en Y per& lntroduclr
un tercer par&l:letro a deteralnar. con 10 Clal pesa a ser una soluel6n
particular de la ~16n anterlOl". Est. f'uncl6n interpolante tlene _
cuenta 1& naturaleza dlrecclonal del trantlpOl"te de Y. ellalnando lOB
problelllaS de solueio!lH osellantes que H_ \08 eIIqUeJIas cent.radaa



Prakash [6] Introduce en 1. funcl6n (6) un t6nllno c1epeDdlente
de -1.. fuente

vex. Y) • A vex) + B Y + C + ~ ~ X

La ruDe16n(17) es una 801uc16nparticular de la £C. (1S) no-ho.,at~
Esta nueva f'unc16nadqUlere l.portanela en el easo de las eeuaclones
de Navler-Stokes. ~ que peralte obtener un I16todode 19ual orden. 10
que slgnlflea que no se neeesltan recles diferentes para el e6.lculo de
velocldades 'Y presiones. Esto no es posible con 1&func16npropuesta
por Ba.Up 'YPat.ankar.

Debldo •. que la soluc16n particular propuesta par Prakash co.o
f'unc:16nIDterpolante no es anie... hellOSexplorado [7.8.9.10] otras
poslbllidades. PropanellOsenlonces la sigulenle func16n

X AX ya
R(X. Y) • (Cl-Y)Pe IJ - 7 n)

donde el parUietro 7 puede ser &Justadopara eleglr una deterainada
fune16n lnterpolante. Par•. valores de 7 enlre O. y 1. la (18) es una
solucl6n particular de 1.. £C. (15). £1 caso ,...0 corresponde a la
funci6n propuesta par Praltash.

La funci6n (18) puede ser puesta en 1•. fo~ (5). eUainando las
constantes auxil1ares A. B y C. Pldlendo que en cada uno de 105 DOdos
del ele.nto sea v(x.. Y.) • V•• es decir

En 1•• ecuaciones L~teriores w•• V(X.) y Ra • R(X..V.). Los
eoeflelentes •.•• ba Y e. solo dependende 1. geo_trla y el Pe del
ele_nto. par 10 que son fac11aente evaluables. FinalDeJlte.
reellplazando las (20) en 1. funcl..>n(18) oblenemosla fOMla(5) que
estabuM:lsbusca.l~.::lo.y que repetillOs aqui por r.ollvos de ela.ridad



Estas f'unclones tleneo au soporte en el el_nto. 'Y cu.plen 1_
slgulente. relaclones:

Es hlportante IIOtaI"que. debldo a que en la deflnlc16n de 1_
funclones de fo~ (21) _10 ha¥ InforwtC16n local al ele_nto. 110 ••

respeta la contlnulct.d entre el_ntos. nl 11ft 1_ -.lares de la
funcl6n nl ~n s_ der IvadMt. £1 teore_ de la dl_raencla DO ••

extrlctamente apl1c:able en cada vol~n de control OJ debldo a que
v(x.)'). )' por 10 tanto el rlujo J. DO cu.ple con 1_ blp6te81s
requerldas de contlnu1ct.d 11ft 1_ .uperrlcles OJnr-.

ConsIdere.as par sl~llclct.d un vol_ de control Interior.
Supongamosque ahara 1. Frontera del vol_n de control Dl )'Il 110 solo
es el 1",que hab\ll8OS eonslderado anterloMM!nte. Esta nueva fronlera •
que llamare_ r" es 1. S~ de rJ II8S las superficies del tlpo Dtnr-
recorrldas en asbBs dlrecclooes en ele_ntos ~ntes (ver Fig.4), 0

sea:

r; • 1", + r OJlll"e

•

Para un volu.en de cootrol Interior 01. donde 1_ funclones SOD

eont lnuas solo dentro de cada ele_nlo. pero DO entre los .1_. 1.
aplleacl6n estrlcta del teo~ de 1. diver-pncla exlge reetlCrlblr la
(4) co.a

L { J r·ii ell" + J r·n ell" }. L I s:cm
e 1"tNt' Qanr- • gtrG

Ai derlvv .1 11ste. al••bralco a Jlll'tlr dt la (ll •.•••
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o sea que. sl bien 108 fluJos entre lados de ele_nto DO son
estrictlllllente iguales. se produce un balance entre todos estos fluJos
que no hablan sido considerados. Esto no es en general cierto. slendo
este desbalance uno de. 10s factores del error de discretlzacl6n del
.toclo.

Para demostrar la consisteneia del .todo. bablando sin delllaSiada
rigurosidad. seria necesario probar que el aleabro Izquierdo de la
(26) tlende a 0 ••• rapldamente que el rest.o de 10s t.~r_lnos de la
(25) cuando~. En este sent.ido lOB trabajos de C. Padra (12] pueden
~dar a la fundBJllentacl6n te6rlca del .etodo.

Se ha descrit.o un ~todo de VolUmenesFInllos (HVF)apl1cado a la
resolucl6n de problemas de conveeci6n-dlfusi6n. La descrlpcl6n ha sido
hecha COD el detalle su1"lclente COIlOpara ser-vlr de int.roducci6n a
gente DO f_lllarlzada con el _is-o, pero con conocllliento de otros
.et.odos numerlcos (Elementos Finitos. Dlferencias Flnitas. etc.).

Comose ha vlsto el HVFno requlere cancel_Ientos aatematlcos mas
caapleJos que el teoreu de la divergenela. EsU. basaclo en concept os
de balance. can mareado sent ldo fisico. Debe tenerse claro sin embargo
qu6 aproxlll8.Clones se reallzan en su desarrollo. Hacen falta todavia
en este Call1podemostraclones de consistencla generales, apl1cables a
dlstintas funclones de forma.

En los trabaJos real1zados basta el momento el MVFha produeido
lIuy buenos resul tados. no solo en problemas de convecci6n-dl fusion.
sino en la resoluci6n de las ecuacioDP.s de llavier-Stokes. Los
resultados nuaoerlcos pueden encontr&rse en les referencl_ (6] a (10).
Ba sido apl1cado tambi~n con lBOdeloscie fluJo turbulento (11].
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