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RESUMO

., O objetivo deste trabalho e apresentar um modelo para
analise de porticos de_concreto armado segundo a Teoria de
Timoshenko. A formulagao em deslocamentos _do metodo dos
elementos finitos e empregada para_a obtengao das equacoes
de equilibrio de um elemento quadratico. A contribuigao do
concreto tracionado entre fissuras e incluida na equagao
constitutiva da armadura longitudinal. Adota-se, tambenm,
uma relacac bilinear entre esforgo cortante e distorgao.
Resultados experimentais obtidos por outros autores sao
usados para testar o modelo.

ABSTRACT

The subject of this work is to present a model for
analysis of reinforced concrete frames according to
Timoshenko's Theory. The displacements formulation of the
finite element method is used to obtain the equilibrium
equations for a quadratic element. Tension stiffening
effect is considered by modifing the constitutive equation
for longitudinal reinforcement. A bilinear shear-distortion
relationship is used. Experimental results, attained by
other authors, are employed to test the model,
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INTRODUCAO

Na analise de estruturas aporticadas de concreto arma-
do, em geral, admite-se a hipotese das se¢oes planas e nor-
mais desprezando-se, com isto, as defomcoes por corte. Es-
ta formulacao fornmece bons resultados quando se trata de es-
truturas esbeltas.

Entretanto, em eclementos pouco esbeltos, a parcela de
defor-u;ao por corte pode se tornar significativa em rela-
cao a deformagao total. Isto e particularmente verdadeiro
em vigas de concreto armado apos o surgimento de fissuras
inclipadas. A consideragao dessas componentes de deformagao
atraves do metodo dos elementos finitos pode ser feita a
partir de uma formulagao para estado plano de tensces ou,
de maneira mais simples, com o emprego da Teoria de Timos-
henko {1} Nesta teoria, admite-se que as segoes transversais
permanecea planas mas nan. necessariamente, normais aoc eixo
do elemento.

Neste trabalho apresenta-se a teoria de flexao de Ti-
moshenko adaptada para a analise de porticos planos de con-
creto armado pelo metodo dos elementos_finitos. O elemento
empregado possui tres nos e interpolac;oes quadraticas desa-
copladas para os deslocamentos. Na analise considera-se a
nao-linearidade geo-etrica do problema. A contribuigao do
concreto entre fissuras e _uma relagao bilinear entre esfor-
¢o cortante e distorgao sao introduzidas na modelagem do
comportamento do material.

RELAGOES DEFORMAGOES-DESLOCAMENTOS

Ka fig. 1 apresenta-se ua segmento de barra apés a de-~
formacao, onde u_ e ¥ representam_os deslocamentos longitu-
dinal e_transve 1l do eixo e & e a rotagao produzida pe-
la flexao.

De acordo com a figura verifica-se que & nao e igual
a dw/ax, Ja que a segaoc nao pemanecera perpendicular ao
eixo da barra.

O campo de deslocamentos no interior do elemento ¢ da-
do por

u = uo(x) -z o (x); (1)

W= W(x). (2)

Das conhecidas relagoes deformagoes-deslocamentos para
o problema plano (2], vem

e, _ _du dﬂ)z (3)

1
='3x—’T(1x_
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Y du _ _dv_, (4)
xz' 3z 3:

onde sao as deformacoes longitudinal e transver-
sal, regpecti63mente. 0 ultimo termo da equacao (3)introduz
a nao-linearidade geonetrica do problema.

x¢
X
w
zZ.w §
o
Ue
dw
z Sw
dx
JZe
Fig. 1 ~— Dsformodo do borrs.
Introduzindo as expressoes (1) e (2) e colocando em
forma matricial, resulta
= Lu +¢" (s)
ch
onde €= = vetor de deformagoes;
Yxz
.
Yo

u = 9 v = vetor de deslocamentos;
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d d
= ° T

L = = operador diferencial
0 d -1 linear;

¢ a componente nao-linear das
deformagoes.

1 ( aw )2_
. 2 dx
0
MODELO DE ELEMENTOS FINITOS

0 elemento finito empregado possui 3 nos com 3 graus
de liberdade por no, como indicado na fig. 2.

L/2 t L72

| . -l
1) 2 |

2 A - ])_

Q3

.
S3

Fig.2 - Corecteristicas do elemente.

Os deslocamentos no interior do elemento sao obtidos
por

u = NU (6)

onde U e o vetor de deslocamentos nodais e a matriz N con-
tem as fungoes de interpolagao(3].
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Introduzindo (6) em (5), vem
c= BU + C. (7)
onde B = LN,

Admitindo a validade da lei de Hooke, as relacces ten-
sao—deformaqao poder ser escritas na forma

o=De (8)
Ox
onde o= € o vetor de tensoes e
Txz
E (o] . .
D = e a matriz de constantes elasticas.
0 aG

0 coeficiente « e introduzido para levar em conta_a
distrlbuigao real das tensoes tangenciais e, para sec;oes
retangulares, e tomado igual a 5/6.

Introduzindo (7) em (8) vem
o=DBU + De* (9)
Desprezando os termos nao-lineares em (7) e (9) e apli-

cando o principio dos trabalhos virtuais chega-se ao siste-
ma de equagoes de equilibrio

F= ( Jn"'nncv)u (10)
v

onde F € o vetor das acoes nodais ¢ o termo entre parente-
ses representa a matriz de rigidez linear do elemento.

A determinagao das agoes nodais equivalentes as cargas
distribuidas ao longo do eixo do_elemento, bem como a mon-
tafen do sistema global de equagoes ¢ feita da forma usual

3

AGOES NODAIS NAO-LINEARES

Seja A o vetor que representa as acoes nao-lineares
aplicadas aos nos do elemento. E-pregmdo ) principio dos
trabalhos virtuais vem
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P UTAn - j 6€To dv (11)
v

onde em € e ¢ estao incluidas as nao-linearidades do pro-
blema.

Desenvolvendo a expressao (11) chega-se a

L Anl
A - Ana Lax (12)
An3
]
r d ¢,
N ]
dx
d ¢ d ¢;
i 1 d ¢ s
Ay = 9 O +N ( T vj) °3§1
d Qi
L ‘"‘_—dx - Q 01 p

sendo as ¢; as fungoes de interpolagao, L o comprimento do
elemento, N o esforgo normal, M o momento fletor e Q o es-
forgo cortante em uma segao transversal.

A nao-linearidade fisica e introduzida na determinagao
dos esforgos seccionais como sera apresentado a_seguir. A
integragao do longo do comprimento do elemento e feita usan
do 3 _pontos de Gauss. Em cada ponto e realizada uma inte-
graqao numerica para a avaliagao_do esforgo normal e do mo-
mento fletor, dividindo-se a secac transversal em 20 faixas
perpendiculares ao eixo z.

Uma vez definido o vetor de agoes nao-lineares do ele-
mento o mesmo e armazenado em um vetor global da forma pa-
drao. A solugao do sistema nao—linear de equagoes e obtida
iterativamente empregando-se o metodo de Newton-Raphson, on-
de a matriz de rigidez e redefinida quando o numero de ite-
ragoes atingir um limite pre—estabelecido. A determinagao
da matriz tangente e feita com o mesmo esquema de integra-
cao usado na avaliagao das agoes nao—11neares. O esquema de
solucao e a definigao da matriz tangente sao apresentados
em detalhe em [4].

MODELO PARA CONCRETO ARMADO

Flexao:
, Como Ja foi salientado a determinagao do esforgo nor-
mal e do momento fletor em um ponto de integragao e feita

discretizando-se a segao transversal em faixas perpendicula-
res ao eixo z. A deformagao longitudinal pode, entao,
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ser avaliada no centro de cada faixa, bem como nas casadas
de armadura.

A secio transversal de concreto armedo considerada ¢ a
retangular indicada na fig. 3.

gr74 I W2

Fig.3 - Ssche tremsversel.

Conhecidas as deformagoes, obtem-se as tensces a partir
das equagoes constitutivas dos materiais e pode-pe reali-
zar a integracao numerica mencionada.

Para o concreto em cmressao adota-se o diagrama ten-
sao-defomaqao apresentado pelo CEB [5] fig. 4a, cuja equa-
cao e dada por

2
Ky - % {13)
°c“c[1+(k-2)q]

2,2 Ec . 1000 €,

onde k = —1566 ¥, ° = =37

e E_ ¢ o modulo de defonncao longitudinal que, na falta de
detSminacao experimental, e dado por

E_ - 10450tc1/3 , NPa. (14)

_Para o ago em compressao adota-se o comportamento elas-—
toplastico perfeito indicado na fig, 4b, onde f ¢ a tensao
de escoamento e E_ = 200 GPa ¢ o modulo de Y1lasticidade
longitudinal.

Em uma faixa tracionada dc concreto a tensao ¢ comside-

rada nuly, pois a colaboracm do concreto entre figsurss se-
ra incluida na equagao comstitutiva do ago eam tm como
apresentado a seguir.
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Fig. 4 - Diegromas uma_o- deformacdo pora compressle.

Seja o elemento de concreto armado da fig. S submetido
a uma forga de tracao P constante, onde as fissuras estao
espacadas de uma distancia 2a.

5
_l__x‘

Fig.S — Elemente fissurado.

Em uma segio genérica, a uma distancia x da fissura,
tem-se que

Rc + Rs = P (15)

onde R_ e R_ sao as forgas de tragao no concreto e na barra
de ago, resgectivamente.

Diferenciando (15) em relagao a x, vem

dRc dRs
& * Tax - (18)

Se <t ¢ o valor médio da tensao de aderencia entre
os dois ma?@riais tem-se que

arg

dax - "M Tom (17)
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onde u e o perimetro da secgao da barra de ago.

Integrando (17) e lembrando que em x = O a forga Rs e
igual a P, vem

R =P~y <

s (18)

b

Introduzinde (17) em (16) e fazendo R, = O em x = O,
resulta ’

c = B TppX- (19)

Assumindo que o comprimento a seja o necessario para

introduzir a forga de fissuragao, Pr' chega-se a

Pr . (20)
H Tom

Se A ¢ a area da segao transversal da barra de ago e
é a Yensao na fissura, a tensao no ago em uma Segao ge-
ne§1ca pode ser obtida a partir de (18) como

_ _HTon* (21)
S

Considerando ¢ comportamento elastico linear, a defor-
magao da armadura e dada por

9so0 B Tpm*
€ = F_ T TEaA_ (22)
S S S

e a deformagéo media no comprimento a sera

P
%so r
€ = - . (23)
sm Es EESAS 7

A detormagao da armadura no momento da fissuragao,
ocorre na segao central. Substituindo x por a na equaggs
(22) e introduzindo (20) pode-se obter a tensao no ago para
a carga de fissuracao como

P
r
o = E € + . (24)
sr S ( -1 ESAS)

Quando a armadura entra em escoamento, = fy, a de-

9s0
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formagao media sera

r
=—g¥-—ﬁ——- (25)
4 s s*s

Os_valores obtidos dao origem ao diagrama tensao-defor-
magao media do aco indicado na fig. 6.

sy
fyb-=-- == a - — - -
)
]
]
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t
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1 ! t
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i |
H ]
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'y 1 o

€sr €s4 Cosy €sm

Fig. 6 — Modelo com oderincio constonte.

Da equacao {23) e facil ver que

dsr P
e T' '21__ (26)

Uma vez que a distribuigao realdas tensoes de aderencia
e variavel ao longo do elemento e que o espagamento das fis-
suras depende da tensao aplicada, nao sendo constante como
foi admitido, adota-se como modelo final o diagrama_ repre-
sentado na fig. 7, que representa o comportamento medio en-
tre as retas 1 e 2 da fig. 6.

A tensao og; indicada no modelo e

f - o € - €
91 = 9% * ( - ] (c:;)-( ::r) SP) )

(27)

Para a deformagao de fissuragao €, adota-se o valor

0,1%e .

A forga de fissuragao P, ¢ tomada como
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P_= O,25bhfct, na flexao simples; (28)

P_ = 0,50A f ., na flexo-compressao, (29)
onde A, ¢ a area tracionada da segio de concreto, variavel
ao lonéo do carregamento. Para flexo-tragao e tragao sim-
ples _a forga P devera ser determinada em fungao da distri-
buigao de defo coes na secao transversal.

G‘ [ )
fy b o e e e o
]
:
modele :
:
[}
v i
st p---<
L]
Vor : I borrs isolode :
1 H .
i
1/ H
1 : :
€sr €4 €qy €am

Fig. 7 — Diogroma tensdo - deformaclo pora oermaduro
tracionodo.

A resisténcia a tragao do concreto, f ¢ dada por

ct’

f = E € . (30)

Cisalhamento:

A relacido entre o esforgo cortante Q e a distorgao Y
em um ponto de integragao e assumida ser bilinear, como in-
dicado na fig. 8.

A rigidez inicial e dada por

S
k, = —y3— E,bh . (31)

Apés a fissuraqio inclinada considera-se a rigidez ob-
tida do modelo de treliga de Mdrsch com bielas de compres-
sao inclinadas a 45! em relagao ao eixo do elemento. Para
elementos armados com estribos perpendiculares ao seu eixo
vem [6]
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Pw Eg

ks LT + 2n pw

)bd, (32)

onde pw =_A__/(bs) é_a taxa de armadura transversal, sendo

A e s a a da secao dos estribos e o seu espagamento,
spectivamente.
Q4
Ks
Qrq--
1
]
)
i
]
1)
|
to'Ke R
o Y Y

Fig. 8 — RelocGo esforgo cortante ~ distorgdo.

Na equagao (32) n ¢ a relagao entre os modulos de elas-
ticidade longitudinal do ago e do concreto.

0 esforgo cortante limite, Qr' e dado por
Mr
Q. = —— (33)

onde M é o momento de fissuragac da segio transversal e Z
e a digtancia da resultante de compressao no concreto a ar-
madura longitudinal.

Do modelo para flexao tem-se que

Hr = As osrz (34)

onde o__ e dada na equagao (24).

_Considerando a equacao (28) e fazendo as operagoes ne-
cessarias chega-~se a

h
\ Q. =(np + 0,25-3~ ) bdf (35)
onde p =—s%— é a taxa de armadura longitudinal de tragao.
EXEMPLOS
Com o fim de testar todos os aspectos levantados, sao
apresentadas as_respostas obtidas para uma viga e um porti-

co, em comparagao com os resultados experimentais.

Na fig. 9@ apresentam-se as turvas carga-deslocamento
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para a viga Al ensaiada por Bresler e Scordelisfﬂ. Esta e
uma viga curta com relagao vao/altura aproximadamente igual
a 6,5, cuja ruina ocorreu por cisalhamento. Observa-se da
figura a boa, concordancia do modelo _com os resultados expe-
rimentais ate as proximidades da ruina.

500
- -
1.--
-
- ” -
400 ]
P
300 -
Z —i
o |
200 T
- -~ sxperimentel
— modelo
-—-—gem corte
100
(o]
o 4 ] 12 1 3

W{mm)
Fig.9~ Vige Adlret. 7).

Na figura tambem & apresentada a resposta encontrada
com o emprego do elemento cubico da teoria classica de fle-
xao[8] . Verifica-se assim que, na ruina, o deslocamento e
aproximadamente_?S% maior que o previsto ao ser desconside-
rada a deformagao por corte.

Na fig. 10 encontram-se as respostas teorica e expe-
rimental de um portico ensaiado por Furlong e Ferguson [9].
Observa-se, mais uma vez, a boa concordancia dos resultados.

CONCLUSOES

O modelo degenvolvido foi testado em uma serie . de vi-
gas, pilares e porticos de concreto armado cujos dados sao
disponiveis em [7, 9, 10, 11]. Dos resultados obtidos con-
clui-se que:

- o modelo constitutivo para o ago, incluindo a cola-
bgracio do concreto entre fissuras, e prefejtamente compa-
tivel com a realidade fisica. Assim, e possivel _acompanhar
a resposta de estruturas com taxas de armadura tao baixas
como 0,7%, onde o efeito ¢ importante, ate taxas maiores que

2,5%, para as quais a contribuicao do concreto entre fis-
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suras e secundaria. Alem disto, a 1nc1usao desse efeito di-
retamente na equacao constitutiva do ago é mais realista do
que a consideracao de um diagrama tensao-deformagao para o
concreto tracionado. Isto e especialmente verdadeiro em vi-
gas altas, onde a linha neutra esta muito afastada da arma-
dura.

300
230
200
2z
-8
o
< 150
+
-l
100
s0 - gxperimental
—— modsio
o t !
o 2 4 [ s 10
WwW{mm)

Fig. 10 — Partico F2{ref. 9).

- O modelo para o corte _procura representar o comporta-
mento experimental. A prevxsao da carga de fissuraqac in-
clinada atraves da equacao (35) mostrou-se satisfatoria em
todos os exemplos testados. Entretanto, uma relagao nao—ll—
near entre esforgo cortante e distorcao. apos a fissuraqao
inclinada, devera acompanhar melhor a resposta experimental.

~ Com o modelo desenvolvido pode-se analisar estruturas
de concreto armado, do tipo portico plano, incluindo de ma-
neira realistica as nao-linearidades fisica e geometrica.
Problemas localizados em nos de porticos, entretanto, nao
foram considerados.
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