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o objetivo deste trabalho e apreaentar UID modelo para
analise de porticos de concreto armado segundo ~ Teoria de
Timoshenko. A .rormula~ao _ deslocamentos do metodo dos
elemento~ finitos e e~regada para,_ obten~ao das eq~~Oes
de equilibrio de UID elemento qUadra~ico. A gontribui~ao ~o
concreto tracionado entre fissuras e incluida na equac;ao
constitutiva da armadura longitudinal. Adota-se, tambe.,
uma rela~ao bilinear entre esf'orc;o cortante e distorc;ao.
Resultados experimentais obtidos par outros autores aio
usados para testar 0 modelo.

The subject or this work is to present a aodel ror
analysis or reinrorced concrete fr.-es according to
Timoshenko's Theory. The displacements f'oraulation of the
finite element method is used to obtain the eqUilibrium
equations for a quadratic element. Tension stiffening
ef'.t'ectis considered by modi.t'ingthe constitutive equation
for longitudinal reinforcement. A bilinear shear-distortion
relationship is used. Experimental results, attained by
other authore, are employed to teet the -odell



•• an&118ede estruturas aportlcadas de concreto arma-
do._ sera!. ~ te-se a hlpOte8e da4 se~~ planas e nor-
8I&1sdeaprezando-se. cae isto. as det'onaac;oes por corte. Es-
ta t'or-ulac;ao t'ornece bans re.w.tados ~do 8e trata de es-
trutur •• esbeltas.

Entret.'tto. e- ele.entoa pouco esbeltos, a parcela de
det'or-ac;io por corte pode •• tomar slplt'lcativa e. rel_
c;ao a det'o.-.ac;ao total. Isto ! partlcularmente verdadeiro
ea via- de concreto ~ apos 0 surgilMlnto de fissur!8
incl1l}a4as •.• conside~ao dessas cc.ponentea de det'OnDac;ao
atraves do lletodo doe elellentos flnitos pode ser feita a
partir de mas t'OrtllUlac;aopara estado pleno de tensOes au.
de _Ira .-1s BilllpleB. cae 0 elBpreso da Teorla de Tl-.os-
henko [1). Resta tearia, adIa1te-se que as Bee;Oestransversais
pennanec_ planas ••• _, neceBBariaJBente, normais ao eixo
do elemento.

Neste trabalho apre8en~-se a tegria de flexao de Ti-
moshenko adaptada ~ a analise de porticos pIanos de con-
creto ~ pelo .etodo doe elementos fini tOB. 0 elelMlnto
empreSado possui tres nOs e Interpola~oes quadraticas desa-
copladaB para os deslocamentos. Ha analise considera-se a
nao-l1nearldade sea-etrica do problema. A contribuic;ao do
concreto entre t'issuras e uaa relac;ao bilinear entre est'or-
CWocortante e disto~ao sao introduzidas na 8Ode1asea do
comportaaento do lIaterial •

•a t'IS. 1 apre_n~8e \III sea-nto de barra apOs a de-
fOrmac;ao. onde u e V represent_ os desloclllDentos long1tu-
dinal e transverial do eixo e • e a rotac;io prodtlzida pe-
la t'lew.

De lICordo co- a figura verif1c_1M! que • na~ e igual
a c!/fl/dx, ja que a sec;ao nao peraanecera perpendicular ao
eixo da barra.

o campo de deslocamentos no interior do elemento e da-
do por

Das conhecidas relac;Oes cseforwac;o.s-deslocamentos para
o probleaa plano (2]•ve.
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onde e e y sao as def'o~Oes long1tud1nal e transver-
saIL relpect1~imente. 9 ult1mo termo da equ~ao (3)1ntroduz
a nao-linear1dade geometrica do problema.

Introduzindo as expressoes (1) e (2) e colocando em
forma matricial, resulta

{
£x } = vetor de deforma~oes;

Yxz

1[:0 ~ . vetor de de,'oe"'otoo;



- operador dlrerenclal
linear;

e a componente nao-l1near das
derorma~Oes.

o elemento rin1to empregado possul 3 nos com 3
de llberdade por nO. como ind1cado na rig. 2.
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onde U e 0 vetor de deslocamentos nodais e a matr1% N con-te. as run~Oes de interpola~ao(3].



AdmiUndo a va11dade da leI de Hooke, as rel-';Oea ten-
sao-deforma~ao podea ser escrltaa na fonaa

G. {ax} e 0 vetor de tensOes e
"Cxz

D [E 0] e a _triz de constantes el&.ticas.
= 0 aG

o coeflclente a e introduzldo para levar ea cornta a
dlstribul~ao real das tensees tangenclais e. para ~oes
retangulares, e tomado igual a 5/6.

lntroduzindo (7) em (8) vea

Desprezando os termos nao-llneares em (7) e (9) e 11I)11-
cando 0 princip~o dos trabalhos virtuais chega-ae ao siste-
ma de equa~oes de equilibrio

F •• ( tBTDBdv)U

onde F e 0 vetor das aooes nodais e 0 te~ entre ~te-
ses representa a aatriz de rigidez linear do ele.ento.

A d~terminaoao das ac;oes nodals equivalentea •• cara_
distribuldas· ao loogo do eixo do eleJDerlto. be-. cc.o. .en-
t~m do siateaa global de equac;Oese feita da t'onaa usual
[3J.

ACOES MODAlS NAO-LINEARES

Seja A 0 vetor que represent& U leael nio-l1Marel
aplicadas aHs nos do elemento. Ellpregando 0 principi. doa
trabalhos virtual. vetI



6 UTAn •• f. 6CTG dv (11 )
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onde ell C e (I estao 1ncluldas as nao-11near1dades do pro-
blema.

Desenvolvendo a expressao (11) chega-se a

d •.
~ dx
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sendo as .i as func;aes de 1nterpolac;ao, L 0 comprimento do
elemento. N 0 esforc;o normal, M 0 lIlomentot'letor e Q 0 es-
forc;o cortante em uma sec;ao transversal.

A nao-llnearidade fislca e Introduzlda na determlnac;ao
dos esforc;os secclonais como sera apresentado a segulr. A
Integrac;ao do longo do comprlmento do elemento e felta usan-
do 3_ponto~ de Gauss. Em cada eonto e realizada uma ihte-
grac;.aonUlllerlcapara a avaliac;ao do esforc;o normal e do mo-
mentofletor, divldlndo-se a sec;ao transversal em 20 falxas
perpendlculares ao elxo z.

Urna vez d~finldo 0 vetor de ac;oes nao-lineares do ele-
mento 0 mesmo e armazenado em um vetor global da forma pa-
drao. A soluC;ao do slstema nao-linear de equac;oes e obtida
iterativamente empregando-se 0 metodo de Newton-Raphson, on-
de a matr1z de rigidez e redeflnlda quando 0 nUmero de Ite-
~ac;Oes atlngir um limite pre-estabelecldo. A determinac;ao
da matrlz tangente e feita com 0 mesmo esquema de integra-
c;ao u~ado na avalla~ao das ac;Oes nao-llneares. 0 esquema de
801UC;ao e a definic;ao da lIlatriztangente sao &presentadose. detalhe ell [4].

MODELO PARA CONCRETO ARMADO

Como ja rOl aallentado a determ1na~io do eafo~o nor-
_1 e do IIOI8entot'letor elllUIB ponto de Integrac;ao e feita
d1scretizando-se a sec;ao transversal em falxas perpendicula-
res ao eixo z. A deformac;ao longi tudinal pode, entao.



eer ava11ada no centro de cada f'aixa. be. ea-o... eta·
de armadura.

A se~io tr....-ereal de COIICreto~ conalderada e a
zoe~lar 1ndlc..s.. na fi&. 3•.
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Conheclda8 as det'o~., obte--ee •• tenaies a partir
das eq~Oe. cONltltut1vaa doa _ter1ai& e pode-se zoeali-
zar a 1ntegraQ80 __ rica .enc1onada.

Para 0 conczoeto eaaCOllPzoessaoadota-se 0 d1aar_ ten-
S!o-defonDal;ao apreeentado "pelo eEB [5]. 1'1&. "a. euja equa-
I;ao e dada por

[ k"-1l2
(lIc '"' fc 1 + (It - 2 >.,

1000 c.,. --c •
2,2

e E e 0 mOdulo de det'orwa;ao lema1tudinal que, na t'al u de
detirm1nal;ao exper1.ental. e dadopor

Para 0 ~ _ COllPzoeaa80adota-se 0 CClllPOn-nto el __
toplaatico pert'elto 1nd1cado na 1'1&. 4b. onde f e a tenaao
de esco_nto e E - 200 GPa e 0 .Ddulo de Ilastlcldade
long1tud1nal. &

E. ~ fain tnac10neda de conczoeto a toneio e COIISide-
rfda nul,. poi. a co!eor~io do eaacl'eto etltzoe t'1~ se-
ra 1nelu1da na equlal;1lOee-atitut:1va do -eo _ t~. ea-o
apzoe&efttadoa se8ldr.



u
(0)

c,
(b)

Seja 0 elemento ~e concreto armado da ~ig. 5 submetido
a uma for~a de tra~ao P constante, onde as ~issuras estao
espacadas de urna distancia 2a.

Em urna se~ao generica. a urna distanc1a x da fissura,
tem-se que

0d·endea•..RoC,e R sao as for~as de tra~ao no concreto e na barra
y resaectivamente.

Diferenciando (15) em rela~ao a x, vem

Se 1: e 0 valor medio da tensao de aderencia
os gois ma~WriaiS tem-se que



onde JJ e 0 perimetro da sel;;aoda barra de al;;o.
Integrando (17) e lembrando que em x - 0 a fOrl;;a R. e

19ual a p. vem

Introduz1ndo (17) em (16) e fazendo Rc = 0 em x. O.
resulta

Assumindo que 0 comprimento a seja 0 necessario para
introduzir a forl;;ade fissural;;ao.Pro chega-se a

Se A e a area da se~ao transversal da barra de !~o e
a e a ~ensao na fissura, a tensao no a~o em uma sel;;aoge-

ne¥~ca pode ser obtida a partir de (18) como

Considerando 9 comportamento e1astico linear, a defor-
ma~ao da armadura e dada por

°50~-

"so P r£sm = -r--s- ~ •
s s

A deforma~ao da armadura no momenta da fissura~ao, £ •
ocorre na se~ao central. Substituindo x por a na equa~aS
(22) e introduzindo_(20) pode-se obter a tensao no a~o para
a carga de fissura~ao como

P
aliI' = Eli (£lir + Es~s)'

Quando a armadura entra em escoamento,



Os valores obtidos dio origem ao diaarema tenaao-deror-
macao media do a~o indicado na rig. 6.

Ci.

(J sr P r
£sl = -r-- - ~ .

s s s

U~a vez que a distribui~ao realdas tensoes de aderencia
e variavel ao longo do elemento e que 0 espa~amento das fis-
suras depende da tensao aplieada, nao sendo constante como
foi admitido, adota-se como modelo final 0 diagrama repre-
sentado na fig. 7, que representa 0 comportamento mediO en-
tre as retas 1 e 2 da fig. 6.

A tensao °sl indicada no mode 10 e

(f - °sr) (£Sl - Car)
(J sl 0 +

y (27 )sr 2 (£Sy - csr)

Para a deforma~ao de fissura~ao Csr adota-se 0 valor
0,1"- •



Pr ~ O.25bhtCt• na tlexao s1mples;

P r • O.50Attct• na tlexo-cOlllPressao. (29)

onde A Ii a area trac10nada da se~ao de concreto. var1avel
ao lonio do car~game?to. Para tlexo-tra~80 e ~rac;ao 81__
pIes a torc;a P devera ser determinada em ~ao da distr1-
bu1c;ao de detohoa~Oes na sec;ao transversal.

Fit. 7 - Diooromo t.nsio-d.formoclio poro _oduro
trocioRodo.

A relac;ao entre 0 esforc;o cortante Q e a distorc;a.o y
em um ponto de integrac;ao e assumida ser bilinear. como 1n-
dicado na fig. 8.

Apos a fissurac;ao incl1nada considera-se a r1gidez ob-
t!da do modelo de trelic;a de ~~rsch com bielas de compres-
sao inclinadas a 451 em relaoao ao eixo do elemento. Para
elementos armados com estribos perpendiculares ao seu eixo
vem [6]
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kS" 1 + 4n pw bd,

onde pw = A I(bs) e a taxa de armadura transversal, sendo
A e s a arBX da sel;ao dos estribos e 0 seu esp~amento,
~pec tivamente.

Na equa9ao (32) n e a rela9ao entre os modulos de elas-
ticidade longitudinal do a90 e do concreto.

o esfor90 cortante limite, Or' e dado por
MrOr..Z-

9nde M ~ 0 momento de fissural;ao da se~ao transversal.e Z
e a di~tancia da resultante de compressao no concreto a ar-
madura longitudinal.

Do modelo para flexao tem-se que

onde 0sr e dada na equa9ao (24).
Considerando a equa9ao (28) e fazendo as opera90es ne-

cessarias chega-se a

As
p='Dd

EXEMPLOS

°r = ( n p + 0,25-} ) bdf ct

Com 0 rim de testar todos os aspectos levantados, sac
apresentadas as respostas obtidas para uma viga e um pOrti-
co, em compara9ao com os resultados experimentais.



para a viga A1 ensaiada eor Bresler e Scordel1s [7]. Esta e
urna viga curta COlD relac;ao vao/al tura aproximadamente 19ual
a 6,5, cuja ruina oc~rreu por clsalhamento. Observa-se da
figura a boa.concordancla do modelo.cOlD os resultados expe-
rlmentais ate as proximidadea da ruina.
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Na figura tambem e apresentada a resposta encontrada
com 0 emprego do elemento cUbicO da teoria classica de fle-
xao [8]. Verifica-se assim que. na ruina, 0 deslocamento e
aproximadamente 75~ maior que 0 previsto ao ser desconside-
rada a deforma9ao por corte.

Na fig. 10 encontram-se as respostas teorica e expe-
rimental de um portico ensaiado por Fur}ong e Ferguson [9].
Observa-se, mais urna vez, a boa concordancia dos resultados.

o modelo desenvolvido toi testado em urna serie de vi-
gas, pi lares e porticos de concreto armado cujos dados sao
disponiveis em [7, 9. la, 11]. Dos resultados obtidos con-
clui-se que:

- 0 modelo constitutivo para 0 ac;o, incluindo a cola-
bora9ao do concreto entre fissuras. e prefeitamente compa-
tivel com a realidade risica. Assi., e possivel acompanhar
a resposta de estruturas eom taxas de armadura tio baixas
como 0.7%, onde 0 efelto e lmportante, ate taxas •• lores que
2,5%. para as quais a contribuiC;ao do concreto entre tia-



auras e secundaria. Alem disto, a inelusao desse eteito di-
retamente na equ~ao constitutiva do a~o e ma1s ~alista do
que a con.ldera~ao de um d!agrama tensao-deforma~ao para 0
concreto tracionado. Jato e especialmente verdadeiro em vi-
gas alt •• , onde a linha neutra esta muito &fastada da arma-
dura.
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- 0 modele para 0 corte procura represcntar 0 comporta-
mento experimental. A previsao da carga de fissura~ao 1n-
clinada atraves da equa~ao (35) mostrou-se satisfatoria em
todos os exemplos testados. Entretanto, uma rela~ao n8o-li-
near entre esfor~o cortante e distor~ao, apOs a fissura~ao
inclinada, devera acompanhar melhor a resposta experimental.

- Com 0 modele desenvolvido pode-se ana1isar estruturas
de concreto armado, do tipo portico plano, incluindo de ma-
neira rea1istica as nao-linearidades risica e geometrica.
Problemas lcealizados em nos de porticos, entre tanto, nao
foram considerados.
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