- 181~

APLICACIONES DEL METODO VARIACIONAL INCREMENTAL (I R B)
A LA SOLUCION DE PROBLEMAS DE INESTABILIDAD DINAMICA

Alejandro T. Brewer
Fernando G. Flores
Luls A. Godoy

Departamento de Estructurass

Facultad de Clencims Exactas Fisicas y Nat.
Universidad Nacional de Cordoba

Casilla de Correo 918

S000 Coérdobe - Argentina

Se presenta la aplicacién del método IHB a la solucién de problemes
de inestabilidad dinimica bajo carga escalén. Se muestra la obtencién de
las ecuaciones y los esquemas de avance con prescripcién en la carga y
desplazamiento. Los resultados obtenidos se constrastaron con la
solucién analitica del modelo estudiado wostrando wmuy buena
correspondencia. Por ser un wmétodo que parte de una formulacién
variacionmal, puede utilizarse en conjuncidn con el MEF.

ABSTRACT

An application of the IHB wmethod to the solution of dynamic
instability under step loading is presented. First, the paper describes
the basic equations and the scheme used to follow a path under
prescribed load and displacement. The results are compared with an
snalytical solution for the same model, and good agreement 1s obtained.
The technique 1s specially sppropriate to be used 1n conjunction with
the FEM because 1t is obtained from a variational formsulation.
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INTRODUCCION

Uo de 1los problemas que ocupa la atencién de los
investigadores es la bGsqueda de métodos numéricos para la solucién de
ecuaciones diferenciales no lineales asociadas a sistemas dindmicos.
Entre los métodos de integracién directa se encuentran los esquemas de
integracién nomerica implicitos, explicitos y semi-implicitos. los
métodos implicitos son més costosos con 1a ventaja de ser
incondicionalmente estables y no tener restriccién en la eleccién del
paso de avance; en los explicitos la secuencia de avance es més simple
pero el peaso esta restringido a fin de gurantizar la estabilidad del
método y en los esquemss semi-implicitos se busca mantener las ventajas
de los anteriores: establlidad incondicional y simplicidad en el avance
[1).12]). Otra posibilidad es utilizar métodos de perturbacién los cuales
proveen soluciones analiticas, que muestran la Influencia de los
distintos partmetros en la solucién, pero que, en general, son
aplicables a problemas suavemente no lineales, (3]. Cuando el sistema no
lineal presenta soluciones periédicas, se puede utilizar un método
incremental (Incremental Harmonic Balance, IHB) que fuers propuesto por
Lau y Cheung (4] o su equivalente el HBNR (Hermonic Balance Newton
Raphson), [5), cuys principal ventaja es que puede aplicarse a sistesas
fuertemente no lineales. lLas aplicaciones que presenta la literatura se
refieren a oscilaciones libtres [4] y a sistemss con excitacién
periédica, [6-9]. Posteriormente, el método se extendié para considerar
oscilaciones no periédicas de sistemas no lineales [10,11]. Sin embargo,
no se han reportado al presente aplicaciones del método para anallzar
problemas de inestabilidad dinfmica peara cargs escalén. Cuando el
sistemn puede ser modelado como de un grado de libertad la solucioén se
puede encontrar en forma analitica por separacién de variables y obtener
expresiones explicitas para la carga dintmica de pandeo [12].
Raftoyiannis y Kounadis [13] estudiaron distintos modelos de un grado de
libertad y propusieron un método estatico para establecer la carga
dindmica critica; y deJjaron en claro que dicho método no podia
extenderse s sistemas de mdltiples grados de libertad. Klejber et al
[{14] propusieron un criteric para sistemas de multiples grados de
libertad que consiste en integrar la ecuacién de movimiento y evaluar en
cada peso el valor de la menor frecuencia del problema de valores
propios asociado. Si existe un tiempo critico para el cual el menor
autovalor se anula, entonces para valores del tlempo mayores al critlco
la solucién presentart una quasi-bifurcacién dinfmica, consistente en
una desviacioén significativa de la respuesta para pequefiss pertursciones
iniclales. A su vez Aull y Rammerstorfer [15] en una evaluacion de los
distintos criterios y algoritmos disponibles en el estudio de
inestabilidad dinémica analizan la propuesta de Kleiber et al ¥y
concluyen que es demasiado conservativa.

Entonces, el propoésito del presente trabajo es evaluar el
comportamiento del método 1HB pmra la prediccién de cargas dindmicas de
pandec cuando la carga es escalén. A fin de contrastar los resultados se
ha utilizado un modelo no lineml de un grado de libertad que posee dos
caracteristicas importantes: una es que es posible obtener uma solucién
analitica y la segunda es que permite modelar el cosportamiento de
sistemas que estaticamente estan asmociados a bifurcaciones simétricas
(estables o inestables), asimétricas y puntos limites. La presentacién
de resultados se hace mediante diagramas carga-amplitud que muestren la
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Influencia de las distintas aproximaciones en el valor de la carga
obtenida respecto del valor analitico y medlante diagramas de fase
presentados para evaluar el comportamiento de la respuesta en el tlempo
obtenida por el método IHB respecto de una integracién numérica directa.

MODELO - COMPORTAMIENTOS BASICOS

El modelo utilizado en este trabajo fue propuesto inicialmente por
Von Karman et al (18] en su estudio sobre la respuesta a cargss
dinémicas de cillindros. Posterlormente, Budiansky y Hutchinson [12] lo
modificaron pera obtener estimaciones para cargas dinfmicas de pandeo en
céscaras cilindricas. Estos autores estudisron el comportamiento para
carga axial solamente . En la Fig. 1 se muestra el modelo, con el
agregado de una carga transversal, A; introducide con el fin de modelar
el problema de interaccién entre la carga axial estatica y transversal
dinsmica [17]. El modelo consta de dos barras rigidas iguales
articuladag, restringidas por un resorte no lineal cuya fuerza depende
no linealmente del desplazamiento:

F-kL[-"L—ok. [{_]'.g,[_’e.]’] ()

La masa de]l sistems, =, se ha concentrado en la articulacién central y
representa la inercia del modelo en la direccléon de la carga
transversal.

Fig. 1 - Modelo

La ecuacién dintmica de equilibrio del modelo puede escribirse en
forma adimensional:

& A 2 A T Y
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k es ¢} coeficilente de rigidez del término linesl;

a=k/kL y b= k/ki son lss relaciones entre los coeficientes de
rl.ldtfnh los términos cuadratico y cubico respecto del lineal.

@, = (k/m) es la frecuencia patursl del sistema lineal mo
amortiguado asociado s 1a ec. (2).

€ = x/L es el desplazamiento adimenslomalizado medido s partir de
1a imperfeccion del sistema.

T = XL es la laperfeccién adimensiom] del modele, ¥y

A =KL/2 o8 la cargas esthtica de bifurcacién para el sistem
cargado sélo axialmente, A; = O.

Los coefitientes cusdraticos y ctbicos, & y b en la ec. (2)
pundem ser positivos o pegativos; por la simetria del modelo
considersremos u lz lmperfeccion, £, positiva. La cargs A, sers estdtica
.¥ Ay, que actus luego de que el sistema alcanza el reposo bejo 1a acciom
de Ay, puede ser positiva o negativa: estas hipStesis nos peraiten
amalizar toda la game de comportamlentos bésicos de sistemms de un grado
de llbertad y es el motivo por el cuml se escoglé este modelo. La
comparscion de les ecuscliomes (1) y (2) muestra que em la obtencién de
esta Gltima se han desprecimdo las contribuciones no linesles de lm
cinesfitica del sisteman, es decir, que la mo linealidad proviene
solamente de la ecumcién constitutiva no linesl (1); esto, sin embargo,
o constituye ningtn lmpedimento pars tratar los problemss en los que, a
la inversa del presente caso, la no-linealidad proviene de cinpemiticas
no lineales y ecusciones constitutivas linsules, hipotesis- propiss _de
sistemss estructurales con grandes desplazaaientos - y pequenas
deformaciones. En la Tabla No 1 se musstran los modelos que representan
los comportamientos estaticos bésicos tomados de [18]: bifurcaclones
simétricas estable e inestable, bifurcacién asimétrica, y punto limite.
Se muestrs la ecuscién dinmica correspondiente y los valores de a y b
necesarios para que la ec. (2) represente dicho comportamiento. Los
ejenplos de la tabla muestran que en loe sistemas que presentan
bifurcaciones simétricas estan cearacterizados por la falta del
coeficiente de rigidez cuadrdtico, a = 0. A su vez, si el coeficliente de
rigidez ctbico es b > O la bifurcacién simétrica es estable e inestable
sl b < 0. La presencia del término cuadratico estd asoclada, en sistemss
perfectos, con bifurcaciones asimétricas.

SOLUCION ANALITICA DE LA ECUACION DINAMICA
Para referir el movialento s la posicién de equilibrio estatlico

€.. alcanzado bajo la accién de la carga A, es necesario introducir el
sigulente cambio de variables en la ec. (2):

»
E=€ +z2
¥y la ecuscién dindmics de equilibrio em términos de z queda:

-

—i;u,zu,zzobzs-_k—"f- 3




- 185~

Tabla o 1
Modelos Bisicos - Relacién con el modelo estudlado

Bifurcacién Simétrica Estable

”’1.10 & _ A 2_ 2 - AL p_da.
oS- R) e (F-R) SRR
c @ o = c/(L™n) a=0
ac=cn’ b=18

Bifurcacion Sisétrica lnestabile

.

5 g e de ke
2

¢ W =x' a=0

Ac= kL’ b =172

Bifurcacién Asimétrica

Loo-g)e-tefi-d)e g

z L ]
@ =k /2n a =-3/4

L J
Ac = kL72 b= 18

Punto Limite

j—*(——g—ﬁao_l.—e’__x.;__ _.52_ o

o 2A 2 A* 'R LA

. ® 2
A =sen g sl kL=kL a=-3/2A + 2A

W = x'A¥n = (249" b= (2a%7'- aa'
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Ky =1- -§t; +20€ +30 (¢)°
ke =a+3bg %)

Cuendo la carga transversal es escalén la ecuacién (3) puede disminulrse
de orden separandc variables e integrando. Siguiendo a [12], si las

condiciones iniciales de desplazamiento y velocidad son nulas se
obtiene:

z* 2, 3.1, 4_ 2
—:-'.J-k’zzosk'z oibz .TE‘z (8)

En un diagrame de fase (z - 2) la ec. (S) representa curvas cerradas
simétricas respecto al eje z st los valores de la carga A, Son menores a
la carga dinsmica critica, Flg. 2.a. Las amplitudes de estos movimientos

periédicos son alcanzados cuando en la ec. (5) la velocidad se anula,
dando:

1 2
Mzt zbl- 2l (8)

En la Filg. 2.b se ha representado la ec. (6). Entonces, la carga
dinmica critica Axp es aquella para la cual la ec. (6) presenta un
®Aximo. La amplitud critica obtenida de (6) es

oo the (48] 48]0
Reemplazando (7) en (B) se obtiene
FEEER R e [P ae] @

Para determinado valor de la carga axlal A,, la (8) permite obtener el
valor de la carga transversal escalén A, critica para valores
determinados de los coeficientes de rigidez a,b, y de la imperfecclién
del sistema £. Curvas tipicas de interaccién de cargas, para sistemas
cuadraticos (b = 0) o cubicos (a = 0),se muestran en [17]. Notar que la
expresién (8) fue obtenida suponiendo que las dos no linealidades estén
presentes por 1o que la ec. (3) puede representar sistemas con
comportamlento estable y entonces la ec. (6) no presentart un méximo y
las ec. (7) y (8) se haran imaglnarias. Si el coeficliente de rigidez b
es negativo (Vv a), el sistema slempre exibira un comportamiento
inestable (punto limite) a2l aumentar Az pero en el caso en que a<0 y b>0
esta aseveracién no es clerta. Las condiciones bajo las cuales la
existencia de un méximo en (6) esta garantizada no ser&n discutidas en
el presente trabejo.
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Fig. 2.2 -~ Diagrass de fase Flg. 2.b - Carga dintmica critics

En la Fig. 2.a se han representado dos diagrasas. Uno corresponde al
comportamiento estético de un sistema que plerde rigidgz al aumentar la
carga axial A;. Para determinado valor de ]a carga A;, el sistema se
encuentra en una posicion de equilibrio £; si se splica una carga
escalon, A, menor que el valor critico, el sistema presenta un
movimiento oscllatorio perlodico representado por la ec. (5). Cuando la
carga es mayor que el valor critico, A, la solucién diverge: en un
sentido mAs estrico se comporta en forms monotonica creciente sélo si
<0, b=0 08l <0, (V2a) yen los casos en que a <0 y b> 0 la
solucién es periédica pero el punto representativo del equilibrio
estético de esta nueva oscllacién periédica se alela copsiderablemente
respecto de aquellos correspondientes a 1as cargas 2; < Ay En la
Fig. 2.b se han representado las amplitudes de las oscilaciones,
ec. (6), y el valor de la carga dinamica critica Ay. En los puntos en
que el sistema alcanza el méximo desplazamiento, la velocidad es nula, y
ia aceleracién es negativa s1 A; < Ay mientras que sl A; = Ay se
cumple 2z = z = 0. La trayectoria, en un disgrama de fase, que pasa por
el punto critico se llama separatriz y el tiempo que tarda el sistesa en
alcanzarlo es infinito: esto significa que la frecuencia de Ila
oscllacién tiende a cero cuando Ay —3 Agm.

SOLUCION INCREMENTAL DE LA ECUACION DINAMICA (INB)

En esta secclén obtendremos la versién incremental [4] de la
ec. (2). Para ello utllizaremos el Principio de Hamilton:

t
OI(T-')dt-O (9)
]
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en la que T y V representan la energia cinética y potencial del sistema:

r--’r-{z’ (10)

* A
Ve[ Foo - M X e 20 -0 x (11)
[

En la ec. {11) la integral representa el potencial de fuerzas elasticas
con F(x) dado en la ec. (1) y los restantes téralnos son el potencial de
las cargas. S1 la solucién es periédica y se cambia la escala de tiempo
haclendo 7t = v t, siendo w la frecuenciam fundamental de la oscllacién
del sistems, y reemplazando las ec. (10) y (11) en (9) se obtlene:

1C

2 4
lf[g*tg*b‘%':E‘g‘f"k—lff]d"° (12)

en la que el significado de las variables fue dado con la ec.(2). La
ecuacién de equilibrio cuando 1a solucién es periodica,
€(x) = £(r + 20), queda:

e 2
f{[-%;] :-—t§4§¢g€20b£°—%:-c(gof)-i—lf}afdrﬂo (13)

Se propone una solucién peritdica de la forma:

n
€= 3 A cos(it) + € (14.a)
1=0
. n
E = -Zl Ay sen(iT) (14.b)
11
.- n 2
€ =-3 1% A cos(ix) (14.¢c)

1=
En la (14.a) 5. es la posicién estatica de equilibrio alcanzada cuando
sobre el sistema actun la cargs axial A, o sea que £ satisface la
ec.(2) con § = A, = O:
2 3
€rageng -0 (15)
1¢

Y la variacion del desplazamiento es:

a
3€ = 5 3A, cos(it) (18)
1=0
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Introduciendo las (14.a y ¢) y (16) en (13) se obtienen las ecuaclones
de equilibrio:

2o v n [y e tn €] er [unmme
+37,A}€'os~,£'z]-z-}l’-cn,-z%_z-o an

en 1a que se hizo uso de la ec.(15) y
1 1 =" ’
gy = TI cos(1t) cos{Jjr) cos(kt) dr
0

1 st J#0
,,.{2 R R (18)

y para i=0:

O0=3%}

o[ a e [ aeene] s

n,

+b[n},,A,A.A,»:;},A,A.g'+3:\,s‘z]-—"u«,=o (19)

Asc
con

x
B;“ = —%— r cos(it) cos(Jt) cos(kr) cos{lr)dr (20)
°

Las ecuaciones incrementales de equilibrio se obtienen de las ec. (17) y

{(18) por derivacién:
2 MAy + a [zy,A,u,+4e°Mo]+b[ 3 aly Ay Ay BA ¢

+51,A,e'n,*s§'zuo]-z—:%ctuso—-f—l_n,-o (21)

2 2
-[L] 1’AA,-2-—’—“-'L'!Luaou,+a[z;},lt,u,oze'u,]

Wy, vl
! ! * o _AL =0
+ b 3 ﬁjll A, A. M| + 6 LI A, e AAk + 3 e M‘ - x‘c “I

(22)
J.k,1 =0,1,2,...n

Ademés de las ecuaclones de equilibrio e incrementales es necesario
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establecer una condicién adicional a fin de que las distintas soluclones
pasen por el punto de equilibrio estatico, £ = £ ,para t = O, esto es:

h
T A=0 (23)
1=0

Notar que 1a ec. (23) representa a la condieién inicial de
desplazamiento ya que la de veloclidad se satisface por la forma de las
funciones de aproximacién elegidas.

La solucion de las ecuaciones de equilibrio (17)(19) més la
condiclén inicial (23) puede encararse en base al método de Newton-
Raphson. En tal caso expresando las ecuaclones Incrementales {21)(22) en
forma matricial results

[x,-[:—_]’u]u-n+ma, (24)

donde
K es la matriz que agrupa los coeficientes que relacionan los
incrementos de las varlables de desplazamiento LAy, que es
simétrica pero en general no definida positiva

M es8 la matriz de masa

AL es el vector que agrupa a los Incrementos en los A

R son los residucs de la ecuacién diferencial en el utltimo paso
de célculo

R, agrupa a los coeficientes asoclados al \Incremento de
frecuencia en las (21)(22)

A las (24) debemos agregar la condicién (23) o su equivalente
incremental

n
Daa =0 (25)
1=0
El agregado de (25) a las (24) destruye la simetria del sistema de
ecuaciones a resolver. Sin embargo ésto puede evitarse operando
adecuadamente. Para la solucién via Newton-Raphson es factible usar

cualqulier técnica de continuacitn; aqui describiremos brevemente las dos
implementadas.

(a) Incremento prescripto sobre 1,. En tal caso para cada paso de
iteracién } en un incremento A\, resolvemos los sistemas

[ K - [5— ]"' N ] 't o tp (26)
n
[I,-[:l—]zl]"'um-l, (27)
n
y luego aplicamos la (25)
n . »n
ZI‘IAA;H . IO!M zu:u;z)_ ) (28)
=0 3=0

de donde
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n
ZIOIM;I)
=

e o d=0 (29)

n
Ziblugﬁ)

j=0
(b) Incremento prescripto sobre A,.

AAg = A (30)

En tal caso en 1la primera \iteracién del Iincremento primero
resolvemcs

[=-(&)e]wm

EREI DI

donde R, es el vector asociado al Incrementos en ), en las ecuaciones
incrementales (21)(22) que en este caso sélo tiene componente en j=0. A
continuacién la aplicacién simulitanea de la (25) y (30) conduce a las
dos ecuacliones simultaneas

n n

I% ZA‘: . IM z lM;Z)- 0 (33)
J=0 =0
‘IAA2 A; - IM AA:"” A ' (34)

en los siguientes pesos de iteracién se resuvelven primero sistemas
similares a los (26}(27) y luego se plantean las siguientes ecuaciones

n n n
IOXM‘(‘D + 101“2 zA}’ + lolm z lolM;ﬂ= 0 (35)

=0 }=0 =0
‘“AA:," . lolnz A; . NIM AA((,Z)= 0 (38)

De esta forma podemos obtener la solucién de las ecuacidnes de
equilibrio para distintos valores de i; o de A,.

RESULTADOS - CONCLUSIONES

S un sistema esté sometido a cargas dinAmicas escalém,
la respuesta puede o no presentar un comportamiento inestable. En el
primer caso el Interés del analista estarsé centrado en la determinacién
de la carga critica y en el segundo interesart 1la relacién
entre la carga y la amplitud de Jas oscllaciones. La cuestién
esencial es de que manera, un método, que fuera propuesto para
describir movimientos periédlcos, puede describir el
comportemiento de un sistema en las proximidades de un punto
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critico en donde la solucién pasa de periédica 2 no
periédica (2<0,b=0 o b<0 Ya); para el caso 8<0,b>0 la solucién mas alld
del punto critico es periédica pero, como se aclarara anteriormente, el
punto de reposo asoclado a esta nueva oscilacién dista del
correspondliente = valores en que A2<Azp. En la Fig. 3 se han graficado
los resultados obtenidos pera un sistema en el que b<0. En la Fig 3.a
s¢ muesira el diagrama carga asplitud para la solucién analfitica,
ec. (8), y lmas soluciones utilizando el método 1HB para uno, dos ¥y
tres arménicos. En la Fig. 3.b se muestran los diagramas de fase
correspondientes ul maximo valor de la cargs que se obtuviera como
aproximacién de la carga critica y la solucién obtenlda por integracién
numérica directa pera valores préximos a la carga critice. En 1la
Fig. 3.c se ha graficado el comportamiento de la frecuencia de la
oscilacién con la carga para las distintas aproximaclones y los valores
obtenidos por integraci6tn numérica. Fueron implemntados los dos esquenmas
de avance descriptos: carga prefijada y desplazamiento prescripto. Los
resultados obtenidos permiten enunclar algunas conclusiones y
observaciones sobre el metodo utilizado:

a) El método mostré una muy buena correspondencia entre los valores
de la carga obtenidos y el previsto teéricamente. La mejor aproximacién
a dicho valor se obtlene utilizando un esquema de avance de carga
prescripta, sin embargo, el numero de pasos de avance necesarios para
obtener el valor critico es mayor en este caso (pars lgual namero de
iteraciones por pesc) que el necesario en desplazamiento prescripto.

b) Los esquemas de avance no presentaron probleamas de convergencla,
y preservaron la simetria de la matriz de rigidez. En ambos casos, la
ecuacién de condiciones iniciales de desplazamiento fue utilizada para
la obtencién del incremento de frecuencla.

c) No es necesario tener un conocimiento previo a cerca de si el
Sistema presentard o no un comportamlento inestable. S! lo es, dara la
carga limite y s1 no, la relacié6n carga-amplitud de las oscllaciones
periédicas

d) El orden del sistema de ecuaciones depende del numero de
armonicos que se incluyan en la solucion por lo que en sistemas de
multiples grados de libertad debera tenerse en cuenta este aspecto.

e} Por ser un método variacional puede utilizarse en conjuncién con
el MEF.
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