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se realiz6 un an&lisis de 1011IIIOdeloa de turbulencia de
cero, una y dos ecuaciones, adeIIIisde loa 8:ldeloa de ecuaciones
de esfuerzo, estableciendo principalmente sua ventajea y
desventajas para los distintos flujos. Entre todos los modelOll
que Be ban analizado, el .as si~le y el. utilizado en la
lIllyotia de 1011flujc» bidilllensionales es el de des ecuaciones
(k-e), donde k e. la energia cinetica turbulenta y c es
la taaa de disipaci6n.

Las ecuaciones hisieas utilizadas _ la resoluci6n
n_rica son las de .-ento de Reynolds conjuntalllente con lea
dos ecuaciones (k-c) del .:!delo de turbulencia. La fora1l.acian
nUlllliricageneral eata basada en el metodo de GM.ElUtIN Y la
parte advectiva de lea ecuaciones fueron tratadas con el _todo
de laa caracteristicas. Los resultados COIIp1tacionales que Be
presenten, en 18 predicci6n de flujoa intemos, son COIIpllradoa
con 101 obtenides por otrc» autores.

'Ibis paper presents a brief acOOlmtthe advantages and
disadvantages of various turbulence -edels used in the
COlllp1tationof turbulent flows. '!'he two-equations -edela appear
to be the simplest and .,re used ones in _t 2D flows.

'!'he basic equations are the Reynolds averaged IIOIII!nba
equationa in conjuction with a two-equation (k-e) turbulence
1IICde1.'!'he general m.erical foraJ1ation is based on Galerkin's
method and the advection parts of the equations are treated by
the method of characteristics. Calputational results are
presented and cClllpllredwith other author's.



Es dificil dar una preci •• definicic5n de turbulencia, pero es
upliuente rec:onocido que es la clase de fluido J116sCOIIPlicado,
sienda altamente irregular, no estacionario, tridimensional,
involucrando rn-ros de Reynolds relativuente grandes, vorticidad,
disipaci6n y difusividad. Debido a estas COIIIplejidades,el mavimiento
turbulento y sua fen6menosasociados de transfereneia de ca.lor y masa
son' IIJY dificiles de describir y predeeir teoricamente. Lal
ecuacicnes de Havier-Stokes, que gobieman el mavimiento de 101

fluidos, no pueden ser resueltas Clrectamente para cualquier flujo
turbulento de intere. practico, debido al problema de representacic5n
de todas las eswas del flujo.

Hay dos posible'. caminos para la prediccic5n de flujos
turbulentoa; uno es sia.Jlando las grandes turbuleneias y el otro es
.ediante una apran-cic5n estadistica. La primera es una tecnica
relativamente rfUeYa que incluye la soluci6n de las ecuaciones de
Havier-Stoltes tridimensionales no estacionarias, para e1 movimiento
turbulento en gran escala, junto ccn un -edelo sub-grilla para 101

estadbtic:os del .:williento en pequeiIaescala. Estoa JIIOde1ostodavia
estan en desarrollo y aunque pJeden ser bastante exactos, son IIJY
carOl cc.putacional-.nte. Por eso, las aproximacicnes estadisticas
son basta e1 Jalento el iinico IIitodo practico para simlar fluj05
turbulentcs. Estas ecuacicnes describen 1a distriJ:luci6n promediada
estadisticamente de la velocidad, presic5n, etc., 0 cualquier parametro
de interes.

Las ecuaciones de Jalento ccntienen esfuerzos turbulentos 0 de
Reynolds (-pu,u.), donde u, y Uj son fluctuacicnes del campode
ve1ocidad. Fisicamente estas correlacicnes expresan e1 transporte
turbulento del .-nto. Aunque pueden ser derivadaa ecuaciones
diferenciales de transporte para U,Uj , 'esta& no resultan un sisteJlll
cerrado de ecuacicnes, debido a la ocurrencia de correlaciones de
_yor orden. Estas cantidades de lIllyor orden son gobemadas por un
m-ro infinito de ecuacicnes de correlaciones. Esto es conocido COllI)
e1 probleJlll de c1ausura de la turbulencia y a 10$ efectos de obtener
un sistellll cerrado e1 ccnjunto de ecuacicnes debe ser truncado en
alp ni vel, introduc:iendo aproxillllciones para expresar las
corre1aciones incOgnitas en terainos de corre1aciones de 8e1'lOrorden
y/o cantidades del flujo .edio. La e1eccic5n del ccnjunto de
ecuaciones, 1a provisic5n de las aproxillllcioaes para la clausura del
problema y 1as ecuacicnes de flujo lIIIldio constituyen e1 IIIOdelo de



E1 objetivo del presente trabajo me realizar una revisi6n de le.
IIIOdeloa turOOlentoa, estableciendo prineipaI..ente sua ventajas J
desventajas en la aplicaei6n a distintos tipc. de flujos.
Posteriormente me seleccionado para realizar una experieneia DUIIIl!rica
el modele k-c, per ser el lib utilizado y el que _jor se ajusta a le.
flujos bidimensionales. La fo~aei6n numerica general esta baaada
en el metoda de galerkin y 1a parte adveetiva de las ecuaeicnes fuerOll
tratadas con el .etodo de las caracteristicas. Los resultados
CClIIIp.Jtaeicnalespresentados, en la predicci6n de fiujos inteE1l105,
fueran ClCIq)&radoscon 108 obtenidos per otros autores.

Si aSUll1IOS que 1.. variables de flujo san de 1& fora
u - IT + u', donde U es el valor medio de U Y u' eS la fluctuaei6n
sabre la media, y si las introduciJlr:)s en las ecuaeianes de continuidad
y de IIOIIIentoy posteriormente apliC&lOOsun prOllledioen e1 tiempo, el
sistema de ecuaeiones quedaria de la forma;

donde R'J - U. u~ san 1011 esfuerzOll de Reynolds. A 1011 efectoa de
obtener un .odelo de turOOlencia es neeesario establecer una mnera de
evaluar R.; en tenaiDOS de la variable U., de estadisticos turbulentos
de _yor cedeD y de algunas ccnstantes evaluadas de datos
expert-ntales. Loa .ooe1oa e.pleados para 1a elausura de laa
ecuaeianes del flujo -mo san presentados .as adelante.

Estes .ooe1OS puedeD ser clasificados de vadas forus, pen»
frecuenteaente 1a _yocia de 108 autores 108 ordena de ac:uerdo al
nGmerode ecuaciones diferenc:iales que tienen que resolverse, ~
de las ecuaclones de flujo .mo. Bajo estas ccndieiones se pueden
ordenar de la aiguiente II&nera;



Estos IIIOdelosusan sol_nte 1.. ecuacicnea de transporte
para el flujo ..sio y no para laa cantidadea turbulenta ••
Relaeionan laa carrelacione. turbulentaa directamente con 1••
cantidades de flujo lIlIdio. El .ooelo de longitOO de mezcla de
PrandU, es uno de 108 Us popularea y relaciena 1. viscosidad
tNrbulenta con el cupo de velocidades lIlIdias BegUnla aiguiente
relaci6n; .

donde 1""es la longitud de mezcla, la cual se da en fot'llll
emptrica. otros modeloa pop1lares lOll el de dos capas realizado
por cebeei y Sllith, quien esplea cerca de 1. pared 1. rel.cicSD de
lonqi too de mezcla de Van Driest y en la regi6n externa un IXldelo
algebraico de viscosi.dad turbulenta (Rodi(1980)).

Los modelos sin ecuaciones func1cnan bastante bien en un
amplio r&n90 de flujos de carte turbulento, pero requieren
distintas constante. ellpiricaa par. diferentes problema.
(JlDdi[1980)). E& decir, carec:e de Wliversalidad por ser tan
problema dependiente. otra desventaja es que .stoa IIIOdelos estan
basados en la suposicicSD que la turbulencia esU en equilibria
local, es decir sin introducci6n de .ooificaciones ad-hoc loa
-=xielos no pueden SUMr loa efeetos de transporte de turbulencia.
Esto significa que la turbulencl •• s diaipllda en la aiSlllll fot'llll
que eata es praducida (Visbal .t al.(l984), Bodi (1986)). T&llbien
son de poco usa en flujoa CCIIIp1ejosdebido • la dificultad que Be
tiene en espeeificar 1&distribuci6n de 1. longitOO de mezcl••

En el case de flujoa liaitados, e1 modele de longitOO de
mezela esU entre loa _jores Par. predecir 10s flujos de capa
limite. La universalidad de 1•• constantes son bastante altas y
la separaci6n de capas !illites bajo gradientes de presiOn adverso
pealClDE!cendificiles de predecir, pero Be Iogra mediante metodos
Illis avanzados. Este .ooe10 no es uti! cuando el ancho de 1. capa
de _zela no puede identificarse, por ejempI0 en flujos con
expanai6n sUbita. SUprincipal ventaja ea au ficil illp1ementacic5n
y au ec:oncaia CClIIpUtacicnal,ptincipahente en 3D.



Para superar laa liJ1i tacionea antes .ncionadas IClbre la
hip6tesis de lonqitud de .zc1a, se desarrollaran 1IIOde1osque
incorporan lOll efeem. de transporte de 1.. cantidadea
turbulentu. Para 10 CUlll requieren la soluci6n de una eCUllci6n
para 1. enerqi. cinetica turbulenta, la CUlllpuede ser derivada de
las ecuaciones de Navier-Stokes. En e1 model0 k-1 de Prandtl la
viscosidad turblenta ea calculada utilizando la tan llallllda
expresi6n de ~rov- Prandtl;

~
It': • c;. • k • 1 (4)

donde c;... es una constante ~lrica. Sin embar90 CaKl sucede
tambien en lOll 1Klde1ossin eCUllcicnes, la lonqitud de esca1a en
estos modelO5bay que especificarla alqebraicamente, volviendo •
estos IIOdelos my flujo dependientes. otrOll BXlelO11que.Be
aplicaron a flujos de capa liJai te de pared son el de Bradshaw et
a!. (1967] (Laltstainarayana (1986)).

Loa 1IOde105con una ecuaci6n no son IUY pop.1l.ares ya que son
1evemente •• jores que lOll IIlOdelO11sin ecuaciones. La principal
desventaja es la necesidad de prescribi r 1a distribuciOn de la
longitud de eseala, esta es faciI.nte dada solo para fluj05 de
tipo capa liatte. La uyoria de 108 investigadores ban abandonado
estos 1llOde10sen favor de 10&de dos ecuaciones 0 mis, pero aUn es
posib1e realizar _joras en estOll.

Estos mode1osusan principa1Jlente el concepto de vi8CXl6idad
turbulenta y eta:) Be ~ionO anteriol"lllel1te la lonqitud de escala
es determinada de una sequnda ecuaciOn de transportee Todas las
ecuaciones de lonqi tud de escala que Be propusieron tienen c:c.:I
variable independiente a z • k"'/l~,donde • y n son constantes.

E1 grupo del !Japerial COllege ccnduc:ido por el Dr.
D.Spa1ding son lOll que llis ban experillentado con estos aode105,
principa1aente 105 It-Ill, It-w y It-& (Ilegbusi (1989], JIalin
[1986] ,Speziale (1987], llalin et a1. [1988]) • SUprincipal defecto
es 1a necesidad de introducir cantidades adicicna1es para aanejar
las reqiones cercanas a 1a pared (Nq (1971). Por esta raz6n no
se utiliza para flujos CCI!p1ejos, donde las paredes juegan un rol
muy ~rtante.



Jones y Launder U972] y Launder y Spalding [1974] _joraron
una ecuaci6n para 1a tasa de disipaci6n de la enerqia turbulenta
Ie - k%/l ), proplesta inicialmente por Harlow y NakayaIIIa [1968] •
Spaldinq [1969] y saffJlan [1970) proPJSieron una ecuaci6n para el
cuadrado de 1.. fluetuacicnes de vorticidad prOlllediadas en el
UeJDPO Iv - kill). El k-w ha sido ellpleado saUsfactoriamente en
la predicci6n de numerosos flujos turbulentos. La principal
desventaja ha sido que para ajustar la ley logariWca de la pared
lie debe variar una constante respecto de la distancia a .la pared.

Las experiencias realizadas con estos 1IIOde1osDJestran que
todas las segundas variables, aparte de 1:, necesitan \.U\ termino de
correcci6n cerca de la pared.

El.k-I: es el metodo mas popllar principalmente por dos
razones; la ecuaci6n de I: se deriva de las ecuaciones de
Navier-Stokes y el m-ro de PrandU para I: tiene un valor
razonable que se ajusta a datos experimentales lejos de la
pared (Rodi(1980» • SU version standard es presentada para
dar una ficil referencia en discuciones futuras. Este modele
utiliza el concepto de viscosidad turbulenta de Boussinesq y
relaciona estas viscosidades con k y I: mediante la relacion de
1t01JIIogorov-PrandU;notanda que I: - k'-'l1;

donde ~.•. es una constante empirica. La enerqia einetica
turbulenta y la tasa de disipaci6n es calculada se¢n las
siguientes ecuaciones, estas son obtenidas seai-empiricamente
a partir de las ecuaciones de Navier-Stokes;

ak/at + u. ak/ax - l/p a/ax. [ (p+p,. /a. )ak/a~] +

~ /p (au; lax. + au./ax; ) au, /ilx. - I: [6 )
'- ----_....•

donde C7,. es el niimerode Prandtl para la difusi6n y P es la
tasa de producci6n volumetrica de la enerqia cinetica.



donde C. Y Ca son ccnstantes empiricas. Los valores standard
de las 5 constantes que aparecen e1ft el 1IlOde10son:
Cr - 0.09 C, - 1.44 C~- 1.92 cr. - 1 .~ - 1.314

Este lIIOde10standard es soluente aplicable a flujo& 0
regiones donde e1 niiEro de Reynolds local es grande, por eso
es que no puede ser aplicado cerca de la pared, ya que 1011I
efectos viscosos se vuelven dominantes.

En el .cdelado se pueden identificar dos ireas
principales de potencial debilidad, una es e1 usa del concepto
de viscosidad turbulenta y la otra, es el 8Odelo mas simple
que se usa para representar los tirainos que describen la
creacian y destrucci6n de c. El concepto de viscosidad
turbulenta puede fallar en ciertOlll casos, por ejempl0 en
aquel10s donde el campo de turbulencia es no-isotr6pico y
tambien donde el transporte convectivo de cada uno de 105
esfuerzos turbulentos son azy importantes. Para algunos de
estos flujos el modele de esfuerzo algebraico puede
introducirse dentro del k-c a fin de exMli.nar estos efectos en
una manera mas apropiada.

En vista del modelo silllplista aplicado a la ecuaci6n c.
realmente no nos tiene que sorprender que falle para algunos
flujos. En la Ultima decada sa realizaron alCJUllOSintentos
para desarro1lar foemas de la ecuacicSn t D1Cho • aplicables.
Extensas discusiones sabre estas proplestas se pueden
encontrar en Launder (1984) Y Rodi (1980)• Aungueestas
propuestas produc:en_joras sustanciales en algunos flujos, en
otros las predicciones son totalmente erroneas, por eso es que
no se utilizan lKarkatOlll(1986)).

En general las predicciones de 1IlOde1osde transporte Ct80

el k-w y e1 k-c concuerdan bastante bien con 105 datOlll
experiJlentales para:
- capas 1iJ1ites en 2Dy chorros a 10 largo de paredes planas.
- Olorros en 2D. onditas Y longitudes de lllezcla.



- Flujos bidimensionales en tubos, canales, difusores y
anulares.
- Al9lJl1OSflujos en 3D ain fuertes remolinos, variaciones de
densidad 0 reaccionas qubucas.
- Algunos fJljos influenciados por deriva y efectos de bajo
nUmerode Reynolds. \

La condicilin de no deslizamiento-en la pared a&e<JUraque
en alguna regiOn de la capa de pared turbulenta los efectos
viscosos deben de ser qrandes ccaparados con los procesos de
transportee La representaci6n de estos proce60s dentro de un
lIIOdelomat_tico qenera dos problemas. Primero, el modele de
turoolencia para esta reqi6n debe considerar el problema de
incorporar apropiadamente efectos viscosos dentro del sistema
de eeuat:iones eupleado. 5e9UJ!do,se reguiere una malla DJY
densificada para resolver las variaciones ripidas del flujo
que ocurren dentro de esta reqi6n.

Extensiones al IIIOdelok-c:, CCIIIO la del bajo nUmero de
Reynolds Y las funciones de pared, fueron desarrolladas para
permitir la integraci6n de las ecuaciones directamente a
travis de la subcapa viscosa a la pared (Patel et a1.[1985],
So et al.[1986], (1988], Chien (1982]).

Ccn esta aproxilllaci6n la subcapa viscosa es puenteAda
empleando forDUlas eupiricas, llamadas funciones de pared,
para dar condiciones de borde cerca de la pared alas
ecuaciones de IIICIIIentoy de transporte turbulento. Estas
forDJlas conectan las condiciones de pared a las variables
dependientes en 105 nodos de la red cercanos a la mama.
Estos nodos estan dentro del fluido totalmente turbulento.
La ventaja de esta aproxi.maciOn es que escapa a la
neeesided de extender 105 cilculos a la pared y elude la
necesidad de responder por 105 efectos viscosos en el
IIIOdel0turbulento (Naganoet al.(1987], (1988], Bernard
(1982], (1986]).



Estos meritos tienen un efecto II.IYbeneficioso en la
economia del proceso de predicci6n IlUIII8rica,especialmente
en flujos complejos en 3D (Choi et a10 [1989]) • Las
fOIlll.llas de las funciones de pared son una _zcla de
analisis y datos experimentales para capas cerca de la
pared en equi1ibrio local, aunque existen versiones
extendidas que son mas utiles para flujos separados.
Extensos comentarios sObre estas funciones pueden
encontrarse en Launder y Spalding (1974) Y Launder (1984),
(1988).

La alternativa al metoda anterior es usar un anilisis
de la red densificada donde los calculos son extendidos a
travis de la subcapa viscosa afectada, suficientelEnte
cerca de la pared para aplicar condiciones de borde de
flujo laminar. AlCJUDOSautores ban desarrollado DJdelos
turbulentos 0 extendido algunos ya existentes a fin de
investigar en esta re9icSnde bajo n6merode Reynolds CCIIO
tambien en la de flujo turbulento fuera de la subcapa
viscosa.

Jones y Launder [1972), (1973), Launder y Sha~
(1974), Lam Y Bremhorst (1981), Chien (1982) y Patel et
al. (1985) son algunos de 106 que realizaron una revisicSn
de estos modelos, Obteniendo resultados COIIpilrablesen
todos 10$ casos y una eficiencia superior con respecto a
10$ deIIis modelos. Hanjalic y Launder (1976)
desarrollaron una extensien de bajo n6merode Reynolds del
modelo de transporte de esfuerzos de Reynolds.

En el interes de la econcmia y estabilidad JlUIIIIirica
IlIJChos investi9lldores emplean ahara JDOdeloscon 0 sin una
ecuaci6n para utilizar en la re9iOo de bajo n6mero de
Reynolds. Fuera de la misma Be utilizan IIOdelos de _yor
orden, pero estos ~los son IllY caros
caaputacionalmente .

AIIIano (1984) desarrollo un modele cerca de la pared
de dos y tres capas, parecido al de Chien9 Y Launder
(1980) excepto por el tratamiento de 108 terainos de



generaci6n y destrocci6n en la ecuaci6n de t. Este
lIIOdelo, cerca de la pared, ha sido iitH para mejorar la
predicci6n de tasas de transferencia de calor en la pared,
pero no es bueno en la predicci6n de campos de flujos
(Nalla~ (1987]).

LoS .xie1os de dos ecuaciones fueron usados extensivamente en
calculos inqenieriles, pero tienen BUS liDdtaciones (Pollard et
al.(1989)). La principal es la suposici6n de la viscosidad
turbulenta isotr6pica, 108 miSlllOSva10res de ~ son tOllladospara
diferentes U,Uj. En algunos fl~jos esta suposici6n es demasiado
simple, por ejellP10 cuando estan presentes fuerzas del cuerpo.
1Idem6s, todos 108 .xielos analizados asumen que el estado local de
la turbulencia puede ser caracterizada por una escala de velocidad
(k ~) y que cada uno de 108 esfuerzos de Reynolds pueden estar
re1acionados con esta escala.

Las ecuacianes para u.U; pueden obtenerse en foI'1lla exacta,
pero contienen correlaciones de mayor orden que tienen que ser
IIIOdeladaspara obtener un sistema cerrado (Amano[1988], [1987] ) •
La derivaci6n de las ecuaciones exactas tienen la ventaja de que
son introducidos automaticamente terminos debidos a importantes
efeetas anisotr6picos. Los IIIOdelos que emp1eanecuaciones de
transporte para u;u; son llamados esquemas de clausura de segundo
orden, y fuerc:n propuestos por algunos gropos de investiqaci6n,
sienda el mas notable e1 de Launder y asociadas (Launder et al.
(1975)).

Todo el IIIOdelode esfuerzos consiste en seis ecuaciones de
transporte para 108 esfuerzcj de Reynolds y una ecuacian para la
longitud de escala. La soluci6n de todas estas ecuaciones mas las
de flujo .-dio no son tarea facH y computaciona1llente son muy
caras. Por eso se rea1izaron propuestas para simplificar este
sistema de ecuaciones reduciendolas a expresiones algebraicas,
reteniendo todavia la mayoria de BUS caracteristicas basicas.
Esta aproximaci6n es llamada IIIOdelode esfuerzo alqebraico.



En conclusi6n, un IDOdel0de esfuerzoa de Reynolds CClIIIpleto
plede dar una aproxi_ci6n lila, real y riguroaa en capos CClIIIplejoa
de tensiones asociadas con cumturas, rotaci6n y otros efec:t08
(Gibson et al.(1981), Ranjalic et al.(1972), (1979). Sin
ellbargo, estos axle10a no ban sido totau.nte probadoe ya que .1
esfueno CCIIIpUtacianalque requieren hace que 108 iDvestigadores
Ie inclinen por 108 de dos ecuacicnes (It-c).

!l IK:ldel0mas sencillo es dupreeiar en la ecuBCi6n de
esfuerzos oriqinal 106 terJlinos de c:cnYecCi6nY difusi6n. Sin
ellbargo, Rodi (1980) propuso una lIFOXiaci6n ••• valida uu.iendo
que el transporte de u. qj .s proporcianal al transporte de k
-.diante el factor de pccporcianalidad u:Uj/lt. Este autor
recaoendo el uso de una aproxiMci6n aJCho IIla siJlple para loa
esfuerzoa de corte, en ClUIbiopara loa esfuerzos no~ •• utilizar
una mas general. Introduciendo estas aproxiucicnes, 1as
ecuaciones de transporte para cada una de las correl.ac:icnes
turbulentas Be reducen a eXpresicnes algebraicas para Uju; que
contienen 1a enerq1a turbulenta, 108 qradientes de las cant.idades
de flujo medio y 1a lonqitud de escala turbulenta. Estas
expresiones son bastantes extensas y no serin tratadu en e1
presente trabajo (Rodil1980).

A 10 •• ncionado anteriormente, tienen que resolverse las
ecuaciones de transporte para k y lonqi tud de escala a 106 efec:t08
de cClIIpletare1 1DOde10turbulento. De este 8:ldo, 106 IDOdelO6de
esfuerzo algebraico san en la llayoria de 108 casos extensiones de
los modelos CCIrldos ecuaciones, explicando efectos no isotr6picoa
CCDD1a influencia de curvaturas de Hneas de corriente. Buenos
resul tados Ie encuentran en flujoa con reqiones de flujo
secundarios, CCIIOen cab no circulares. Por w.tt.o, estoll
lIIOdelosno son utiles cuando es import.ante el' transporte de Ui uJ y
tubien en situaciones de difusi6n ccmtra el qradiente (Jlart1Duzzi
et al. (1989».



De 10 ana1izado anteriormente sobre 10s mode10s de f1ujo
turbulento se ha se1eccionado al lIIOdelode dos ecuaciones (k-c) para
efectuar una experiencia numerica. se ana1iz6 el flujo turbulento en
un canal bidimensional cerrado c~letamente desarrollado con
Re-20000. Para una mayor c1aridad escribiremos a continuaci6n laa
ecuaciones de IIICIIIlentoy c:ontinuidad para flujos turbulentos
inCOlllpresib1es. Hayque notar que las derivadas con respecto a x 0 t
son indicadas con una CaDa(,) sequida por ' i' 0 ' t' y ademas usamos
1a notaci6n de Einstein.

donde U; es 1a velocidad .c1ia, p es la densidad del fluido
es e1 tensor de Reynolds, P; es la presiOn .c1ia y ~ es e1
esfuerzos viscosos, e1/ cuil esta definido por:

donde p es 1a viscosidad molecular. La funcian principal del tensor
de Reynolds es e1 transporte convectivo de IIICIIIlentoproducido por las
fluctuaciones turbulentas. Este termino introduce nuevas ecuaciones
(incOgnitas) al problema y es necesario realizar aproximaciones sobre
e1 IIismo a fin de encontrar una c1ausura al modelo. una de las
primeras uti1izadas para cerrar este sistema es suponer que e1 tensor
de Reynolds tiene una forma de' tipo gradiente (proporcional al
gradiente de velocidad), esta cs conocida comola aproximaci6n de
Boussinesq y su constante de proporcionalidad es la viscosidad
turbulenta. Entonces podemosexpresar el tensor de Reynolds como:

donde P
t

es la viscosidad turbulenta, g;; es e1 delta de Kronecker y k
es la energia c!netica turbulenta (u; uJ12). Con 10 seilalado podemos
redefinir 1a presiOn como:

entonces, introduciendo esta lIIOdificacion en la ecuacion (81 el
sistema quedaria:



(pU.). + (pU.U.). - -p~ + I!. (U.:+ U,•• ),J'•. , " •. ,-J ,Co •• _ 4

donde p. - p + ~ y es la denominada viscosidad efectiva. A los
efectos de resolver este sistema dinamico debelllOsespecificar el valor
de la viscosidad turbulenta, obtenido en base a anaHsi. dimensional,
como;

If • P ,.. It'le

Par eso, para resolver la ecuaci6n anterior Be necesitan las
ecuaciones de transporte para It y £1

(pk ),t + pUj It..; • (p+~ ler. )k,;J,j + If S - p£

(pt),t + pO.•t:..;· (p+~/er. )~) + C'7-pkS - C~£21k (17)

donde S es el tenaino fuente definido COIIIO S- (0,..; + Ul,': )0,.; , If. Y ~
son el mimero de Prandtl para la difusioo de It Y t: respectivamente,
C. ,C, Y C.• son constantes, dadas anteriot1lll!nte. A los efectos de
resolver el sistema cOIIIpleto de ecuaciones (13-17), debemos
especificar las condiciones de borde impuestas al probl_.

En la pared se aplica la coodici6n de no adherencia, es decir las
velocidades medias y sus fluctuaciones son nulas. En cambio la tasa
de disipacioo en esa capa no es cero. Cuandola condicioo de borde es
especificada en la pared, las ecuaciones deben ser integradas a traves
de la subcapa viscosa. ~ problema es que los gradientes son DIJY
grandes y la grilla tiene que ser IIlJYfina para poder enccntrar una
soluci6n, volviendo DUycaros los cilculos. Por otra parte, el niimero
de Reynolds local de turbulencia es pequei'ioy el transporte allecular
se vuelve illp)rtante, es decir este modelo seria apHcable en altos
nUmeros de Reynolds. Sin etabargo, la inteqraci6n a travis de la
subcapa viscosa no es necesaria, 18 que existen leyes ellpiricas
suficientemente \Dliversales que conectan las condiciones de pared a
las variables dependientes justa en la regiOn totalmente turbulenta.

La ley universal de la pared es una de las mis aplicadas y Ie
opresa como;(SChlichting (1968 J)



dcnde Ur es 18 velocidad tangencial en 18 capa limite 6, U. es 18
velocidad friccional, k es 18 constante de van Karman (0.4) ,
Y+.Y.pU /11 es 18 distancia adimensicnal 8 18 pared Y ",es la tensi6n
de C9rte en 18 pared.

Esta ley debe aplic8rse a pmtos cuyo valor de Y se encuentren
entre 30<Y <100•. En 18 regien Y 105 esfuerzos de Reynolds son
aproxilllldamente constantes, la eonvecei6n Y difusi6n de estos
esfuerzos son despreeiables, es decir que prevaleee el equilibrio
local. Esto ~lica que la produeeien de energia einetica turOOlenta
es igual a la disipaci6n Y agregandole que la tension de corte es
aproximadamente igual al esfuerzo de corte en la pared nos conduce a;

donde k_ es la energia cinetiea turbulenta en 18 pared. COIIIO la
producci6n es igual a la disipacien, entonces;

usando la ley logaritmica podemosobtener 3U/3Y y reemplazando nos
quedaria;

Estas condiciones de borde de k_ Y t,.. son las utilizadas en la
mayoria de los modelos y nosotros las utilizaremos en nuestro ejemplo.
En el eje medio del canal se iIIIponeuna condici6n de simetria, en la
entrada y salida del miSlllOtracci6n nula y ademasun gradiente de
presiOn.

La formulaci6n ~rica general esta basada en el metodo de
Galerkin y la parte advectiva de las ecuaciones fueron tratadas con el
metoda de las caracteristicas. El sistema matricial resultante de la
discretizacion del conjunto de ecuaciones es no lineal y estin



acopladas entre d. El sistema c:cmpleto es resuelto desacoplando
velocidad y presi6n por un lade y It Y I: por el otro. Las ecuaciones
de maaento y continuidad son resueltas con una viscosidad turbulenta
conocida del cilculo previo de It-c. Las ecuaciones de transporte
utilizan tambien valores previOl del campode velocidad y viscosidad.
El elemento utilizado para la discretizaci6n es triangular y puede
verse a continuaci6n. La presi6n es lineal en cada elemento y
continua en el dcBinio. La velocidad es lineal en cada aubelemento y
tambien continua. Las variables It y I: son calculadas en el ai~
espacio de discretizaci6n que la velocidad. El sistema algebraico es
resuelto mediante la utilizaci6n del algoritmo de gradientes
conjugados.

* Presi6n,Velocidad
It y c

En las figuras.1, 2 y 3 Be DJestran los resultados del campo de
velocidad, K Y I: para e1 problema unidi.msional propuesto. Cca:l Be
puede observar, las estimaciones realizadas por e1 modele san
comparadas con las obtenidas por otros autores (Laufer[19S0j, carrica
et a1. (1990)). Los resultados concuerdan bastante bien con dat06
experimentales y soluciones obtenidas mediante atros .:ldelos.

Este trabajo presenta una breve descripci6n de varies IIIOdelOl de
flujo turbu1ento y su aplicabilidad a distintOl tipos de flujOl. Se
encontro que el modelo k-c es el .as ampliamente usado y el que _jor
Be ajusta a flujOl intemas bimmensionales, aunque Uene &US

lillitaciones para otros tipos de flujos en 20.



58 desarro1l6 un pr09rlllllllque resuelve el sistema aeoplado de
ecuaciones de Navier-Stoltes y transporte para k y t en 2Dmediante 1a
utilizaci6n del metoda de elementos finitoa. La parte advectiva de
laa mismaa Be ca1cul6 con e1 metoda de lal caracteriaticaa.

Loa calculos preaentadoa delllueatran la capacidad del Kldelo de
predecir baatante bien laa caracteristicas principalea. del caso
eatudiado.
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