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RESUMEN

Es frecuente que los trabsjos que tratsn sobre la solucidn de
Navier Stokes incompresible con elementos finitos usen interpolacién
de distinto orden para las velocidades y presiones, utilizando un
esquema de solucidn simultanea de ambos tipos de vsriables.

En este trabajo, tanto las presiones como las velocidades son
aproximadas con polinomios de igual orden sin por ello obtenerse modos
espurios de presién. Es implementado un esquema de resolucidn
desagregada de las ecuaciomes de cantidad de movimiento y de 1la
ecuacidn de continuidad.

Con propésitos comparstivos son presentados dos ejemplos
comunmente utilizados por otros sutores.

ABSTRACT

Frecuently the works desling with the solution of the
incompresible Navier Stokes equations by finite element methods use
mixed—order interpolation scheme. Also, pressure and velocities are -
often simultaneocusly obtained.

This paper presents an equal-order interpolation method thet does
not exhibit spurious modes. Mowentum and continuity equations are
solved by means of » segregated solution scheme.

Two examples used by a number of researches are presented for
comparison purposes.
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1. ECUACIONES QUE GOBIERNAN EL PROBLEMA

Les ecuaciones de movimiento a resolver son las de Navier Stokes
pora flujo leminar en dos dimensiones, que expresadas en coordenadas
cartesianas son:

du 3u P ., 3 , 2 3 ., du.
Ll " A T R~ R P U B ¢ )
dv v __ 3 3 . dv . B . 3V
""E"""B’;"ay*ax (uax)+3y(u3y) (2)

debiéndose ademds cumplir con la conservacidn de mass pars flujo
incompresible

2egl=0 3
2.  DISCRETIZACION DE LA ECUACION DE CANTIDAD DE MOVIMIENTO

La discretizecidn del sistems de ecuaciones se hace a pertir de
las veriables primitivas, presién y velocidad, sproximdndolas s traves
de funciones de forma bilinesles. Usando el método de Galerkin en la
forma usual en elementos finitos, Zienkiewicz [1], excepto para los
términos de conveccién, se llega a

Au = FY (4)

AveF’ (5)

u v aP 9P

donde F y F tienen en cuents los términos - x Y 3y

respectivamente.
2.1. Discretizacidn de los términos de conveccidn

Siguiendo el trabajo de Rice y Schnipke [2] se usa un método de
lines de corriente arribe pars la aproximacidn de los términos de
conveccidn.

Congiderando un fendmeno de transporte por conveccidn pura, es
decir Pe + = y considerando la ecuacién que gobierns dicho fendmeno
transformada 8 un sistems de coordenada coincidente con las lineas de
corrientes queda

9
ms-a%-o (6)

donde ug es la velocided sobre la 1lines de corriente, P es la
densidad y ¢ es el escslar transportado.

La ecuacidén de arriba establece que en susencie de otros tédrminos
el valor de ¢ permanece constante s lo largo de la lines de corriente.

Ls aproximacidn adoptads en este traba jo pera el término de
conveccidn es que

3¢ .

ms s = cte .. (7

la contribucidn al elemento se evalda
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K. ]

s B8 IAe W dA ®
pars lo cusl es necesario conocer L2 que se calcula 8 través de 1s
diferencia entre el valor de ¢ corflente arribas y el del nodo del
elemento, considerado corriente abajo, fig. 1. Se asume que 1la
locslizacidén del punto del contorno del elemento por donde se
"introduce” la 1linea de corriente esta en cuslquiera de los lados del
elemento que no tienen al nodo corriente absjo. Matemdticamente
diremos que un nodo estd corriente abajo cusndo

pu

~viAx +u Ay 20 9)
-y Ax++n; Ay+20 (10y
axt v
v 1
ay* 2 7 "
7
v o ~
7 - by
Fa2 7/
/7
/
/ 4
x"Yl '/ h
3 F; Fig.l: Identificacién del nodo corriente abajo.

Un elemento puede tener mis de un nodo corriente abajo o no tener
ninguno. Fig. 2.

L

-» I
) -
Figura 2: Posibles localizaciones de los nodos corriente abajo

S (8) se calcu_lnri como

A3 0048
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ﬂus .

T (-9 )fAe W dA 11
donde u, = J (u§'+ vf) (12)
y a, = JE-xH+ (T (13)

y X', Y'y ¢ se calculardn como

X' = (1-F).X; + (1-F)) X, + F, Py X, (14)
Y' = (1-Fp) Yy 4 (1-Fp) Y, + Fp Fy Y, (15)
' o= (1-Fp) ¢, + (1-Fp) ¢, + Fp Fpp ¢, (16)
siendo
Fp = Max [Min (F,/-F,, 1), 0] Qan
Fy = Max [Min (F,/~F;, 1), 0] : (18)
donde Fl= /® pudy ~ /2 pvax (19)
= fz’ pudy - fz’ pvdx (20)
F3= /' pudy - f} pvdx (21)
Fh= [} pudy - [ pvdx (22)

3.  DISCRETIZACION DE LA ECUACION DE CONTINUIDAD

Ya que tanto la presidn como las componentes de la velocided se
discretizan con funciones de forma bilineeles, Rice et.al [3],el
residuo de le ecuacidn de continuidad es planteado segin el método de
Galerkin, asi

du , 3v
Cc-—fAeW(‘g*'s-y-)dA (23)

3.1, Conversién de la ecuacidén de continuidad a presidn

La ecuacién de presidn resultante se desea que sea de segundo
orden, es por esto que (23) debe ser integrada por partes, luego

du , v
jAe "(3—x+-§;) dA-fs Hudy—fs Hvdx—f (—-u+— v) dA (24)
Las integrales de lines forman la condic16n de contorno natural,
las cuales serdn cero pars cualquier condicidn de contorno de pared.
Sin embargo, para contornos con salids o entrade de fluido estas
deberdn ser calculadas.

Sustituyendo las funciones de peso y discretizando la velocidad
en la integral de superficie de la derechs de la ecuacidn de arribes se
tiene

98;
i~ Ae x
3.1.1. Relacién entre velocidad y presibn

oN;
€ (u )+— m v) dA (25)

Para llegar a ls ecuacidn de presidn se debe establecer una
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relacidn de &sts con la velocidsd y luego reemplazar la misme por ests
relscidn en 1a expresida del residuo de la ecuacidn de continuided. La
relacidn sntes nowbrsds se obtieme 2 partir de la ecuscidn de cantidad
de movimiento globel. Asi expressndo (4) y (5) como

P

aiiui--taijnj-f‘vs;u,jli (26)
b
.iivi--}:‘aijvj-IAHg—;dA,:it‘i 2n
Suponiendo que ls 4 y _---a-!J son constantes dentro del elemento, (26) y
(27) quedan = W
)4
‘i - ﬁi - ti -a; (28)
P
vi = ’i - li a—’- (29)
donde sc us
ﬁi--g;i-l—i‘;l.jfi (30)
Bty
§m- A 4 (1)
Y o3 %
K = f 'rﬂe Ky dA/aﬁ, conectividad k = i global. (32)
Reemplazando (28) y (29) en (25) queds
.ol o (u. 00, -x 2y, M e -x 2P))1da (33)
Ve e B T i A A T~

Discretizando P y sepsrando la expresidn de arriba se obtiene
3Ni Ny Bli Bl!) 3Ni A aui 0 %
fAe[NjKJ. ('s-x—ja?-%FTy—Pde'fk(-a—;ﬂj j-Oa—y-!lj j)dA (34)

Integrando numéricamente com 2x2 puntos de Gauss y ensamblando en 1o
forma habitual queda

A P= F (35)

Es importante notsr que la ecuacidn de presidn resultante es
similsr s la de Poisson, sdlo que 1s expresida de arribe impone el
cumplimiento de 1a ecuacién de coatinuidsd. La metriz globsl A resulta
definida positiva y simétrica.

4. PROCESO ITERATIVO DE CALCULO
La secuencis de cdlculo es ls siguiente

8) Se eligen los valores de velocidades, pueden elegirse cero como
valores de pertida, y se calcula K (4) y (5)

b) Se calcule @y ¢ a través de las ecuaciones (30) Y (31) y X segén
(32)

c) Bassdo en estos 4ltimos valores se calcula A de (35) y st
corresponde, lss integrales de lines de (24), se introducen las
condiciones de comtorno de velocided,segun el pto. 5, v les de
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presidn, obteniendo asi F de (35). Resolviendo el sistems de
ecuaciones se conocerdn las presiones nodales.

d) Con dichas presiones y @& y ¥ se actualizardn las velocidades a .

través de
a 1 k)4
YUY T e e ax A (36)
1 oP
vi-ei-;;-'i- f"s;dA (37)

e) Sé calcula la matriz K ecusciones (4) y (5), luego se efectuen dos
veces la serie de calculos descritos en b)) a e) o si ya se han
efectusdo se calculen FUy FV de (4) y (5). Resolviendo el sistema
de ecuaciones se obtiene u y v retornando & b para comenzar uns
nueva iteracidn.

5. CONDICIONES DE CONTORNO

Las condiciones de contorno de velocidsd son aplicedas
directamente a la ecuacién de presidn restringiendo asl el campo de
presiones. En todos los casos donde 1la velocidad esté impuesta ésta no
aportard ecuascién a 1la cantidad de movimiento. En la ecuacién de
presidén 4 , ¥ deberdn tener el mismo valor que las velocidades
impuestas , mientras que, en ese caso K debe ser cero. Se debe
ademds calcular las condiciones de contorno natural donde hava entrada
o salida de fluido (integrales de linea de la ecuacidn (24)). En este
ultimo tipo de contorno se considerard nulo el gradiente de velocidad.

6.  RESULTADOS

El primer ejemplo es el desarrollo entre placas paralelas
separadas por la unidad de medida. L2 malls generada es estructurada y
cuenta con 14 elementos entre las placas, con un total de 375
elementos. La velocidad de entrada es uniforme a partir del primer
nodo mds cercano a la psred, mientras que en la salide se impuso
presidn constante.

Se comparsn los resultados con los obtenidos por Gosman et al [4]
para un Reynolds de 150. En 1la fig.3 se muestra la evolucidn de la
relacidén entre 1la componente u en el centro del conducto y la
velocidad pistdn de ingreso, con la distancia al borde de entrada. La
velocidad pistdn se calcula teniendo en cuents la distancia 8 la pared
del nodo mds cercano s la misma y la velocidad impuests sobre &1, Los
resultados son practicamente coincidentes con los de Gosman.

El segundo ejemplo es el flujo entre placas parslelas una de las
cuales se separa bruscamente aumentando asi su separacidn. La malla
generada, fig. &4 tiene 1350 elementos y 1435 nodos. Los resultados son
comparados con los del trabejo de Armaly et al {5], donde se indica
que este ejemplo es susceptible a la aparicidén de modos espurios. Las
condiciones de contorno son de no deslizamiento en las paredes, flujo
desarrollado a la entrads y presidn constante & la salida. Tanto la
entrada como la salida esten suficientemente alejadas de la expansién
bruscs. En 1a fig. 5 se observan las lineas de igual presidn, mientras
que en la fig. 6 las Lineas de corriente y la magnitud de la zona de
recirculacién son obtenidas para un Reynolds de 200. Los resultados
estan muy cercanos a los informados por Armaly et sl.
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13 ELEMENTOS FINITOS

GOSMAN

1.2
u/up u : VELOCIDAD EN EL CENTRO

up: VELOCIDAD PISTON

1.1

Figura 3: Pvolucifn de las velocidades en el centro del conducto en un
flujo en desarrollo.
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7.  CONCLUSIONES

De acuerdo & los resultados obtenidos, esta formulacidn, que
utiliza funciones bilineales para aproximsr presiones y velocidades, no
presenta modos espurios de presién. Hasta el presente el programs
trabaja con un sistems de resolucidn de ecuaciones directo. Sin embargo,
es bien sabido que las estrategias secuencisles son mis sptas pars
combinarse con técnicas de resolucidn iterativas. Con el fin de lograr
mayor eficiencia computacional, se estd trabsjendo en una nuevs versidn
del programs que utilice un sistema del tipo Geuss-Seidel linea a linea.
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