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Es frecuente que los trabajos que tratan sobre la solucilm de
Navier Stokes inca-presible con elementos finitos usen interpolaci6n
de distinto orden para las velocidades y presiones, utilizando un
esquema de soluci6n st.ultanea de ambos tipos de variables.

En este trabajo, tanto las presiones como las velocidades son
aproximadas con polinomios de igual orden sin por ello obtenerse .ados
espurios de presiOn. Es i.plelllentado un esqueu de resol uci6n
desagregada de las ecuacioaes de cantidad de -avimiento y de Is
ecuaci6n de continuidad.

Con propOsitos comparativos son presentados dos ej_plos
comunmente utilizados por otros autares.

Frecuently the works dealing
incompresible Havier Stokes equations by
.ixed-order interpolation sche.e. Also,
often si.ultaneously obtained.

This paper presents an equal-order interpolation methocl that does
not exhibit spurious modes. Koment~ and continuity equations are
solved by means of a segregated solution scheme.

Two exa.ples used by a number of researches are presented for
comparison purposes.

with the solution of the
finite element methods use
pressure and velocities are



Las ecuaciones de movimiento a resolver soo las de Havier Stokea
pera flujo laminar en dos dimensiones, que expresadss en coordenadss
eartnianss son:

au 3u 3P 3 3!-. 3 3u
po ax + Pv 11- - ax + ax (11ai' + 3y (113y)

3v 3v 3P 3 3v 3 3v,po - + pv - • - - + - (11-) + - (11-/h 3y 3y 3x 3x 3y 3y

debi'ndose ade"s cllllplircon la cODServaeic!lode u.. para
iJleoapresible

3u + 3v • 0
3x 3y· .

DISCRETIZACION DE LA EClJACION DE CANTIDAD DE tl>VDfIENTO

La discretizscic!lndel sistema de ecusciones se hace • partir de
las variables primitivas, presi6n y velocidsd, aproximAndolas • traves
de funciones de forms bilineales. Usando el metoda de Galerkin en 1.
forma usual en e1_tos finitos, Zienkievicz [IJ, excepto para loa
t'rminos de convecci6n, se Ileg. a

donde pU Y pv
respectivamente.

(4)

(5)

3P elP- ax :y -ay

Siguiendo el trabajo de Rice y Schnipke [2J se usa un metoda de
linea de corriente arriba para la aproxiucic!ln de los t~rminos de
conveccic!ln.

Considerando un feno-eno de traDsporte por convecct6n pura, es
decir Pe + m y considerando la ecuaci6n que gobierna dicho fenbmeno
transformeds a un sistema de coordenada coincidente con las lineas de
corrientes queda

po 3~. 0s CIs
donde uses la velocidad sobre la linea de corriente, P

densidad y ~ es el esealar !=ransportado.
La ecuacic!lnde arriba establece que en ausencia de otros t~rminos

el valor de • permanece constante a 10 largo de 1. linea de corriente.
La aproxiucic!ln adopteda en este trabajo par. el t'rmino de

conveeeiOn es que
pu !~.cte

s "s



Pus ~ 1". W ciA (8)

para 10 cue1 ea Dec:eaarioconoc:er ~ que Be c:alcula a trav6a de 18
diferencia entre el valor de • corr!ente arriba 1 el del nodo del
elemento, considerado corriente abajo, fig. 1. Se asWDe que la
loc:el1zacil>n del punta del contorno del elemento ,or dOllde se
"introduce" Is linea de corriente ests eDcualquiere de loa lados del
elemento que no tienen al DOdo corrieDte abajo. Met_tic:a_te
direJl108que un DOdoeatA c:orriente abajo cuaDdo

-y I t:a.- + u I Ay- ~ 0

-.1 t:a.+ + Ul Ay+ ~ 0

VI

(9)

(lOr

Un elemento puede tener us de un nodo corriente sbajo a no tener
ningUDo.Fig. 2.

Fiaura 2: Posillles loc:&lizacioDes cle loa DOdoscorriente abajo
:. (8) se celeul.d como



PUs
7i8 (+1 - +')1 Joe W dA (11)

(12)

(1J)

J (u~+ v:>,
J<XI-X:)2 + (YI_Y')Z

X' • (1-Fp).I2 + (l-Fn) X_ + Fp Fn X,

Y' • (l-Fp) Y2 + (l-Fn) Y_ + Fp Fn Y,

+' • (l-Fp) +2 + (l-Fn) +_ + Fp Fn +3
Fp • Max [Min (F1/-F2, I), 0]

Fn • Max [Min (F_I-F3, I), 0]

Fl. 12 Pudy - 12 Pvdx
1 I

F2. 12
3 Pudy - !z3 PVdx

FJ- f3- PUdy - 13- Pvdx

FIp, f~1 pudy - !,I pvdx

(14)

(15)

(16)

(17)

(18)

(19)

(20)

(21)

(22)

Ya que tanto Is presibn como lss componentes de la velocidsd se
discretizan con funciones de forma bilineales, Rice et.al [J],el
residuo de la ecuacibn de continuidad es planteado segdn el metoda de
Ga1erkin, asi

£ • _! w (au + av) ciAc Ae ax ay
3.1. Conversibn de Is ecuacibn de continuidad s presibn

La ecuacibn de presibn resultante se desea que sea de segundo
orden, ea por esto que (2J) debe ser integrada por partes, luego

f au av aw aw
.L w (-;:;-+ -;:;-) ciA • f Wudy - f Wvdx - I

A
(-;:;- u +-;:;- v) ciA

"e oX oy sSe oX oy

Las integra1es de linea forman 1a condicibn de contorno natural,
las cuales serAn cero para cualquier condicibn de contorno de pared.
Sin embargo, pars contornos con salida 0 entrsda de fluido estas
deberAn ser cslculad35.

Suatituyendo las funciones de peso y discretizando Is velocidsd
en 1a integral de superficie de Is derecha de Is ecuacibn de arriba se
tiene

aM· aN'
Ei • f Ae a: (Hj uj) + ay1 (Nj Vj) ciA

3.1.1. Re1acibn entre ve10cidad y presibn



relac1t\n de nte COlIt. ftloc1dad J lueso ..-p1ezar 1•• i_ ,or uta
ret.c1bn en 1. expree111adel reaiduo de 18 ecuacilla de contina1dM. La
relacibn antee nc.brada Be obtieRe • partir de 1. ecuacibn de cantidad
de -ovillieDto globe1. Ast expreundo (4) '1 (5) co.»

aii oi • - ~ aii ui - f •• V :: cIA, i ~ i (26)
J

-ii ·i • - ~ aii vi - JAw ~; cIA, i ~ i

Su~iendo que I. :: y ~.~ IIODCODStanteedentro del e1_to,
(27) qaeda. "7

(27)

(26) J

(28)

(29)

~. u'G, - - I .:u......:J. , j ; i
1 j •.••

aH~; .J. l'9.• - I ~ , j ~
1 i aii

(30)

(31)

1:•• I f
L

J(•• Wa." conectividad It :: i global.
1 e •••••• U

ieellplazaDClo(28) J (29) en (25) queda
aNi ap 3Ii ilP

£i· -JAe[ax (lfj{Gj-Kj ilx}>+a:<lIj{9j-l:j ily}»cIA

Diacretizando P '1 separando la expresibn de arriba Be obtiene
aN. ilNx ax. aML aN. ilN.

J£ [N.JL (~~+ ~1 -"-,,,"}PkdA.f •. (~.G.~.O.)cIA (34)
'-e J J oX 0" V7 oy _ oX J J oY J J

Integrando n_riC8llellte COB 2x2 puntos de GeIlBS'1 eD88mblandoen 18
forma habitual queda

Es importante noter que la ecaacibn de presibn resultente es
simler a Ie de Poissoa, 8610 que 1a expreai6D de arriba U1poDeel
clIIIlpliaiento de la ecuac1bn de COBtinuidad. La _tru global" results
definida positiva '1 s~triC8.

La aecueac:1ade cUculo es t. siguiente

.) Se eligen 108 valoree de valocidadee, pued. e1ea1rae cera Co.)
valore8 de partidll, 'I Be calcula I (4) '1 (5)

It) Se calcu1e • 'I t. trun lie 1a. ecUKiones (30) 'I (31) 'I I sePa
(32)

c) lla88do en estOll Uu- _loree Be calcula It de (35) J 81
corresponde, 1_ iDtearB1- de 11_ de (24), •• iatrodlKCII 11.
c_dicionea lie COIItonaolie ve1oc:1W.aea- el ~. 5. 'I 1.. de



presi6n. obteniendo as! F de (35). Resolviendo el sistema de
ecuaciooes se conocerAn las presiones nodales.

d) Con dichas presiones 1 6 1 ; ae actualizarAn las velocidades a .
traves de

y•• 9i rw ap dA (37)
1 aii ay

e) se calcul. la matriz X ecuaciones (4) 1 (5). 1ue80 se efectuan dos
veces 1. serie de c.lculos descritos en b) • e) 0 si ya se han
efectuado se calculan FU y FY de (4) 1 (5). Resolviendo el sistema
de ecuaciones se obtiene u 1 v retornaodo a b para comenzar una
nueva iteraci6n.

Las condiciones de contorno de velocidad son aplicadas
directamente a la ecuacion de presi6n restringiendo as! el campo de
presiones. En todos los casos donde la velocidad este impuesta esta no
aportad ecuacibo a la cantidad de DIOviJaiento. En Ie ecuaci6n de
presiOn u • v deberAn tener el mismo valor que las velocidades
impuestas • mientras que. eo ese caso I debe ser cero. Se debe
ademas calcular las condicionea de contorno natural donde haya entrada
o salida de fluido (integrales de linea de la ecuaci6n (2A). En este
ultimo tipo de contorno se cODsiderarA oulo el gradiente de velocidad.

El primer ejemplo es el desarrollo entre placas paralelas
separadas por la unidad de medida. La malla generada es estructurada y
cuenta con 14 elementos entre las placas. con un total de 375
elementos. La velocidad de entrada es uniforme a partir del primer
nodo mAs cercano a la pared, mientras que en la salida se impuso
presion constante.

Se comparan los resultados con los obtenidos por Gosman et al [4]
para un Reynolds de ISO. En la fig.3 se muestra la evoluci6n de Ie
releci6n entre la componente u en el centro del conducto y la
velocidad piston de ingreso. con la distancia al borde de entrada. La
velocidad piston se calcula teniendo en cuenta Ie distancia a la pared
del nodo mAs cercano a la misma y Ie velocidad iJapuesta sobre el, Los
resultados son practicamente coincidentes con los de Gosman.

El segundo ejeuplo es el flujo entre placas paralelas una de las
cuales se separa bruscamente aumentando asi su separaci6n. La Ilalla
generada. fig. 4 tiene 13SO elementos y 1435 nodos. Los resultados son
comparados con los del trabejo de Armaly et al [5]. donde se indica
que este ejemplo es susceptible a la aparicion de modos espurios. Las
condiciones de contorno son de no deslizamiento en las paredes, flujo
desarrollado a la entrada y presi6n constante a la salida. Tanto la
entrada como la salida estan suficientemente alejadas de la expansion
brusc •• En Ie fig. 5 se observen las lineas de igusl presion, mientres
que en la fig. 6 188 Lineas de corriente 'i la magni tud de Is 20na de
recirculacibn son obtenidas para un Reynolds de 200. Los resultados
estan muy cercanos a 10s informados por Armaly et al.



ELEMENTOS FINITOS
GOSMAN

u : VELOCIDAD EN EL CENTRO
up: VELOCIDAD PISTON

Figura 3: Evoluci6n de 1•• velocidade. en el centro del conductG an Ull

flujo en desarrollo.
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De acuerdo a 105 resultados obtenidos, esta forwulaci6n, que
utilize funciones bilineales para aproxiaer presiones J velocidades, no
presenta IIOdos espurios de presic\a. Hasta el presente el prograll8
trabaja con un sistema de resoluci6n de ecuaciones directo. Sin embargo,
es bien sabido que las estreteaias sec:uenciales son us sptaa pars
combinar~e can tecnicas de resolucibn iterativas. Con el fin de loarar
mayor eficiencia computacioosl, se estJ trabajando en una nueva versi6n
del programs que utilice un sistema del tipo Geuss--Seidel linea a linea.
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