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Se presentan los fundamentos llate.6ticos 7 la
discretizaci6n nUll6rica de un Ilodelo de propagaci6n de
olas. el cual incluye los efectos de refracci6n y
difracci6n en forlla cOllbinada y la interacci6n de las
olas con las corrientes. La ecuaci6n diferencial. de tipo
ellptico. es simplificada por medio de la aproxillaci6n
parab6lica. Se presentan resultados de pruebas. los
cuales se cOllparan con valores Iledidoa. aoluciones
anallticas y otras soluciones nUID6ricas. Se estudian los
alcances del modelo en problemas Que se apartan de las
hip6tes is de la aproxillaci6n efectuada. Se describe una
aplicaci6n del modelo al estudio de la propagaci6n de
olas en un rio, las cuales son producidaa por los
dispositivos de erogaci6n de un embalse

The Ilathellatical basis and tbe numerical
discretization of a wave propagation model are presented.
It includes the cOllbined effect of refraction and
diffraction and takes into account wave-current
interaction. The eliptic differential equation is
sillPlified usina the parabolic approzimation. Results of
tests are presented and compared with ezperiaental
values. analytical solutions and with other nUllerical
solutions. The lIOdel behaviour is studied in problemswhere 8o.e of the model hypothesis are not satisfied. A
case study is presented in wbich waves generated by a dam
spillway are propagated downstreall.



El conocimiento del clima de olas en zonas costeras
es de sUlla importancia en Ie prtlctica ingenieril
(construcciOn y Ilantenlmlento de puertos. obraa de
defensa costera. etc). En general. se distinguen dos
aspectos que se estudian en forllaseparada. Por un lado
la generaciOn de laa olaa par el viento en laa zonas
profundas del liarY por el otro su propasaci6n hacia la
costa. Al propagarse. la disminuci6n de profundidad
transforma el oleaje cambiando la direcci6n y altura de
las olas a trav6s de procesoa de refracciOn y bajio. 5i
la batimetr1a es irregular el efecto de difracci6n
tallbi6nse torna illpartante.debiendo reaolverse en forma
conjunta con la refracci6n. Adem's. si existe una
corriente de baae sobre la que se propagan la8 01a8 e8
necesario tener en cuenta el efecto de la aisma aobre el
oleaJe.

La formulac16n matemtlticadel problema ae basa en la
teor1a lineal de olas de pequena amplitud de tipa
armOnico. La soluci6n del problema 6e describe a trav6s
de un potencial de velocidades ~ que sati6face la
ecuaci6n de Laplace. Eato resulta de suponer que el
flu1do ea ideal y au movimiento irrotacional. En el
problema f1sico. el desarrollo de la vorticidad debido al
oleaje 6e encuentra restringido a una peQuena capa
cercana al fondo. por 10 cual la hip6te8i8 de
irrotacionalidad es aceptable.
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En la fig. 1 se define el sistella de coordenadas
empleado y se presenta un corte vertical del problema
donde se indican la profundidad h medida desde el nivel
medio del agua (MMA) • la sobrelevaci6n instantanea l'I
definida como la diferencia entre el nivel de la
superficie libre y el nivel medio y la allPl1tudA del
oleaJe. Para el caso en que el fondo ea horizontal. y en
ausencia de corrientes. la soluciOn leoeral, en notac16n
cOIlPleja.ea de 18 forae (1)
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donde W es la pulsaciOn del oleaje. L el tiempo. it es el
potencial plano reducido al NHA que satisface la ecuaci6n
de Helmholtz

y el factor de modulaciOn vertical de ampli tud ~ se
obtiene a partir de la relaci6n de dispersi6n

W
Z = If ~ tanh (~ h) (3)

La amplitud del oleaje est' relacionada con el
potencial plano reducido a trav6s de la f6rmula

A = (,,)III
If

Cuando el fondo no es horizontal y existen
corrientes. en la medida que la variaci6n espacial de la
profundidad y de la6 corrientes 60bre distancias del
orden de la longitud de onda sea pequefia. es posible
plantear para el potencial ~ una forma como la de la Ec.
(1). Despreciando efectos disipativos. Booij (2] ha
desarrollado. partiendo de una formulaci6n variacional.
una ecuaci6n de olas que contempla loa efectos combinados
de refracciOn y difracci6n causados por la variaci6n de
la profundidad. incluyendo alas corrientes. De hecho. se
asume que el campo de velocidades es conocido.
despreciandose el efecto del oleaje sobre las corrientes.
Para el caso de un oleaje monocromstico y en eatado
permanente. resulta la silfuiente ecuaci6n de tipo
el1ptico :

aZ = If ~ tanh(~ h)

La pulsaci6n relativa a la corriente a est'
relacionada con w. la pulsaci6n absoluta del oleaje. a
trav66 de la 6iguiente relaci6n (efecto Doppler) :



siendo ~ e1 vector nu.ero de onda (~ = ~, donde S ea la
faae del potencial .) y ~ 1a ve10cidad media aobre la
vertical de 1a corriente (de cOllponentea 0 Y V seeun x e
y respectivamente).

11 coeficiente a de 1a Ee. (") resul ta igual al
producto de las celeridadea de faae y de grupo re1ativaa
a la corriente, y ae puede expreaar co.c :

sinh (2'01) + ~
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Z

!I( ( cosh ("b»)
La primer eeuaciOn de olas que contellPlO en forma

conjunta el fen6meno de refracci6n y difracci6n
combinadaa fue presentada por Berkhoff [3], y ea un caso
part.icular de 1a Ec. (4) cuando ~ = 0, resultando

La obtenciOn de solueiones nUll6ricas a partir de la
Ie. (4) no resulta una tarea sencilla cuando el dominio
de c61cu10 es extenso. en relaei6n a la longitud de onda
prolledio en 1a regi6n. Dna de laa opciones de
diacretizaci6n m'a directaa, teniendo en cuenta el
c'racter e11ptico de dicha ecuaei6n, es el m6todo de loa
elementos finitos. In el LHA se ha desarrollado el
programa DIFRAC [4], orientado al estudio de la aeitaci6n
en puertoa, que reauelve la Ec. (8) utilizando dicho tipo
de t6cnicas. Teniendo en cuenta que se requieren
aproximadallente 10 nodos por longitud de onda para
alcanaar una buena precisi6n en los resultados, la
experiencia acumulada en euanto a requerillientoa de
Delloria y tiempo de c6lculo deter.ina que ea razonable,
en los equipos usua11lente disponibles en nuestro medio.
trabajar con dominies del orden de hasta 10 longitudea de
onda de lado.

Dna alternativa para resolver dominios mayores fue
propuesta por Radder [5]. quien utili.z6 la aproximaci6n
parabOlica para aplicar la Ee. (8) a problemall en zonas
costeras (ver m's abajo). De esta forma lie logra
transformar un problema, originalilente de naturale.za
e11ptica. en otro de tipo parabOlico. Dieho de otra
foraa, ae 10 convierte en un problema de valores
inieiales. siendo 1a onda ineidente la eondici6n in1cial.
Si para diseretizar un dominio cuadrado se uti Hun N
nodos por lado. resolver el problema de tipo el1pt1co



involucra un siste.. lineal de orden .t, Ilientras que
para el caso parabo1ico se t.rata de N sistellas de orden
N. De esta forlla es posible encarar estudios de
propagaciOn de olas sobre diatancia. del orden de 10 a
100 longitudes de onda.

Para distancias ••yores, a6n resultan indispensables
los Ilodelo. de refracciOn pura, ya sean loa baaados en el
Ililtodode loa rayos [6J (que aurae de aplicar el ••todo
de 1as earacteriaticaa), 0 loa que utilizan una
forllulaciOn directa (7J.

El D16todo .i. ricuroso para parabolizar se baaa en
el hecbo de que 1a ecuaci6n diferencial

puede part.irse en forma exact.a en una onda progreaiva y
una regreaiva (producto de reflexionea y Macat.teriqM
inverso)

".,+
( r ::}1Iy= +., + <II = .,:-=-t r

£1 procedimiento para parabolizar con.iste.
entoncea. en transformar una ecuaci6n dada en una forma
10 Ililscereana poslble a 1a de la Ec. (9). 10 cual no
slempre puede hacerse en forma exacta. Por ejemplo. para
apliear el procedimient.o a la ecuaci6n de Helmholtz

"z "z_~ + r + lZ •• = 0
Ihcz IIyz

se propone que (I = III ••• eliaiendo III y r tales que la,
Ees. (11) y (9) sean equivalentea. Resulta que r = Ill.

siendo III el siauiente operador seudodiferencial

Teniendo en cuenta que .,+ = III •• : y reellplazando en
la primera de las ics (10), result..



y expre8ando loa operadoree con 10e dos pr1meroe t6rm1nos
de au desarrollo en serie de pOtencias 8e obtiene la
aprox1maci6n parabOlica buecada

La Ec. (14) plantea un problema de tipO parab6lico
para la onda procreaiva ~: ein.tener en cuenta la parte
regreaiva. habiendo de8aparec1do, entonces. laa derivadas
de segundo orden reapecto de y (per.anecen en cambio.
derivadaa de primer orden). La aprox1.aci6n efectuada es
valida en la lIedida que

1:::+1 « JJCz~+1
Para problemas con corrientea 1I0deradas reaulta

razonable ,aunque no necesario para el desarrollo que
algue. que en 1a ecuaci6n de olaa _con c~rrientes. Ec.
(4), ae deaprecien 108 t6rminoa con V.g y g re6ultando

t !K(a!K)Z I + t P (a!K) 2 Nt ( 18 )
2

Esta ecuacion diferencia1 se usa cuando la onda
regresiva no es impOrtante 7 e1 o1eaje tiene una
direccion privlleglada de propacacl0n (que ae cons1dera
coincidente con la dlrecci6n y), en cuyo caso ea v'lido
conaiderar que

Para resolver el problema planteado per la Ie (18)
sobre un dominio espaclal rectangular ID abierto en la
direccion y, (fiC. 2). 8e requiere de condicionea



lnlciales y de contorno. Se entlende. en este caso. por
condici6n inicial al potencial

.OC)O = 4?,.:y=yo.

que representa al oleaje incldente.
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Desde el pUnto de vista ingenieril es necesario que
los contornos del dominio de cAlculo (x = cte.) cumplan
diversas funciones. por ejemplo. simular loa efectos que
sobre el oleaje producen distlntos tipos de estructuras 0
accidentes geogrAficos (escolleras, playas • etc ) 6
deliaitar una zona de int6res (contorno matemAtico).
Istoll objetivos se pueden cumplir en forma aproxlllada.
con condiciones de tipo Heumann :

".h = (alt cose t

donde k es el _6dulo del vector nO_ero de ondas del
oleaje (el cual coincide con ~ cuando la onda es
10calment.e plana) • ea y ez los Aneulos que el _ismo
forma con el eje x en los bordes correspondientes. y a un
coef1c1ente (se 10 tOlla real) que var1a entre 0 y 1.

Estructuras alineadas con el eje y se pueden
representar en forma directa asignando a a un valor que
cuant1f1que el porcentaje de energ1a absorbida por la
81sma. que depende fundamentalmente de sus
caracter1sticas constructlvas. 11 valor a = 0 representa
reflexi6D tot.al.En el caso en que exista absorci6n se
necesita conocer el Angulo de incidencia sobre el borde.
pues de 10 contrario se producen reflexiones indeseadas.
Para el caso de incldencia aproxilladamente norllal se
pueden utillzar dlversas aproximaciones que no requieren
del conoclmient.o de e.

Para delimitar el dOllinio de c61cul0 se puede
definir un cont.orno aatellAtico tranaparent.e •. a = O. en



una region donde ee pueda conaiderar que 1. batilletria
eea reeular y aolo depende de y, en cuyo caso es po81ble
calcular el 6ngulo en funciOn de la profundidad [8].

1:1 pot.encial .• puede expresarse en funcion de la
amp1itud ~ y de la faae S de la siguiente manera

En el caso de una onda propac6ndose 8e.6n la direcciOn Y
sobre un tondo horizontal y considerando nula la fase
~n1cial. ae t1ene que S = ~ y, donde ~ se obtiene de la
relaciOn de dispersion a partir de la profundiad. Ahora,
al, en general, se define a

donde ~ ae define a partir de la profuncidad local
representativa en la direceion y, la derivada parcial de
•• rospecto de y

::- = [~ + (A (:; - !Ko)] ~i{S-!KoY)

Entoncea, dado que la diforoncia entre 5 y ~y os pequena
(ai se eumplen las hipotesis efeetuadas al parabolizar),
la variaciOn de ~l COD respeeto a y e8 eas1 tan suave
COIIO la de su amplitud. Desde el punto de vista nUIl6r1eo,
dlacretizar una variable con variaeiOnes .68 suave8
lmplica reducir el error de truDeamiento. Por esta raz6n,
eD la8 ecuaciones a resolver se uti11z0 la 8ustitueiOn
indlcada en la Ec (23) y se efectuO la d1acretizaci6n
sobre la nueva variable. En los resultados de en8ayos
nua.ricos realizados para el caso de fondo plano
trabajando con t, 0 sea !Ko = 0, se obtiene que la
allplltud es constante pero la distanc1a entre 11nea8 de
fase se aparta en un 3 ~ de la longitud de onda A = 2nr-K
usando un paao Ay = A/10 mlentras que este error es nul0
cuando se utiliza el valor de !Ko antes sugerido.

La d18cretizaci6n del problema se
d1ferenc1as finitas centrad as en
lncluyendo las condiciones de borde
Crank-Nicolson para avanzar en la
ecuaciones obtenidas son de la forma

.-(!KoAY{.~"0 + fL+l P + .L+l Q} =
J-l j-l J-l

efectu6 utilizando
1& direcci6n x
y el esquema de

direcc16n Y. Las

(25)Qo}



La mol~cula de c6lculo se muestra en la fig. 3. La
aplicaciOn reiterada de la Ie.(25) permite, a partir de
los potencialea de la fila i construir un siatema de
ecuaciones de aatria de coeficientes tridiagonal para
obtener los potenciales de la fila i+1

En esta etapa ae efectuaron pruebas del modele para
8itu&cione8 8in corrientea [9].

La primer prueba es pricticamente un estindar para
este tipo de model08. 5e trata de un problema de
refracci6n y difracci6n combinada. debido a una fuerte
variaci6n batim~trica. Ista es una protuberancia de forma
ellptica aobre un fondo plano tal como ae muestra en la
fig. 4. Esta conficuraci6n fue ensayada en un modelo
f1sico [10] efectuindose mediciones de ampH tud y faae
del oleaje. 10 cual permite verificar loa resultados
obtenidos numericamente. In la fie. 5 se observan l1neas
de isoamplitud relativa obtenidaa a partir de mediclones
efectuadas en laboratorio (fie 5.a) Y de valorea
calculados numericamente (figa 5.b y 5.c). present6ndoae
tambian resultados obtenidoa por otros autores con
modelos similarea [11]. La fig 6 muestra la amplitud
relativa sobre un corte del doainio. 5e observa con
claridad que el acuerdo en general ea bueno; sln eabargo
se aprecian discrepancias que se deben al caracter lineal
del modelo utllizado tal como 10 confiraaron l1rby y
Dalrymple [12] al considerar efectos no lineales.

La segunda prueba consiste en un problema de
difracci6n pura provocada por la presencia de un
obsticulo. 5e trata de un espig6n seai-infinito
totalmente reflejante. atacado por un frente de olas de
orientaci6n arbitraria. que se propaca sobre un fondo
plano. Iste problema tiene aoluci6n anal1tica [13]. la
cual se expresa en tarainos de las inteerales de Fresnel.
que pueden evaluarse numericamente en baae a un
desarrollo sobre laa funcionea de Bessel de priaera y
segunda especie [14]. Al difractarse. la direccion de
propagaciOn del frente de olas puede aleJarsc
sustancialmente de la direcci6n privilegiada de
propagaciOn, con 10 cual se violenta una hipoteaia bisica
de la aproximac16n parab6l1ca. 11 objetivo de esta prueba



ea el de cuantificar el error cometido y obtener
criterioa pr6cticoa en cuanto a 1& confiabil~dad de loa
reaultadoe obtenidoa.

In una priller serie de en8ayoc ae ubic6 al espig6n
en forma loneit.udinal al dOllinl0 de calculo. 0 aea
paralelo a la direcc10n Y. y ae var16 el anrulo e entre
la normal al frente y la dlrecc16n del espig6n. En la
fig. 7 se presentan laa l1neaa de lsoamplitud relativa
obtenidaa a partlr de loa resul tadoa nUlll6ricoa )[ de la
soluci6n analitica para & = 20· y 45". En el primer caso,
y tambitn para valorea lIIenoreade e. ae observa que el
acuerdo ea bueno. Al aUllentar & la precisi6n de 10s
resultados e8 menor puditndoae conaiderar que 81 segundo
ca80 presentado repreaenta el 111lite hasta el cual son
aceptable8 los resultados deade el punto de viata
lneenieril.

In la segunda serie de ensayos. el espig6n 8e ublc6
en forma transversal. 0 aea paralelo a la direcci6n x, y
se tOll6 & = 90". Kato genera una situaci6n mucho m4s
deafavorable para la aplicaci6n del model0 puts frente al
espig6n. laa olaa ae propagan en forma normal a la
direcci6n privilegiada por la aproxillaci6n parab6lica.
Adellas. sobre el espig6n se illPus6. adopt4ndo un criterio
heur1atlco. 1a condic16n de lmperlleabilidad

H~ = 0 (26)
que nuevallente viola en forma local 1a hip6tesis de
parabo1izac16n. En la fig 8 ae presentan laa Uneas de
iaoamplitud relativa. donde se observa una zona de
deaacuerdo frente al eapig6n. la cual puede delillitarae
con una linea que parta defde la PUnta del eaplg6n y
forme un aneulo de aprox. 30 con el lIialIO.En la fig. 9
ae preaentan laa allplitudea relativas sobre un corte
transveraal ubicado a 4 longitudea de onda del espig6n.
se observa que fuera de la zona lIencionada el acuerdo es
satiafactorio. En lafig. 10 ae preaentan laa l1neas de
fase que describen un c14s1co patr6n de difracci6n. la
pequefta diacrepancia que ae aprecia en la figura se debe
al error de truncalliento que se lIIanitestaen la longitud
de onda. )...produciendo un desfasaJe aculDulatiVo entre
loa frentea de onda.

11 problema ingenlerll que IIOtiv6 este desarrollo
fue el edtudl0 de la propagaci6n en un rio de laa olaa
producidas por la operaci6n de loa vertederos ubicados en
el centro de una presa conatruida sobre 61 1I1s1l0. En
particular. interesa la deterlllinaci6n de la amplitud del
oleaje y au direcci6n en 1& zona pr6xima & las 114rgenea
del r1o. latoa datos reS'lltan importantes para estudiar
el proce80 de ero8iOn de 1&& 11I1rgenesdel Rio Uruguay
aeuas abajo de 1. pres. de SaIto Grande.



5e presentan los resultados de un ensayo num6rlco en
el cual se caracteriz6 el problema descripto. La fig. 11
muestra a traves de un corte transversal la cot a de fondo
utilizada en el ensaYo. 5e adopt6 una condici6n de
simetria en el eje del r10 y una condici6n de borde
similar a la del espig6n transversal permiti6 simular la
presa, no consider6ndose en esta etapa los efectos de laa
corrientes. Para el ensayo nUll6rico se utlliz6 un oleaje
de 7 segundos de per1odo .pasos de discretizaci6n
espacial Ax = Ay = 5 II. En la fig. 12 se preaentan laa
l1neas de iS08l1plitud relatlva Y en la flg. 13 las l1neas
de fase.

La metodolog1a utilizada en el modelo presentado
constituye una aternativa v6lida para el estudio de la
propagaci6n de olas teniendo en cuenta 10s efectoa de
refracci6n y difracci6n en forma combinada en regiones
relativamente extenaaa. Las pruebas efectuadas lIuestran
que la distorsi6n de los resultados en aquellaa zonas
donde no se cUllplen las hip6tesis de la aproximaci6n
parab6lica no contamina el resto de 1a s01uci6n. 10 cua1
proporciona una mayor flexibilidad para la utilizaci6n
del modelo.
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