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Los e1"ect.os de cont..act.o y t"ricci6n SE' pre_nt.an .n un
vast.o numero de problemas en ireenier1 a. Se cWst.acan. pol'
su import.ancia. loa procasos de conCol'MaCi6n mecanica.

En esi.e t.rabajo s. describe la f'o••mu1acl6n de un
alcorit..mo que permit.. conaiderar 108 .rect.os de cont.act.o
unilat.el'al y I"riccl6n de una •••••••nci. r1 ••ida que
prescribe desplazamient.oG sabre \1ft cuerpo nexible. donde
cUcba8 r-est.l'icciones son impuest.-a. emp1eando 81 met.odo de
laa Tuncione. de penalidad .

Se ."ponen par ult.imo dos ••jemplos numeric.:os y se
mencionan a1••unaa de las dU"icuJt.ad&s ehCOnt.rad.:ia;:.n la
impJ..-ment.aci6n COMput.aciona1.

Et"f'ect.s at" cont.aet. and f'ri.:t.ion ;,Are PNtSMnt..i. many
enc:lneerinc prob1e_ such as 1'01' ex.uaple in _t.al f'ormine
proce_.

An alcorit..hm U-t. ac::count..s1'01" t.he \UUlat..ral cont.act.
wit..h rrict.ion el't'.ct. or a riC1<:l surr_ wit..h
pr •• croibed disp~_nt. on a t'»ld.bJe body ..unc t.he
penalt..y runct.ion approach is described in t.his wOK.

Two
difficuJt.ies
indicat..ed.

ftUm8l"ical
in t..he

included and
imple~t.at.ion



Uno de loc mecanismos: ba.icoc que se pJ'esent.a en 1a
rnec:anica del s6lido es el cont.act.o ent.reo C\.Mtr-p08.A t.r-av••
de e.e event.<> t"laico _ t.J'asmit.en y aplican car~_ sobJ'e
una e.t.J'uct.ura.

Haet.a hace poco Uempo _t.e import.ant.e _pec:t.o del
coJllPOrt.amient.o est.ruet.ural no era considerado. debido.
t'unct-nt.alment.e. a !as no linealidades involuc:radas:

el ~ea de cont.ac:t.o no _ conoc::e anLes· de 1a
aplic:ac:i6n de las caJ'~_

eont.re 1a superf'icl_ en cont.aet.o _
present.an "en6menos I'16UC08 ca.plejoa. 10& cuales
J-eqUie_n consideZ'aclones m40canie- y _t.ema1.ieas
especiakrs:.

En Ios ulU- a&s se ban :reaHzado avances
si~nincat.t_ en el ~ud1o de cteM.os pl"Oblem.as de
cont.act.o. empleando 1a t.eoZ'la de 1as inecuaeiones
variaclona1es. el ~t.odo de lotJ ele_nt.os 1"1nit.os y
direrentAs t.ecn.lcas de opUmiz.aci6n. Sob... !os mismos
pueden _ncionars. 108 t.rabajoa l"ealizados POI' Campos a
Oden (11, Kikuchi a Oden (2 J. Barbosa (3 J y Fancello [4 I,
COMO _1 t.ambi.n 1a recopi1ad6n :realizada ~ Bohn' (5 I.

Eat.oa trabajoa sirvieron coJ'tO base para encarar .1
con1.act.o acoplado con proble_ ••••• complejos:
con8ider-aci6n de ~r-andes det"or-maciones, inc:lusi6n de leyes
co.-t.i1.u1.iv_ pU.s1.icas para 108 _t.erial_. inclusi6n de
_pect.08 dinamiccHI y Wl"IIdcos, et.c. PudieJ'On, ant-one.s. seJ'
abos-dados ~I'an can1.idad de pJ'oblemas de iRceni<i>l"1a, con\O
POZ' ejeaplo. aiMU1acl6n nwn.6J'ica de procesos de
cont"or-macl6n •••canica Y pJ'Oble_ de impact..o.

En esi.e t.rabajo _ pr_ent.a un alt;orl t.JIIOde cont.aet.o
basado en una t"o:r-muJacl6n increment.al lac'J'all€iana
aet.••aUzada. donde _ considera que un cueJ'po •..1cicio impone
deformaclones sob_ ot.roo cuer-po flexible, cuya ley de
compor-t.amient.o puede ConsJdeNU" no linea1idcodes 1"1sJeas y
~eomet.r-Jcas. S. _nclonan ademas. 10s avances r-eallzados en
.u iJnple_nt.ac:i6n compu1.acional. moct.•..~ndose alCunos
eojemplos DUlnlttrlcos que pe•..mi1.en t.est.ear .1 t.J'abajo
realizado. FinaJ_nt.e .e p•..•••n1.an a1,..~ de 1as
conc1uciones obt.enida8 hast;a eJ pJ'a.ent.&.

Se. un cuerpo flexible definido
euclldeano de 1.__ ~n8io •.••c J'.~.1"ido a
de coordenadas cart.esianas x;. con o1"I".n 0 y
t"iC'ura (1)

en
un

una

un espacio
8is1..ma CiJo
base e .• vel",



Figura 1• Cuerpo referido a Ull.iatemo de ej •• carteaiollOl COlI••••
frontera de colltacto que yaria en 1uacidII de Ia carta oplicadG.----

Dicho cuel"po ocupa un vol u_n 0 con
compuest.. pOl" una porci6n dohde
condiciones mec~nicas d. con~orno r
vel"i Cican 1_ condiciones cinemat.ic_ c:&:;
ul~i~, un sec~r de 1. superCicie donde
con~.ct.o con ot.ro cuerpo r . Ni ~una de
par c i ales _ -.uperponen enf_ a1 .

una superCicie
pueden apl ic •••••

ot.ra donde 88

con~orno r Y, pol"
_ puede ~roduci I"

est.a8 superCicies

Sobre el cuerpo _ suponen act.uando Cuerzas de vol~
pb<-pb e >. Cuerzas de suparClci. 1'<-1' e. > den~ra de 1_
Cron~~a' r y Cuerzas de cont.act.o ~t-t. e) sobre r
r es la C~nt.era del cuerpo danda~ real i:ia al con~~t.oc·<lncluida en r >.c

SI 1a -=-ca _
at.apa int.8r_dia de
principia de !os
si~uient.e exp~6n

apllcada en CorMa incre_nt.a1. en una
dicho proceao _ puede plMlt.e_ el

t.rabajos virt.ua1_ obt.eni~ndose 1a

I Ao;'j 1& •. dO- Jp Ab. u. dO- I M, u fC-
'J

, , ,
0 0 r

F

I At.n Un dr I At." u cr • 0 <1>n
rce r ce

donde 0 <_ .. e .. >.1& <a,;.. e. e> y u <~. e >
" J " J " J " J ""

t.ensionea. d.Co~ione. y de.plaza.ient.oe del
Clexible; ~" y t.,., cop..-pond_ • 1... t.en8i~
Y t.ancenci_J en I_ superC i c ie de cont.aci.o• A

cuerpo
nor_I
indica



Aplicando 8Ob_ loti td-a. primal'08
ecuaci6n (1) al _t.odo de 108 a~nt.o.
lleCar • una ecuaci6n _td-ic1al del Upo

Wrminoa de la
('in! t.os _ p•.••de

donde K alia mat.riz de riCidez correspondient.e a ese paso
de care.. £\U e. el vect.or increment..al de desplazamiant.o.
nodal.- i~t.a8 Y AP e. el vect.ol" de ca.re- nodalea
equivalentA. increlllent.ales.

Los dos UJU_ t.erMinos
int.eerados direct.a-nt.e porque
f"uerzas increment.ales de cont.act.o

de (1)
incluyen
que -

no pueden
al vect.or
desconocido.

Frent..
cont.ornar el
al -*t.odo de

a est.a di1"icult.ad aUl'&"en doa ('ormas:
p:t'Ob1emapara una post.erior aproximaci6n

108 a1eMen1.o8 t'init.os.

de
pol"

La Ju-i_ra forma consist.e an ut.ilizar una t'0l"mulaci6n
mixt.a u.ando al •••t.odo de 10. mult.iplicadorea de L~I"anc'a.
En esiA caso loa incre_nt.os de t.ensiones en la zona en
cont.act.o At. 58 coftvieJ't.en en Snc6cnit.as adiclonales a $••1'

cal~ juut.o con incre_nt.o& de desp1azam1ent.os AU. En
est.e ••••t.ocIo 58 consideJ'a 81 campo de increment.os de
de8pJaaamient.oll independientA del c_po de ina-e_nt.os de
t.ensionea. 10 cua1 puede result.ar ineCicient.e desde el
punt.o de vist.a comput.acional [6J.£7J.

Ot.l'a t'orma de enear... el problema •• ut.ilizando .1
m6't.odo de 1_ t'uncionea da penaliclad. En est.e caso I_
inc6C'nit.a8 son 8010 desplazami.nt.os. 105 cuales son
penaliaados en la :zona doMe _ pJ'oduce .1 cont.ac:t.o. Laa
t.ensiones de cont.act.o pueden aer obt.enidas con un
procedimient.o de post.-proces:amient.o simple [21.£8J.£91,110J.

Apllcando sobre (1) cualesquiera de 10s dos caminos
ant.e. indicados junt.o con el molot.odode 10$ element.os
t'init.oa _ puede 118&"ara una &CUaCi6nmat.ricial no lineal
que puede _I' __ It.. mediant.a un proceso it.eraWvo dent.ro
de cada p_o incrament..al. En I. i-_ima it.erac:l6n. esa
ecuaci6n t.oma la f'orma

donde Avs •• al vect..or de inc6&"nit.as:.lop al vect.or de las
t'uerz_ i'iodale. equivalent.e. increntent.a1es. K la mat.riz de
ricidez del _tArSal y "c y AF denot.an una mat.rlz y un
v8ct.or que consideran las rnoait'lcaclones int.roducidas al
t.ener _n cuent.a _I problema de cont.act.o Tant..o " como AF'
son f'unclones del vect..or ~v debldo a la variac 161\ de 1 .areac
d. eont.aet.o y del caJRhlo ct. lac condiciones ct.! miCJftO.



En el caso de considerar plast.lcidad oon Crandes
det"ormac:io.- J( pued. a.r .>epr.aada comO 18 awna de do-.
mat-rice. J( y J( que t-ienen en cuent.a 1a no linealidad
t"1.tea y ~eometriea •••apect.iv_ntA. Amb_ mat-rice. -on
t"uncione8 de ~ tA.-ione. aalcu1ada8 .n 18 et.apa
•••tArior.

Una de M. C'rancte. veni.a"" de 108 mOt.odoItoit.a~ _
que pueden .er aplicadolt .ln tMner en cuent.a. en t.4rtnina8
cenera.le •• 18 ley de co.-port..amient.o .leC'ida para modelar el
mat.erial f"lexible. Jo cua1 f"aoilit.a la iJnplement.aai6n de
dieho a.lcorit.mo _ un proer- de e1ement.Oll t"init.Oll de
~1i8i. e.t.ruct.ural exi.tAntA.

S.a un o•• rpo det'"ormable del t.ipo det"iniclo .n 1a
t"iCura(1) que _ mue_ con una ve10cidad v(=v e ) . donde y

•• una f"unci6n que varl a punt-o a punt.o BOb... ~1'dominio 0 y
oon .,1 t.i.,mpo T, y __ t.ambi4ft un auerpo r1C'ido que _
d.,aplaza a una <r.locidad preacript.a v(-v • > y que p•• de
ent.rar en cont.act.o oon .1 cuerpo def"orma61. ant.es det"iniclo.

La superf"ici.
t"unoi6n Q(x) y 1a
f"unci6n S(x) .n r .c

del cuerpo
supert"ici.

rl Cicio _ deflne mecliantA 1a
del cuerpo det"ormabl. pol' 18

A mvdida que el t.iempo t.ranscurre 188 superf"ici_ S y
Q van cambiando de po8ici6n .iendo po8ib1e .1 cont.-.ct.o
.nt.re elias.

Par. un ci.rt.o t.i•• po T durantA .1 pPOCe80 -"&ado.
Y considerando un incre_nt.o del _smo suf"ici.nt.ementA
pequel'\o. _ puede e.cribir

donde n(-n .e ) _ un veraor norllla1 int.erftO •• 18 .upert"ic:ie
r1Cida. "

donde rc. indica 1a f"ront.era en cont.act.o en el t.iempo T.
En .etA ..- 18 ecuaci6n (4) queda •••ducida a



y ~ado BOlo con la COQdici6n de i~dad.
e_iblr

.iendo lw <-lw. Ill. ) el i nc__ nt.o de d.-plazamient.o.
relri.rincidg. por~\IIIl~de8p1_1ent.o ~ipt.o lie 80bre I.

ninc.. ••f"••• en oon~ i e.'

Para ••_sol_r esi.a rew1.ricci6n _ aplica a1 met.odo de
~ f"unciones de ~naUdad que de8de un punt.o de vise..
f"1.100 puede eonsid4traree eqWval.nt.. a co1ocar un "•• orc..
muy 1'1Cido ent.re 1_ superf'ici.. en cont.act.o. de est.a rorma
_ den ••

donde Icn<>o) •• Ja const.ant.e del resort.e muy 1'1cicio <valor
elevaclo>. y At." •• el l_nt.o d. la t.••.••i6n normal.

SI en una el_t.a ec..pa del proce80 sobre un punt.o
pert.enecienc.. • r hay \Ul incu'._nt.o d. c..•.••ion normal At.
posit.ivo. dieho "·punt.o t.iende a _pararse de 1~
.upe ••f'leie rlcida. pero 8U despe&,\» solo s. producira
euando t." ••• posit.ivo.

Ley d. f'ric::c:ion incr __ nt.aJ

La similit.ud ent..re 108 r.n6.-nos de rricci6n y
nuenc:ia paswca j\lBt.if'ica la f"ormulaci6n a -cuiI' [9 I.

£1 vector
t.anc_nci.1 •
en la 1'0••._

d_1 izaai ent.o
la 8Uperf"lcie

Au (-Au e ).
'f desco~p~t.o

L. eomponent.. AuP. corresponde .1 de.l izami.nt.o
p•..opiam.nc.. dieho. £1 t.:l-mino Au·. correspond. a un p.queno
de.1 iz.mient.o el •.•t.ico t}..•..•r.ibl.> obs.rvado
experimene..lmenc.. ant.es del inicio d.l d.sl1zamient.o. y _
el que .ct.iv. el met.odo d4t 1a penaUdad. La relac:i6n
eu.t.ica puede _r expresada oomo

donde At. .indica laB cc:maponent.eBde lOll fuerza t.anCencial en
1. lnc.. •..l~. lie - .1 IIIOvilRient.o preecript..o pol' la

'f~.uperf"ioie •..lCld. en Ie dl_cei6n t.ancenclel y k
T

•• la
co~'" de 1. funci60n de p.nalidad.



£1 crolt.erolo de desllzamient.o coror-esponde a la lAty de
f"rolcci6n de Coulomb CJU't &18 puede e"Proesa!'

donde t. (- t.Te. > y
t..ancenclal del ~ect.oro

[
F < 0

- permanecer~n adherldas 5i 6

... o y F < 0

La ley de f"1ujo asociada pernu.... ob•.••nero

de deslizamient.o

~u p _ _ A ( iI F >
T' iI loT>

E1 valor de A puede _I' det.erminado median.... 1.
condici6n de consist.encia

(1.->
~ _(8 F ) bt.T> +(8 -!... > {8h p > bu p + (cl.-!:- ) bt. • e

iI t.
T

;. a I-lF cl U", 'I_ cl t... ••

t.roabajando con la8
puede obt.enerse la
cont.act.o con fricci6n

exproeslones (9), (10), <13> Y <1'->,
re1aci6n const.it.ut.iva incr-e_nt.a1 del
la cual puede expresarse como si~,--



La (
is6t.ropo,
result.ant.e
expresiones
1a slew.nt.e

iJ IJ / iJ u"> es el m6dul0 de endurecimient.o
obt.enido 1 part.ir de una curva ( IJ uP)
de enaayos de desUzamient.o (SU. En J_
(16) Y (17 ) el coeficlent.e a queda det'inido de
manera

[:
< 0

• Q • 0 sl 6 descarr;a f'r ice i onal

0 y F • T t.T + I" t.t. < 0. , F •.•



APR.OXIMACION ATR.AVES DEL METODO
DE LOS ELEMENTOS FINITOS

Ut.il1zando !as re1ac1ones (S ) Y (15) 1a ecuacl6n (1)
_ puede e~ . de 1a aicuientA _I'A .

fk <Au-toe >Udr
n n n"

rC·

<24>

r[k .{Au .- toe . He T At. ]u .dl"'ooOJ 'J TJ T J " T'
rc·

Aplicando sobre (n .1 ••••t.odo de 108 .1•••••nt.os t"init.os
_ puade obt..enel' 18 ecuaciOn _t.l-ici.a1 <3 ) donde en _t..e
caso

y las: cont.ribuciones: de cada element.o con f"ront.era en
cont.act.o a la mat.riz Kyat vect.or de care_ Fe ,.lobal••
sa pueden escribir c

I<J.:nn
" , J

re-.l_.

A

+ k) N
iJ ClI



doneS. N(x> 80n 1_ I"uncione8 d. I"ornua q~ int..rpo 1an
6u<x> Y~<x> d.nt.ro d. cad. el.ment.o. Q indie. .1 numero
I~al del 'nodo y varia de 1 al nWnero d. nodOllJdel e1.ment.o
Y. POI' ult.imo. ~u. _ 1a ,-48i_ component.e de 10.
desp181Z8Mient.os 1nc~:_nt.ales del nodo ca.

•..
k. . •• una exp..-i 6n I"unci on de k . Y n resu 1t.ant.e de

J"Ot.ar los •..•rminos ea1cu1ados .n 1a di~~eion t.&n(>encial a
eoordenad_ ~ 10ba1e. x~.

Como _ _ncion6 ant.eriorment.e
.i~ma de ecuaeiones que _ debe
it.erat.iva siendo que en est.. caeo
expresion (26) no es eonocido a priori.

<3> repre~(>nWi un
resolver en f"orma
~t. dent.ro de 1.

n

La I"ormulaci6n pre_nWida _ est.6. implement.ando
comput.acionalment.e par. resolver problemas de est.ado plano
de t.e•.••ione. Y axisim4>t-rieo. ut-iJizando element.os
isoparamet-rieOB lineal_ de ••• nodoe. A cont.inuaei6n .e
present-an do. ejemplOS1 que Bust-ran 108 r.sult.ados
obt.enidos hasWi el present-e.

SUp6~_ un cilindro circular 1"1~ido de radio R
que al __ nder impone del'ormaciones .obre un
1'1exible c::on c::omport.amient.o elast-ico lineal. vel'
<2>.

co Bem
euerpo
I'i~ura

E1 cuerpo
discret-izado
lineales de
del"orlft8lCiones.

.Ust.ioo
ut.ilizandc
•• nodes.

de di•••••nsione. 16 cnl x ••• em _
178 element.08 euadrilat.erOSl

considerando e.Wido plano de

Se adopt.6 E ooסס1 HPa. v 0.3. coel'icient.e de
I"ricci6n ,.. - 0.0 Y const.ant.e de penaUdad k" • 10£+9.

La malla r~ densil'icada en la zona de eont.act.o.

Los result.ados obt.enidos I'ueron
_olue!on t-e6rica de Rert.z [12] y con
pre_nt.ada pol' Chen a Kikuchi [91. l.a
mi__ pueden verse en 1a n~ura <3> .

eomparados con 1a
ta solucion nwnerica

eomparaci6n de 10.

LoIt valoree ~rico. •• ajust.an razonablement.e a 1a
eolucion dada pol" Chen a Kikuchi [01. Al confront.arloe con
1a soluci6n t.e6rica de Hert.z S. observan buenos result.ados



para prof"undiclades de penet.racien baJ-. aparUndoee 1a
-.oluai6n t..6 ••Sca de 1a ~ ••Sca • -.ucla CI\» 1. pe.-t.••aci6n
aument-a. Est.o _ .xplica considerando que para
p.net- ••acione. elevada8 ~ hip6t.e-S. de 1. 801uai6n de
He••t.a deJan de CUlnpliree. _r f"itrW'a (4J.

E .1 •••• MPa

~ • •. 3
1I.-l0E.'

& "lazolNllh ~ ••

Io~ FIe-.
- M1ucidll t.«1CO de Hertz ll2J
)( eoluci6II •••• iclo.. ea- •

KiIuIdli nOlI

• MIucidIl IUIl6nca _,...._

••• p'.~a



R.f ••.•nc;io. :
• IOIuciOn nurn4ric;o
- soluci6n GIlOlI'tK:ode Hertz

Figura 4- COlll~ d. ten,ion" normal•• mbimCII delo toIuc:i6ll

anoUtice de Hertz y 10 .oluc;i6n num.rico.

Considerese un disco elast.iea de ••actio R • 2CJft Y
.S'~sor • • Ie... IIOb_.l cua1 impone def"ormaciones un
anillo circular 1'1c:100.vel' f'ic:ura 4.

£1 J»"ObJe_
axisimet. ••ieo.

La mall. ut.Uizada •• t-aba compuest-a de 220 ••le•••••nt.o.
isopar_t. ••icos lineal•••s de 4 nodos.

Los resuJt.ados obt.enidos se ajus1..aron razonabJement-e a
1a aoluci6n -U t.ica de Shibuya [2].



Figura !S- Anillo r(gido qll. illlpone d.forlllClCionel lob,. Uft

dilco fl.ahll •.

i-V Ichz.cfnl
iT

R.'erenaa. '
" • M64ollo de E~ T _

~. OHpklzamiento p-e:riplDI02C1111

R [cat

2D

--- IIifI fricciclll
-- _ friecidft

Soluc*l N•••• ica

X ••• 'rice;.
• COlIfricci6Il



En .1 procrama ~ _ _~ imple_nt.ando no _ emple6
int..ecraci6A reducida para loe t.ermJnos afect..ado&: pOl' 1a
penalldad; co•.•••cuent.e_nt.e 1as t.e•••Jones .n .1 u.. de
cont..act.o, obt.enict.s a t..I-.". de 1_ expr_iones (8) y (15),
pr_.nt..aron di_t.orciones inadMisib1es .n la zona de t"uertA.
cradi.ntAlI. POl' .at.a ;w-az6ndiet- t.enlli calcula.ron •
part.!r de 10s valores de g correspondient.es a 10$ punt.os de
tnt.ecract6n del .Je_nt.o que t"ueron Uevadoc a 10s nodos de
cont.aet.o mecUant.eint.erpo.laci6ft y poet.erior lluaViZ8Ci6n.

Se int.ent.6 aplicar int..ecraciOn _duel. de 10s
Wrmin08 aeact.ado. pol' Ja penalidad, co•.••ide••ando un 11010
punt.o de int..acraci6n IIObre al cont.orno, obt..aniendo
resuJt.adoa incorreet..os. Act..u.a1ment..es. esU hnplement.ando
un ••••t.odo de int.eCraci6n para 1011Urmlnoa en clWst-i6n que
combtna int.ecraci6n por .1 •• t.odo de cuad•••t-u••• de Gauss, y
.1 met.ado de Joa t.rapecj_, basado en el t..I-abajo present..ado
pol' Kikuahi [131.

De esi.a 1'01' __ .-pera
.ncont.radoe y parYr para
impl._nt..aJ- ~e a1cCd'it..Den
COD C.randes det"orMaCi_

solucion.ar !os inconvenient..es
al ob';'t.!vo t'inal que as
un p:w-ocramade plast..ic1dad
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