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RESUUO
Neste trabalbo ~ discutida uma formulac;lo variacional para problemas de

contato com atrito em elasticidade infinitesimal. caracterizada pela
continuidade das relac;6es constitutivas que vinculam deslocamentos e reac;6es
na regil0 de contato e a difereciabilidade de seus respectivos potenciais.

Se faz uso do metodo de elementos finitos para a discretizac;io espacial.
desenvolvendo-se um elemento de cootato. 0 problema 010 linear gerado ~
resolvido mediante t~icas de programac;10 matematica (metodo Quasi Newtonl.

ABSTRACT
In this work a YariationaJ formulation for cootaet problems with

friction is discussed. This formulation is characterized by the continuity of
the constitutiye relations between displacements and reactions at the contact
zone and the differentiability of their respective potentials.

A contact element is developed, using the finite element method for the
spatial discretization.

The nonlinear problem is solved by mathematica. programming
[Quasi-Newton metbocl).



1.INTRODUCio.
A transmlsSio de esr~ atrav& de vlnculos unilaterals, ren6meno

rreqOente na meclrilca, apresenta-se como um problema de modelaeeme resol~lo
nAo trivial. A.depend~ exlstente entre a superflcle de contato e as r~s
apllcadas. conduz a uma forte nlo Ilnearldade. Par outra parte, a Includo do
atrlto aumenta as dlrlcuJdades pols traz a d1scusslo questOes como unicldade
da solu"'o, alnda· nlo tota1meDteresolyidas.

Em III do descrltu duas formas de coI~lo do problema: A primelra
consiste no. tratameoto do vinculo mediante condl~ de contorno a serem
respeltadas e que portanto limltam diretamente 0 ~ de procura da solU'<lo
(problemas de Sisnorioi. Duvaut-Uons). A seeunda op<;lo, que ~ a aqui
utlUzada, estabelece rela~ constltutlyU sobre 0 vinculo Uganda ror~s
de superficle com desJocamentos dest.. Neste trabalba as relacrles
constltutlvas do construidas de forma tal que seja possiyel relaclonar sobre
o vinculo um deslocamento dado a uma forc;a sobre este em forma uni"oca.

o comportamento do Yinculona dlrec;lo normal e taneencial respondem a
(en6menos fisicos belli dlferenciados e serlo tratados independentemente: 0
comportamento na direcrlo normal nlo Inclui processos dissipatiYOS e sera
rormulado em termos de deslocamentos totais lsempre dentro da teoda de
pequenos deslocamentos e deformac;6es). Na direc;lo talllencial, a dissipac;lo
produzlda pelo atrlto ala dependencia entre a resposta e a hist6ria do
c&rrel&mento; a relacrao coastltutlya nesta direcrlo sera entll.o descrita em
tennos de velocldade de deslocamentos.

Flnalmente, a efeltos de resoluc;lo num&-ica, estas relacrOes
constitutlvas em taxas serlo discreti%adu no tempo obtendo-se uma rormulacrlo
incremental do problema em questio.

Esta forma de estruturar 0 problema e a vtili%acrlo do m~todo dos
Elementos Flnltos possibilita a implement_crlode Elementos de Cont.ato onde as
mencionadas relacrOes constltvtiyas 510 uma caraeteristica inerente aos
mesmos. 0 conjunto de equacrOese lnequa~ ~ resolyldo mediante 0 lIIftodo de
Quasi-Newton a nivel de equillbrio conjunlamente com a ressoluc;lo do problema
de complementaridade linear a nivel de cada elemento de contato.

o estudo ficou restrito 80S casos de elasticidade infinitesimal, mas
como se yera a segulr, uma das vantaeens desta rormulac;lo ~ a sua facilidade
para inclulr deitas tals como eomportamentas inelasticos, grandes
def~s, etc.

A Implementac;lo n~rica se Iimitou a estados pianos, sendo que exemplos
num~ricos do ressolyidos mostrando a. polencialidade do metodo proposto.

2. CONTATO. APRESE1IlTACAODO PROBLEMA.
2.1. Equa~o constitutiva normal.

Seja um corpo B ocupandourna re.Jilo regular D limitada pelo cootorno r
no espacro euclideano E. Esta rellao sera denominada configurac;lo de
refer~cla e cbamaremos polito material a cada ponto X do corpo B nesta
configurac;lo.

Consideramos 0 processo quase-estitieo no sentido que e suficientemente
leoto para desprezar farcras dinimlcas. ereitos de impacto, etc, passtindo 0

tempo a ser um parlmetro que estabelece apenas a seqUenciadas configurac;6es.
No problema que estudaremos, 0 corpo B IpercussorI. entrara em contato

com DUtro corpo A (apoio). Sejam em B os cootornos ru ldeslo.:amentos
prescritos, r, (forcras prescrltas) e r. lsuperffcie potencial de cootato;
contan a superffcie erectiva de cootato para todo 0 processo de derarmacrJ.ol.
o contorno r fica derlnldo da seguinte forma:



Introduzlremos al.-. coadl~ nas caraeterlstlcas de fe CCIIII 0
objetlvo de lIm1tar 0 problema em estudo.

Esta superf'Ic:le I suposta sunc:ientemente plana para que a normal Dlxl
sobre ela deflnida nao varle em forma aprec:i'vel quando passamos de urn ponto
a outro. Exlelmos tam~ que a superflc:le de A loeallzada em frente a fe seja
tal que • normal saJiente m de urn ponto b • fc enc:ontre urn ponto _ na
superlfleie de A c:uj. normal IIa seja praticamente eollnear c:omn~

o fato de trabalhar com a tearl. de pequenos desloeamentose deforma<;6es
pennlte assecurar que as normals nlo varlarlo senslvelmente durante 0

proc:esso. Com estas premisses. podemos eonvir que dois pontos _.b
perteneentes a eorpos A e B respec:tlvamente estarlo relaeionados per __
dnic:anormal n(xl. x • fe.

Seja

Xu • { u : u • U ; u • Ii V x • f.. }
onde U , 0 espacro vetorlal de todas as eonrieura~ passhels (enteDdemos
per possIYeis que os elementos destes espat;OS slo eompatfveis eom as
hipoteses c:inematic:asdo modelo e que as opera~ que faremos sobre eles
tenham sentidol. e Xu, subeonjunto de U. eontim todas as canr~
c:ompatfveiscom os vlneulos bilaterals.

Definiremos 0 escalar u.(x). x • fe da seeuinte forma:

u. • (u.-nm u.. • h••-o)n
D •

U • Cli•• - li. )- n
• • D

A c:inematieade dois pontos em poss{veJeontato pode ser esa-ita:

s-v ~O

"r sO
D

r~.). 0

onde a variavel s ~ 0 representa uma 'Tol,.· entre os ~ de valor
sufieientemente pequeno c:omo para ser eompatfvel com a teona proposta.
Observa-se que estas equaC;Oesdeterminam urna relac;lo eonstitutiva entre os
pontos em quesUo representacla pela CUMa al da fie.2. Assim. c1ado urn
deslocamento. pode-se determinar a existmc:ia da reac;1.o mas sem 0

c:onhhecimento do valor de ista atl nlo ser ressolvido 0 problema de
equiHbrio. Neste ponto, se prop6e wna "rqularizac;l.o- a este tipo de ~o
introduzindo a possibilidade de penetraclo atraves de urn mOdulode rigidez
elastiea k. (curve bl fig.21. Com isto. pretende-se simuar a ~
anterior (exatal tomando valores sufic:ientementealtos de rigidez.



Suponhamos nosso corpo B apolado sobre uma plataforma A elastica na qual
permltlremos uma certa penetrat;lo com respelto •. confiaurat;1o Inlcial, e
tomemos urn ponto na luperflcle Tc E B. Deflnlmos:

I-U." -., ., ~O• • •"·"·0•
A dltlma equat;lo coloca em nldhcla a Impossfbllldade que os

escalares posltlvos 411.e .s-, parte posftiva e neiativa de 1-111\, lejam
slmultaneamente dlferentes de zero.

o valor 411-representa a penetrat;lo corpo-apofo que permltira estabelecer
uma f~lo para calcular r. ; em particular :

Observemos que dado Un, I"Il fica determinado (fig.2). Esta
caractedstica fnduz •. seguinte observac;lo; se estamos analisando 0

equiHbrfo de urn corpo sabre urna fundac;lo, a "penetrac;lo" la- > 0) pode
fr.terpretar-se como Ulna certa elasticidade desta ultima. No caso de se tratar
do equilibrio de dois corpos em contato entre 5i, urn valor positivo de a-
5fgniflca urna penetrat;lo e!eUva entre ambos dado que definimo5 u. mediante
(1-4). Isto ~ teoricamente errado, mas, como notamos anteriormente, urn valor
suflcientemente alto de k" limula a situat;lo exata com a vantagem de ter uma
equaC;loconstitutlva tal que dado u,,' fica determinada a reat;lo r"

Substftuindo para eJiminar a- reescrevemos 0 seguinte problema de
complementaridade linear.

r -kls-u-41I)sO• • ••
r a •• 0" .

c'••{ 411: 411): 0
• +

v X E Tc }

o problema local de complementaridade linear pode ser expresso como segue:

a E c'.

Estas equac;6es 510 as condic;lles de otimalidade do seguinte problema
variaclonal

jnf
a E c'.

•ia(u ,a ) • J (-21k 4112
- k (I - u )a) dT

D· Tc n • D n +

Observemos que ja(u ,a) ~ urn funcional estritamente convexo e" .
diferenciavel na varij,vel 411..Logo, para cada u. E K.. existe uma solu<;lo 411+

que minlmiza j41l(u",41I)caraterizada pelas equaC;lles lI2-14) au localmente



pelas equa~6es 11G-lJ).
o anterIor DOS permlte deflnlr urn noyo funclonal dlferenclbel dado per:

.J6(V ). lnf j&(v .,.)
• , • c· • ••

{
-I it.ts - v.)2 dJ" se U Ii ICln

J'(u ) • rc ••
• 0 se U Ii K - Kin•• •

Kin • { u : v • K ; V $ S V x Ii rc; }• • •
Flslcamente. -J' representa a ener,la de derorma~o de uma camada

el4stlca dlstribulcla ao longo de rc que trabalha somente em tracao. A partir
deste resultado. podemos construlr 0 potencial que permite calcular a enere1a
absorvlda por Ulna camada elastica trabalhando somente a compresslo a partir
de urna conrigura~lo que considera a folga inicial S (rig.4):

- r Ii 8J (u) (estrltamente -r • VJ (u ) ) (20)n.. . ..
J (u ) ~ Inf {J (-21k (s - U )2 + i k ,2 - k (s - u l' )dJ" } (19)
a a a E c· rc • • &. n· •• III •.

o aspecto principal a se ressaltar ~ a diferenciablilidade deste
potencial. que assegura a determina~lo univoca da rea~o no vinculo para UBI

determinado deslocamento aonnaJ u .•
2.2. Contato com atrlto. Eqva~o constitvtiYa tanrenclal

Vamos convlr que a superficie submetida a esf~ de atrito ~ a pr6pria
superficie rc descrita anteriormente. Tomando 05 pontos a, b pertencentes aos
corpos A e B respectivamente, definimos:

Va •• U - nen) va; u.. .• u - ~) Ia
\ t

T ~ U - nen) Tn(21)

(21)

(22)

(23)

onde a velocldade v pertence ao e~ V de todas as ac;6es de IDOYimento
possiveis.

Conslderemos 0 caso de a~to seco. onde 0 valor limite cia re~
tangencial ~ fum;lo cia rea~ ra e, conseqUentemente. existe Ulna rel~
rn • T tal que quando esta ~ satisfeita. 0 CCl.""po esta em condi~ de
deslizar. Podemos entender esta rehu;lo como 0 limite de uma regilo
g(T.r ) s 0 onde cada componente pT,r,,). j" l .. n ~ Ulna f~ convexa

••
dlferenciavel que chama.remos "modo de deslizamento· (a desiguaJdade ~
entendicla componente a componentc).

Suponhamos r.. s 0 rixo e conhecldo no ponto b. A fWV;1o de desJizameoto
depende agora unicamente cia variawel T

g(T) • [ r (!)]
I (T)•

A inter~lo das rql6es vibels de cada restri~1o estabelece a __
admissivel para T .



desllzamento destas IIlaljlles.
SubstJtulndo e reagrupando. obtemos a equaljlo

T • - It (y + II • ~)
t t ,

na qual 0 yetor /I nlo f conhecldo. Para estabeleee-io nos Yalemos do eonjunto
de restrll;6es (24-27) eserltas para 0 caso plano:

,~o ~~o ,.~.o
Se ',IT:>- 0 • iJ:s 0 ; iJ ~J • 0

Estendendo estas eondilj6es a todo 0 contorno rc utilizando uma
formula4;lo yariaciona1 obtemos:

{. . .. }Be· fj: fj E B; fj'B • 0 em rc

~ E 8c

J ....
- C' ~ - fj)dr ~ 0rc

Substituindo (30) e (32) em (35) escrevemos:

. {.. }B. fj: fj It 0 em rc (33)

(34)

(35)

IrJ ktYt~+ Itt( ~. ~) ~ - Il; ••e ).(8"-~) dr It 0

esta equaclo f equlva1ente a achar ~ E B. tal que:

A restric;lo imposta para ~ de pertencer a B. pode ser retirada incluindo
urn tenno de penalJ:zacrAo no funcional. e assim trabalbar em urn campo mais
amplo •

.tnf {J (-2
1

It ( II • g ) S • S + It v Il - F e)'~ ) dr + J(S) } (38)
fj E B+ rc t' T t t' ·

10se~EB.
sendo 1(/1) a indicatrlz do convexo B.: J(P '.

+-sefjEB-8c

Aproximaremos esta indieatriz mediante a func;1o:

• 1 J 'I (fj) • - - C'fj dr
cere

que DO easo limite de c - O· forneee a propria func;lo indicatriz. Desta
forma /I pode ser determinada resolvendo

I im .tnf {J (-21 It ( g • II ) iJ ' S + ( It ",11 - Il; e - ! g )./1 )dr }
c ~ O· fj. B' rc t T , t ., • c

(40)

Neste ponto flM!mos uma transformacl0 no tratamento das equa~
eserltas em func;lo de taxas, para trabalhar com incrementos finitos no tempo.
Utlllzando a primera aproximac;lo de Euler:



Quando urn modo gJ(i) tama 0 valor zero. se dlz que 0 modo est! atiYo;
neste caso. 0 deslizamento poderi efetuar-se com uma velocidade ye de dlrec;loo

t
dada pela derivada de It COlD respeito , varia vel T Idire~o da normal l cun'a
no ponto). Se estamos em um vertice. OIl seja. temos mais de urn modo ativo
simultaneamente. a velocidade reJativa estari sit~ dentro do cone formado
pelas normais aos modos ativos U"3)

(24J

(2SJ- ~CiJ • ~(i)

j.,ooO (26J

o tensor ~CiJ aplicado ao Yetor j define v: atraves cia combi~

linear dos modos atiY05. Quando urn modo pi) esti saturado lativoJ. pode
continuar Beste estado OIl passar a inatividade (pT) < 0); logo:

; so· :. ;, .•0
.J •• J "J

Deve-se notar que 0 fato de se ter trabalhado com taxas de deslocamento
e na expressAo (27) com taxas de tensAo. i coerente com 0 fen6meno de atrito
pois este i dependente do processo de c:arra-deformacao (3J(4\'

Por simplicidade restrinairemos 0 problema a duas dimens6es Cg c R%J.
adotando para 0 calculo das tens6es tanaenciais a lei de Coulomb. Neste c:aso.
para 0 sistema local de coordenadas n. t. temos que:

~ . .: .
T • T t ; r • r n : v •• v t (28)• • t t

j .•{:j _ { T+Fjc(TJ •• ,CT) • (29)
-T+JIT

gCi) •• T ~ + JII".e ~ .• {-:} ; e •• { :} (30)

Sob este enf oque. 0 campo de velocidades taqenciais pode ser de- "'IIOStO
como segue:

• I·
vt • - T T

t
A prlmeira parcel&, as 'ICZes c:baInada velocidade de adcrtDcia, e

atribuida l def~o elistica cIas asperezas dos corpos em contato 15L
sendo proporcional a taxa de r~ tangeneial atuando sobre a superficie e
inversamente proporcional a um fator Ilt que c:hamaremos ri&idez tanaeneial
equivalente. A seaunda parte se USlICia a lima ruptura e c:onsequente



iJ -~ At
Ar

° •r.- At

Substltulmos estas .proxlma~ na expresslo (40) obtendo:

11m + Inf +{ I (~ltt(~.~) "'0'" +
c ~ 0 ",. B rc }

+ ( It Au R - JW' e - ..!! I )0'" ) cJr
"""T " C

Tomando c - At, temos que:

",lr: B.{ IrJ ~It,( ~. ~) "'0'" + ( IttAut~ - JW'.e - 1 )0'" ) dr } -

- Inf {.ur(AU .S) } - ..,(Au ) (41)
",. B+ t ,

(liAr" +
kt

(liAr" +
kt

(liAr" +
. kt

Novamente deve-se notar que ..,(Aut) f \lID f\IIICionaJ convexo. uma vez

diferenci'vel. A eondic:lo de IDflmo de (4)) f dada pela equaclo variacional

I (k (Au + 1 ° ",) R - JW' e - 1)0(""- ",lcJr ~ 0 v",' E B+ (42)rc ' 'T ""T •

Da rnesma forma que na equaC;lo eonstitutiva da reac;lo normal, podemos
escrever urna f~lo potencial Jt(Aut) (fil.4) tal que:

- T • 8J (Au)
t t

J (Au F inf {I -21It (Au )2cJr + (-21 k ( Iy• It ) M'M +
, t AfJ. B+ rc t t t • ""T

+ ( ktAut~ - IiAr"e - I )'M ) dr } (43)

Voltando • equac;Ao variaclonal (42). e considerando que:

6T - - Itt(AUt + 'T 'M)

,(T + AT • r,,+ Ar.) • , + AT ~ + JW'"e

escrevemos a relac;Ao constitutiva para os esforc;os tangenciais em forma
variacional; dado ,. Ar" e 6U,. calcular 6f.. loT. tal que:

AfJ. B+ AT· - kt(lout+ ~'M) (44)

I - ,(T + 6T • r + Ar )o(M·- M) dr ~ 0 v",'. BO (45)rc ."



\\.

,
l
l

_.- Jkll (S-lAtJ'
:1&

- :In

Nos problemas de contato sem atrito (problema de Sienorinil e problema
de atrito com ronras normais prescrltas (Dunut-Lialsl, os potenciais obtidos
J.l6U.l e J

t
l6u

t
l permitem escreyer 0 equilibrio como um problema de mfnimo

(rormula.,10 cineml.tlca):

JI(Au). inC 11(6u·)
6u

lI(6u.) • JU.u) - U6u) - J (6ul•

onde J(D6ul e L(6u) do as potencials que determinam trabalbo das f~
internas lem Bl e f~ externas lem B e r,) respectiyamente. J.(6U.l e

J
t
(6u

t
' representam 0 trabalbo das r~ normais e tangenciais de contato"

nlo Iineares com respeito a 6u. Nestes casas, devido as caracteristicas de
conyexidade destes potenciais i passiye) demostrar (sob certas condic;6esl
unicidade e exist~ncia de sol~.

No problema de contato com atrito a for ••• normal, parimetro considerado
flxo e conhecido na rormulalflo da rela.,10 constltutiva tangenclal, varia com
o deslocamento. Nl0 obstante, a velocidade tangenclal continua seDdo runc;ao
56 da deriyada parcial de , com respeito as teus6es tangenclals, pois
consideramos uma lei de deslizamento nIo associatiYL Assim, as express6es
formuladas para a restr~ sabre as tens6es tan,eenciais continuam sendo
yalidas para tode rotx) s 0, embera 0 equilibrio nIo passa agora expressar-se
como urn problema de mfnimo e sim como um sistema de equa.;6es nIo Iineares.

Recapltulando: 0 problema de equilibrio levaDdo em conta condic;6es de
contorno de COIltatOpede ser esaito atr.yes das squintes equaf;6es:

6u.Ku

r Dcl6u)"c(y-6u) cI) • r 6b-(Y-6u) dO + r M-(y-6u) dr' +Jg Jg Jrr
+ J ar (y - Au )dr + J M(y - 6u )cI" (46)r. ••• r. t t



J rt4t (a-- at.A~ s 0
r. • ••

J - C(Tt + AT • rt + Ar )·(AIJ- - AlJkSf It 0
fe ••

rt•At • rt + Ar ahAt • at + Aa
Il •• •••

A expressao (46) conslste na equa~lo de equiUbrio (prine/plo das
pOUnclas Ylrtuals discretlzado no tempo) onde II • 0 tensor de quarta ordem
161. C 0 tensor de defonna~lo de Green. b e f slo as fo~s de corpo e fo~s
de superficie respectivamente. Os dols ultlmos termos da equa~lo (46)
correspondem ao trabalho etas rea~ de contato, dependentes do valor de \I

atraY~ do problema de complementaridadelinear dado pelas equa~6es (47-50>'

of. DJSCRE11ZAcAO £SPACIAL. Ml:rODO DOS ELEMENTOS nNlTOS (MEF)

Utilizaremos 0 "'todo de Elementos rinitos na procura da sol~o
numh'ica. • a introd~ das caracterlsticas inerentes 80 problema em questlo
••• , f.ita mediante urn elementode contato.

Lembremosque tinhamos associado cada par de pentos em possivel contato
a uma WUca normal n; esta propriedade permitiri. a constru~lo do elemento
mediante a defini4;Ao,eometrica do contorno fe (peMencenteao corpo B) • eta
folp inicial (SltO), seodo Isty suficiente para ",erar" artificial mente a
.uperficie de cootato do corpo A.

o elemento entia estari. farmado por "P" pares de n6s associados aos
perlmetros nas f~ de iDterpol~lo segulntes :

onde ( • __ coordenada c:urvIUneasobre f~. (fig.5) e X slo as fun~Oes de
interpo1al;lo (por defini4;Aode s, temos que X It 0). 0 contorno perteneente a
A, oposto are, esta definido por:

onde nx, ny slo as componentesdo fttOl" normal
No caso da varlbel u, 0 tlpo de

tradicionalmente usada em elementos finitos.

ao contor-nofe.
interpola~lo elementar

, ", I ,

In. • r r." In.,
I-I I-I

, '1' , ,
ua • r r.,. U&,

.-. I-J

que, parametrizadas sabre 0 contorno de contato e utllizando urna matriz de
projel;Ao,podem ser escritas:

1 A folga inlclal 6 uma quantidade independentecia configuraclo real dos
carpos. Pode-se tamar uma folp dif.rente de zero, mesmoque os contor-nosde
cantata ocupem0 mesmo lupr fislco.



Desta forma. podemos alar uma famma de elementos de cantato que
dlferam no numero de pares de n6s e no t1po de Interpoladares utllizados.
Nestes elementos, dado 0 deslocamento u. ~ conhecldo 0 "alor da distrlbui~
de forc<U de realWlo mediante as equarwloes (4'7-50). Para Isto. procede-se ,
Inteva,.ao numh-ica. resol"endo 0

problema de complementaridade linear
nos pontos de intevafWlo. Assim. os
dois ultl_ somandos da equalWlo de
equillbrio do caJculados elemento a
e1emento.

o e1emento mais simples desta
familia ~ 0 elemesno UftidimenslonaJ 011

-mola de cantato-. Formado unicamente
par dois n6s e seu cell respoo<Jente
rere~ial local (loD). traz Va.ndes
YantageJlS no que diz respeito ,
implement~o e nrsatllidade na sua
aplicafWlo.

Sustituindo (4'7) em (46) obtemos:

I I)c(Au)'c{,,) dO + J k Au " dl" + I k Au " •. +
g re n •• re t t t

J k U " dr + I k IIz • All)" dl" - r Ab·v dO - I 11.(." dl" • 0
re· • n re t ""T t Jg r,

v • E Var •
(55)

V, •• { U : U E U ; u • 0 V X E r. }

Utiliando as funt;6es de interpola,.lo e integrando. temos que 0

equilibrio do prob1elM de COIltato COlD atrito em forma dillCTeta se esc:reft
agora: . toAt t.At

Detennmar U • U + AU. U • U em r ••• tal que:

Os valares KeF slo a matriz de rigidez e 0 .etor de carla tradicioaal
de uma analise linear elastica e (K.AU + Fel) e (KtAU + FII) slo as forc;as de

cootato normals e taneeneiais respecti.ameate. As forfWU Fa e FIJ c:orrespondem
a parte nlo linear das fDl"fWasde COIltato (quarta e quinta parcela eta equac;1o
(55». Quando se utillza 0 elemento de contato unidimensional, 0 calculo
local da complemenu.ridade linear detennina diretamente a fClrfWade cantato no
ponto. Assim. a forma que estas relac;6es de complementaridade adotam para
cada elemento ~:

{ Fse_ Fele - [KU<5rut+At} sO

{ fs
e
- ne

- [KU6fut
•
At }'Dt

•
At

• 0

{[cge] + [Kullrau + [Ue]AB + [lC,8c1e]ao + [K,-,.rW} It 0



[

oa2 sa oa _I __ oa
••• : 2 1

. Sfl -sa oa -sa
JC. k ••••.•• 1
t t : ca •• ea

sim ••..•... : 1
. sa

•• 2 -sa oa -se2 •• ea
oa'l •• oa _ca2

sal -sa: ea
sim ••.••... : 2

. oa

ICIJ& •• ,m.[ n

~]

JClt•• k [ I -I]
t -I I

Cg•• { k [ea •• -ca -sa Ju + k [ I -IJ8 +
• -co: -5Il co: sa t -I I

+ JIk [ II]ID - S) + J&k[-sa: co: sa -oa] U }• • -sa co: sa ""0&

onde a , 0 t.ngulo de 8iro do sistema locallt,n) com respeito ao ,Iobal
(x.y).

5. RESOLU(:10 NUMtRICA

o conjunto de equaC;&esaDteriores It • 0) , um sistema nlo linear em Au;
as yarilbeis AD e AB dependem nlo liDeanDefttedo incremento de deslocamentos
atray~ cia sol~o do problema de complementaridade (57-59), que. pela
caraeteristica de ser DID acoplado, e resolvido a Diyel elementar. Para a
sol~o deste sistema, roi escoJhido 0 metodo Quui-Newton. em especial a
atualiuc;lo BFGS. Este metodo define a nova direc;Io de procura p mediante a
aplicacrlo da matriz tl ao valor atual do vetor t. Esta matriz tl e iniciali2ada
com a inYerSll cia matriz de rigide% III: + atKa + _Kt) e e atualizacia pela
t6cnica BFGS.(7R81.0s valores • e ~ do escalares entre 0 e 1. sendo que DOS
resultadosnuma-icos &qUi apresentados se adotou •• 1. ~.

o allOl"itmo consta das seeuintes partes:

PASSOI. Inicializac;Ao.
k • 0, AU· AUO. tl.. tf
.; • t16U)
se It I :s c pare
p. - aft

PASSO 2. OOc:uao cia 110\'& aprox~ iD lDIdiante a procura
Unear: determiMr s tal que



IpoflAU • spJI :5 cLlp·t'(AUJI

d • lI'p
AU· AU • d
I . flAU)
se Iii :5 C pare

7-d • (I - .J-d
d

w - 7'd

v - ( 1 • / -.(7·dl/(t'·dl )t' - i

SaJvar em mem6ria secundAria: ". w como .,t e wt.

PASSO 4. OOcu1o cia IIO¥&direc;lo de procura P - - II i onde

II - ( JQt U • wi. vll) NO( JQt (t • vi••••.• 1)
p-i
Para j - It. (It - n.....1.0 f~a:

( recupere vi. wi como v.w

p - p • (w-pl v )

p--HOI
Para j ••0.1•...• (1t - ll. It fat;a

{ recupere vi. wi 001IIOv.w

p • p • ("'pl w )

PASSO S. Atua1~ de YaliaYeis

It-It.!. AU-AU. pap •• -1
volt ••. a PASSO 2.

Quando se escreYe • - flAU) na sequencia de JlUS05 descrita. preteade-se
denotar 0 calculo de (561. Como j& foi dito. este caJeulo eDyolve uma parte
linear (element05 do cIominio e fon;as exterDasl e uma parte naG linear
associada &OS e1cmeDtos de cootato (calculada elemeat.o a elementol.

6. EXEMPLOS DE APUCAcAO

6.1 SemiciliDdro sobre superf"1cie rleida
Trata-se de \lID semicilindro

circular. 1<JnBO, apoiado sobre uma
superficie rieida horizontal.
suportando urn carrepmento
uniformemente distribuido sobre a face
superior. Considera-se \lID material
isotr6pico ~. sendo a hip6tese
de trabaUIO UIII estado plano de
def ormaclies.

Utilizou-se uma _lha c:mn 214
elementos Iineares de tres DOs e 20
elementos de contato.

Foram obtidos yalores de teaslo
normal para a ~ de CGIltato _
atrito e Yalores de t-ao --.l e



t~ncl.1 para a coodil;;lo de contato com artrlto (,. • 0.2). Estes resultados
sAo comparad05 com a soluclo anaUtica de Hertz 1221 no seeWnte diagrama.

Semi-cilindro Elastico (est.pl.def.)
Condicao de contorno: Contato

TnlB TtlB
0.3 0.08

. Tn (a/alrlto)
0.25

TI (c/alrlto)
0.05

0 Tn (c/al,lIol
0.2 0.04

Tn (H.,tu

0.15 0.03

0.1 B__" _E_ 0.02
(1-11")2

0.05 0.01

0 0
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35

x/R

6.2.. Enc:aixe macbo-femea
Temos. neste exemplo. 0 problema gerado pelo encaixe de duas placas.

macho e raDea. mostradas na rigura. Como se obsena. 0 corpo f&Dea tem os
deslocamentos yerticais iIr 'edidos sobre a sUperficie superior. enquanto 0

corpo macho esta submetido. na race inferior. a um carrepmento unifonnemente
dlstribuido F. ~ caracteristicas do material e a ceometria 560 as iepintes:
E • 240 daN/mm • v z. 0.38. ,. -0.2, E5pessura • 6.4 DIm.
F • 0.02656 daN/mm (coliespande a uma forca tot. - 17 N).

Em Ylrtude cia pouca apessura cia estrvtura. tn.baIba-se com • hip6tese
lie estaeIo plano de teDlles.O Ff'Ublema (oj ••••• com 11III&malha de 623
elementos tr~ u-res •. 21 .~ • CGIItato sitaados •• race



obI{qua de ambos os corpos. Os
deslocamentos e tens6es Dodais esUo
apresenta<los na tabela a se,uir. 0
exemplo fol tomado de 191 onde as
constanta do material do as do
plexi,lass. utUizado para ensaios
fotoelbticos. Os resultados DUJDbolcos
fornecldos e os calcu1ados neste
trabalbo do c:amparados DO arUlco.

a-87mm
b-65mm
c •• 43 mm
d - 148 mm

Tn
0.18

0.16

0.14

0.12

0.1

0.08

0.06

0.04

0.02

o
o

e • 60 11IIII

f-40mm
I - 89 IDIIl

10 20 30 40 50
X

Tt • 0.2 Tn (deaJizamento completo)



7. CONQ..us6ES
Foi apresentada neste trabatho uma formula~ para 0 problema de contato

_ atrlto. caracterizada pela dJferene:Jabilidade dos funcionais que modelam
o mesmo. Este e 0 motlvo pelo qual Ie fala de regulariza~lo do problema.
possibiJitando um tratamento nlo canvenclonal das restri~6es.

A solw;Ao Dumb-iea e enc:ontrada resolvendo-se um sistema nIo linear de
eq~. \rtilizando para isto 0 metoda de ~lo 1Ilo-linear
Quasi-~on.

Observa-se 0 importante fato que. neste esquema. pode-se calcular a
resposta de cacla elemento em forma Independente. pols 0 problema de
complementariclade linear esU desacoplado. A primeira vantagem que esta forma
de trabalhar acarreta refere-se • ictependmcia entre 0 metodo utllizado para
resolver 0 problema Dlo lliIear e 0 tLpo de problema propriamente dito; nAo
hi. em principio. dir~ alauma entre resolver um problema de cantata COllI

atrito e um problema elastoplastico. desde que Ie conbec;am os esfor~os
lnduzidos para um determinado campo de deslocamentos.
. Outra vant.aaem do desacoplamento do problema de comp!ementariclade linear
e a ~ao cia memlria direta necessMla para a solu.;lo do mesmo. Note-se que
esta carateristica de desacoplamento serla de Vuade utiJidade no eventual
caso de se dispor de um processadOl" em paraleleJo.

o elemento de cantato impJementado tem-se mostrado suficientemente
ef1cWnte para !palar _ boa aprox~o a autras soluc;iles numericas.

t oportuno ressaltar que do ponto de vista de 111I1 U5Uario de ·software·
de anilise estrutural. 0 rata de Ie dispor de um elemento de contato
re5lIlta numa simplifi~ na bona de modelar 0 problema.

No que se refere ao metoda de resol~o. 0 procedimento utilizado
demonstrou ser efetivo. sendo leU principal incooveniente 0 mal
condiciona.mento gerado quando Y&lares muito altos de rigidez do e1emento em
questlo do adotados.

DeYe-se observar que cada it~lo do Quasi-NeWlan eDvolve. como caJculo
mals c:clIDpJicado. 0 produto entre duas matrizes, isto e. 0 custo computacional
e relati...-nte baiXo.

A inclusIo do atrito produz algumas pertw-bal;(Ies Dll conYergencia do
iMtodo. 0 que induz a supor que uma alternativa de trabalho seria iterar
entre dol. subprcblemas de cooveratacla assegurada como sAc os de Signor-ini e
Duvavt-Licas. pretendendo-se obter a solu.;lo global ao final do processo.
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