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RESUMO

Neste trabalho é discutida uma formulag8o varjacional para problemas de
contato com atrito em  elasticidade infinitesimal, caracterizada pela
continuidade das relagSes constitutivas que vinculam deslocamentos e reacdes
na regido de contato e a difereciabilidade de seus respectivos potenciais.

Se faz uso do método de elementos finitos para a discretizagdo espacial,
desenvolvendo-se um elemento de contato. O problema nio linear gerado £
resolvido mediante técnicas de programacio matematica (método Quasi Newton).

ABSTRACT

In this work a variational formulation for contact problems with
friction is discussed. This formulation is characterized by the continuity of
the constitutive relations between displacements and reactions at the contact
zone and the differentiability of their respective potentials.

A contact element is developed, using the finite element method for the
spatial discretization.

The nonlinear problem is solved by mathematicaa programming
(Quasi-Newton method).
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1.INTRODUGAO.

A transmissio de esforgos através de vinculos unilaterais, fendmeno
freqliente na mecénica, apresenta-se como um problema de modelagem e resolucio
nSo trivial. A-.dependinca existente entre a superficie de contato e as forgas
aplicadas, conduz a uma forte ndo linearidade. Por outra parte, a inclusio do
atrito aumenta as dificuldades pois traz s discusslo questdes come unicidade
da solugfio, ainda nfo totalmente resolvidas.

Em [1] s80 descritas duas formas de colocagio do problema: A primeira
consiste no tratamento do vinculo mediante condi¢Ses de contorno a serem
respeitadas ¢ que portanto limitam diretamente o espago de procura da soluglio
{(problemas de Signorini, Duvaut-Lions). A segunda opgio, que é a aqui
utilizada, estabelece relagdes constitutivas sobre o vinculo ligando forgas
de superficie com deslocamentos desta. Neste trabalho as relagles
constitutivas slo construidas de forma tal que seja possivel relacjonar sobre
o vinculo um deslocamento dado a uma forga sobre este em forma univoca.

O comportamento do vinculo na direcio normal e tangencial respondem a
fendmenos fisicos bem diferenciados e serSo tratados independentemente: O
comportamento na direcio normal ndo inclui processos dissipativos e serd
formulado em termos de desiocamentos totais (sempre dentro da teoria de
pequencs deslocamentos e deformacles). Na direco tangencial, a dissipacio
produzida pelo atrito cria dependencia entre a resposta e a histéria do
carregamento; a relagdo constitutiva nesta dire¢io serd entlio descrita em
termos de velocidade de deslocamentos.

Finalmente, a efeitos de resolugio numérica, estas relagSes
constitutivas em taxas serlo discretizadas no tempo obtendo-se uma formulagio
incremental do problema em questiio.

Esta forma de estruturar o problema ¢ a wutilizagio do método dos
Elementos Finitos possibilita a implementagio de Elementos de Contato onde as
mencionadas relagdes constitutivas s3o uma caracterfstica inerente aos
mesmos. O conjunto de equacbes ¢ inequacdes é resolvido mediante o método de
Quasi-Newton a nivel de equilfbrio conjuntamente com a ressolucio do problema
de complementaridade linear a nivel de cada elemento de contato.

O estudo ficou restrito aos casos de elasticidade infinitesimal, mas
como se verd a seguir, uma das vantagens desta formulagio ¢ a sua facilidade
para incluir efeitos tais como comportamentos ineldsticos, grandes
deformagdes, etc.

A implementacio numérica se limitou a estados planos, sendo que exemplos
numéricos sio ressolvidos mostrando a potencialidade do método proposto.

2. CONTATO. APRESENTACAO DO PROBLEMA.
2.1. Equacao constitutiva normal.

Seja um corpo B ocupando uma regifo regular Q limitada pelo contorno I
no espaco euclideano E. Esta regiao serd denominada configuracio de
referéncia e chamaremos ponto material a cada ponto X do corpo B nesta
configuracio.

Consideramos o processo quase-estitico no sentido que ¢é sufijcientemente
lento para desprezar forcas dinAmicas, efeitos de impacto, etc, passando o
tempo a ser um parametro que estabelece apenas a seqléncia das configuracSes.

No problema que estudaremos, o corpo B (percussor), entrarid em contato
com outro corpo A (apoio). Sejam em B os contornos I'u {deslocamentos
prescritos, TI'r (forcas prescritas) e Tec (superficie potencial de contato;
contém a superficie efectiva de contato para todo o processo de deformagio).
O contorno TI" fica definido da seguinte forma:

FesTwuultule ; Tunlr=0 ; Tunle=0
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Introduziremos algumas condicles nas caracterfsticas de I'e com o
objetivo de limitar o problema em estudo.

Esta superficie é suposta suficientemente plana para que a normal nix)
sobre ela definida nlo varie em forma aprecidvel quando passamos de um ponto
a outro. Exigimos também que a superficie de A localizada em frente a I'c seja
tal que 2 normal saliente m» de um ponto b € I'c encontre um ponto & na
superificie de A4 cuja normal ns seja praticamente colinear com nw.

O fato de trabalhar com a teoria de pequenos deslocamentos e deformacBes
permite assegurar que as normais nio variarSo sensivelmente durante o
processo. Com estas premissas, podemos convir que dois pontos a,b
pertencentes a corpos A4 ¢ B respectivamente estar3o relacionados por uma
Unica normal n(x), x € Te.

Seja

Ku-{u:utv;u-iiv::tru}

onde U & o espago vetorial de todas as configuracBes possiveis (entendemos
por possiveis que os elementos destes espagos s3o compativeis com as
hipoteses cinemiticas do modelo e que as operacdes que faremos sobre eles
tenham sentido), e Ku, subconjunto de U, contém todas as configuracdes
compativeis com os vinculos bilaterais.

Definiremos o escalar ul(x). x € [c da seguinte forma:

G-n = (uasnln Tn. = (uwe+n)n 4}]
u (Tn.- 'ﬁan)- n (v3]

A cinemidtica de dois pontos em possivel contato pode ser escrita:

s-u ® 0 (3)
rs 0 (4)
)= 0 ®

onde a varidvel s = O representa uma “folga® entre os corpos, de valor
suficientemente pequeno como para ser compativel com a teorfa proposta.
Observa-se que estas equagdes determinam uma relacio constitutiva entre os
pontos em questio representada pela curva a) da fig.2. Assim, dado um
deslocamento, pode-se determinar a existéncia da reacic mas sem o
conhhecimento do valor de ésta até nSo ser ressolvido o problema de
equilibrio. Neste ponto, se propbée uma “regularizagio” a este tipo de relagio
introduzinde a possibilidade de penetracio através de um modulo de rigidez
eléstica k. (curva b) fig.2). Com isto, pretende-se simular a situacio

anterior (exata) tomando valores suficientemente altos de rigidez.

n o
-— bt Z -
n
M
Figura 2 b)
% “lhoew
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Suponhamos nosso corpo B apoiado sobre uma plataforma A eldstica na qual
permitiremos uma certa penctragio com respelto & configuraglo inicial, e
tomemos um ponto na superficie I'c € B. Definimos:

g§~-u =8 ~& : § 0 ; S 20 (6)
»n * - . -
60-8--0 7

A oGltima equagio coloca em evidéncia a Impossibilidade que os
escalares positivos 3+ e 8-, parte positiva e negativa de s-un, sejam
simultaneamente diferentes de zero.

O valor 3- representa a penetracio corpo-apoio que permitird estabelecer
uma funclo para calcular r iem particular :

r =-k& 50 9)
» . -

Observemos que dado un, o fica determinado (fig.2). Esta
caracteristica induz 4 seguinte observagio; se estamos analisando o
equilfbrio de um corpo sobre uma fundagSo, a “penetragio” (3- > O) pode
irterpretar-se como uma certa elasticidade desta iltima. No caso de se tratar
do equilibrio de dois corpos em contato entre si, um valor positivo de 3-
significa uma penetragio efetiva entre ambos dado que definimos u, mediante

(1-4). Isto é teoricamente errado, mas, como notamos anteriormente, um valor
suficientemente alto de kn simula a sitvagdo exata com a vantagem de ter uma
equagio constitutiva tal que dado u, fica determinada a reagio ro-

Substituindo para eliminar 3&- reescrevemos o seguinte problema de
complementaridade linear:

r =k(s~u-8)s0 ; 3 20 (10)
" » n .

*

r 8 =0 (1)
n -+

Se tomamos 6’. kn, s, un funcdes escalares sobre e e definimos:
c‘s{a:s z0 Vxere}
v *

o problema local de complementaridade linear pode ser expresso como segue:

5 ec’ 12)
r =ki{s-u-258) (13)
n n n .
j. - rn(a:- s)drzo ve ec (14)
€

Estas equagdes siio as condigdes de otimalidade do seguinte problema
variacional

jof | Jdtu 80 1s)
5 c’ noe
_i&(u.a)-J [lkaz—k(s-u)aldl' (16)
n e Te 2 noe n n e

Observemos que j&(u_.s.) ¢ um funcional estritamente convexo e
diferencidvel na varidvel 6.. Logo, para cada u € K“ existe uma soluglo 6.
que minimiza j&(un.a') caraterizada pelas equagbes (i12-14) ou localmente
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pelas equagBes (10-11).
O anterior nos permite definir um novo funcional diferencidve! dado por:

JBlu) = nf  j8lu .a.) un
» se c’ »

-I %k(s-u) dar seuemn“
38w ) = " - (18)

1] se u € K - Kin
L'} -

onde
Kh-{u:nex;u s:Vxel‘e.-}
- [ ] N

Fisicamente, -J3 representa a energfa de deformagio de uma camada
eldstica distribuida ao longo de Te que trabalha somente em traczo. A partir
deste resultado, podemos construir o potencial que permite calcular a energia
absorvida por uma camada elistica trabalhando somente & compressiio a partir
de uma configuragio que considera a folga inicial s (fig.4):

~-r € 8) (v) (estritamente -r = VJ (u)) (20)
n L I ] n " n

J(u)=inf‘J (%k(s-u)zO%kaf-k(s—u){]dt‘ 19)
a n a’e c rc L3 ] n n n

O aspecto principal a se ressaltar é a diferenciablilidade deste
potencial, que assegura a determina¢3o univoca da reagio no vinculo para um
determinado deslocamento normal u.

2.2. Contato com atrito. Equacao constitutiva tangencial

Vamos convir que a superficie submetida a esforgos de atrito é a prépria
superficie I'c descrita anteriormente. Tomando os pontos &, b pertencentes aos
corpos A e B respectivamente, definimos:

\-u‘r (I - nen) us ; ;n‘t {1 - nen) ws ; ;‘s fn‘- 6'1 21
T = (I - nen) Tn(21) 22)

onde a velocidade v pertence 20 espago V¥V de todas as acgles de movimento
possiveis.

Consideremos o caso de atrito seco, onde o valor limite da reaglo
tangencial é funglo da reagio ra e, conseqlientemente, existe uma relaclo
rm e T tal que quando esta ¢ satisfeita, o corpo estd em condigbes de
deslizar. Podemos entender esta relagio como o limite de uma regilo
g(t.rn) s 0 onde cada componente git,ra), j * l..n é uma funcio convexa
diferencidvel que chamaremos "modo de deslizamento” (a desigualdade &
entendida componente a componente).

Suponhamos ra = O fixo e conhecido no ponto b. A funcio de deslizamento
depende agora unicamente da variavel t .

g1 = [::g] xJ(;) 50 ;1= 1.
[

A intersecio das regides vikveis de cada restrigio estabelece a zom
admissivel para t .




- 396 -

deslizamento destas ligagdes.
Substituindo e reagrupando, obtemos a equagio

T=- k‘(v‘o & B (32)
na qual o vetor B nlo ¢ conhecido. Para estabelece-lo nos valemos do con junto
de restrigBes (24-27) escritas para o caso plano:

gs0 ; Bzo ; g-Bs=o0
- is0:5 8 =
Se z’(t)' 0 = g [} g, ﬁ’ 0
Estendendo estas condicbes a todo o contorno [I'c utilizando uma
formulaglio varjacional obtemos: :

B’-{é:étOeml'c} H &-{é:ieﬂ‘;é-g-Oeml‘:} {(33)
BeB _ (34)
J-i-(é'—é)drto va en (35)

[

Substituindo (30) e (32) em (35) escrevemos:
J.rc[ k‘vtg.? k‘( £, gr) 8- pre )-(8 -g)drzo VB €B; (36)

esta equacio é equivalente a achar ﬁ € Bg tal que:

1 o o .«
k . - .
éi:f&{ Jr‘[ 3 ‘( £ gt)ﬁ B+ k‘v‘g_r ur 3]} (37

A restricio imposta para B de pertencer a Bg pode ser retirada incluindo
um termo de penalizacio no funcional, e assim trabalhar em um campo mais
amplo.

. 1 - - . » .
él:fB'{ Jre[ 5 k(ge 81) B-B+kve, - pr elp ] dr + I(g) } (38)

. . [0 se B eB
sendo I(8) a indicatriz do convexo Bg: IS .
+@ se 8 € B'-Bg

Aproximaremos esta indicatriz mediante a funcio:

o 1 .
lc(B) =-: I cx-a dr (39)
Que no_ caso limite de ¢ — 0" fornece a propria fungio indicatriz. Desta
forma B pode ser determinada resolvendo

A 1 . . . 1 .
lim _  inf [—k(go )B-B+(kyv -ure—-g)-B]dr
c*O'BtB’{L‘:zt <® &¢ AL » c
(40)

Neste ponto faremos uma transformacio no tratamento das equacdes
escritas em funcio de taxas, para trabalhar com incrementos finitos no tempo.
Utilizando a primera aproximag3o de Euler:
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&
iy g3 =0 3‘30
69‘ 2=l
[ £/ 9 ' T 9
/
I \ Figura 3

Quando um modo gjﬁ) toma o valor zero, se diz que o modo estd ative;

neste caso, o deslizamento poderé efetuar-se com uma velocidade 7: de diregio
&

dada pela derivada de g com respeito & variavel T (diregio da normal & curva
no ponto). Se estamos em um vértice, ou seja, temos mais de um modo ativo
simultaneamente, a velocidade refativa estard situada dentro do cone formado
pelas normais aos modos ativos (fig.3)

g so Bzo 24)

e I . = . 08(x)
Vt (“t) B H ‘r(‘l) _8_1,’ (25)
B-g=0 (26)

O tensor gt(;) aplicado ao vetor 8 define 7: através da combinagio

linear dos modos ativos. Quando um modo gxT) estd saturado (ativo), pode
continuar neste estado ou passar z inatividade (gy(t) < 0); logo:

Seg}(;)-o - i,so;i’éjso (F1))

Deve-se notar que o fato de se ter trabalhado com taxas de deslocamento
e na expressio (27) com taxas de tensio, é coerente com o fendmeno de atrito
pois este é dependente do processo de carga-deformacao {3]{4].

Por simplicidade restringiremos o problema a duas dimensbes (2 ¢ Rzl.
adotando para o calculo das tensbes tangenciais a lei de Coulomb. Neste caso,
para o sistema local de coordenadas n, t, temos que:

LA
L]
Ao
-
i

=T voEvt (28)

. [8 . Topr
B=4 "} ;i glx) =glx) = 29)
8 ~Topr

gR) =vg +ure ; g-{l};e-{l} (30)

1 1

Sob este enfoque, o campo de velocidades tangenciais pode ser decomposto

como segue:
. ] . 1 s :

VRV YY, \A -—F:t v TR B 31

A primeira parcela, as vezes chamada velocidade de aderémcia, ¢

atribufda 4 deformaglio elastica das asperezas dos corpos contato {S],

sendo proporcional a taxa de forga tangencial atuando sobre a superficie e

inversamente proporcional a3 um fator ki que chamaremos rigidez tangencial

equivalente. A secgunda parte se associa a wuma ruptura e consequente
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Au . Ar
". __‘ . ﬂ - A8

-
3t i Bt : T Bt

Substitufmos estas aproximagbes na expressio (40) obtendo:

1
lim inf k(g o g)Ag-ag +
c - o'mea‘{lrelz v R &

At
+ ( k‘Au‘g“ - uArne e )'M] d!'}
Tomando ¢ = At, temos que:

1
x . (kA - -g ) dar } =
i:fn‘{ J’n[ 3 ‘( L &) ‘1) AB-28 + Lug - pAre - g )8 ] }

= jinf . { jﬂ(Au‘.ﬁ) } = JB(Au‘)

(41)
AB€ B
1 (puAra + g2) 2 (uArn + g2)
-3 kt[Au‘+ —5 se Au‘z El e
(pArn + g1} (pArn + g2)
JB(Au‘) = 0 se ——E——L— s Au‘ s - L2 Be

kt
1 {(pArn + g1) z (uArn + g1)
-2 ka("‘":’ k¢ ] se Bu,

Novamente deve-se notar que Jﬂ(Au‘J ¢ um funcional convexo, uma vez

diferencidvel. A condico de infimo de (41) é dada pela equacio variacional
U L] .
L.e( k‘(Au‘-t g AB) g, - HAre - g)-(M - ABMI 2 O VAR €B {42)

Da mesma forma que na equacido constitutiva da reagio normal, podemos
escrever uma funcio potencial Jt(Au‘) {fig.4) tal que:

-1 € 8)(Au)
[t
1 2 1
J (Au )= inf —k(Au)dI'O[—k(go ) AB-4A8 +
t "ABGB‘{,L‘ez‘ 1 PR Y

+ { k‘Autxt - uArne - g ) A8 ] dr}

Voltando & equag3o variacional (42), e considerando que:

(43)

AT = - k‘(Au‘ + grobﬂ)
g(‘rOAt,rntAr-)-xOAtgt+yArne

escrevemos a relaglo constitutiva para os esforgos tangenciais em forma
variacional; dado g, Ar. e Au‘. calcular Ag, AT, tal que:

AB eB At = - k (Bu+ g -48) {44)

J - glt + At , re Arn)-(AB'- AB)drz0 v Aa's B'
Te

{45)
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3. EQUILfBRIO DO SISTEMA

Nos problemas de contato sem atrito (problema de Signorini) e problema
de atrito com forgas normais prescritas (Duvaut-Lions), os potenciais obtidos
Jn(Aun) e J‘(Aut) permitem escrever o equilfbrio como um problema de minimo

{formulag8o cinemética):

UAw) =  in{ B(au)
Au
sendo .
Mau ) = HDau) - L{su) - J.(Au)

ou equivalentemente
D(2u’) = JDsw) - Lidu) - J (Au)

onde J(DAu) e L{Au) slo os potenciais que determinam trabalho das forgas
internas (em B) e forgas externas (em B e TI't) respectivamente. J.(Au.) e

J‘(Aut) representam o trabalho das forgas normais e tangenciais de contato,

ndo lineares com respeito a Bu. Nestes casos, devido as caracteristicas de
convexidade destes potenciais ¢é possivel demostrar (sob certas condigSes)
unicidade e existéncia de solucio.

No problema de contato com atrito a forga normal, parametro considerado
fixo e conhecido na formulagéio da relagdo constitutiva tangencial, varia com
o deslocamento. Nio obstante, a velocidade tangencial continua sendo funcio
s6 da derivada parcial de g com respeito as temsBes tangenciais, pois
consideramos uma lei de deslizamento nfo associativa. Assim, as expressdes
formuladas para a restricBo sobre as tensdes tangenciais continuam sendo
vdlidas para todo ralx) s 0, embora o equilibrio nio possa agora expressar-se
como um problema de minimo ¢ sim como um sistema de equacdes nio lineares.

Recapitulando: o problema de equilibrio levando em conta condigbes de
contorno de contato pode ser escrito através das seguintes equacbes:

Au € Keu

J Del{Au)-c(v-8u) dO = I 8b+(v-Au) dQ + I Af=(v-Au) dT" +
8 ] Tt

. Ar (v - Au MT + Ax(v - Au )l (46)
Te a a a Te t t
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onde
Ar_- - k.(Au_o M.) ;. At = - t‘(Aut* g{M) (47}
r8t (5% s < o véec (48)
Te ™ . . .
[ - gltt + av ., r: + Ar_)-(w'- 48)dr = 0 vag'e B (49)
Te
ruAt - rt +Ar ; aum - ‘t + 88 {s0)
n ] ] * * *

A expressio (46) consiste na equaglo de equilfbrio (principlo das
poténcias virtuais discretizado no tempo) onde D é o tensor de quarta ordem
[6], ¢ o tensor de deformac8o de Green, b e f s80 as forgas de corpo e forcas
de superficie respectivamente. Os dois Gltimos termos da equagio (46)
correspondem ao trabalho das reagBes de contato, dependentes do valor de u
através do problema de complementaridade linear dado pelas equagbes (47-50).

4. DISCRETIZACAO ESPACIAL. METODO DOS ELEMENTOS FINITOS (MEF)

Utilizaremos o Método de Elementos Finitos na procura da solugio
numérica, e a introdugio das caracteristicas inerentes ao problema em questio
serd feita mediante um elemento de contato.

Lembremos que tinhamos associado cada par de pontos em possivel contato
a uma uUnica normal n; esta propriedade permitird a construgdo do elemento
mediante a definigio geométrica do contorno ¢ {pertencente ao corpo B) e da
folga inicial (sz0), sendo ist? suficiente para “gerar” artificialmente a
superf{cie de contato do corpo A.

O elemento entdo estard formado por "P" pares de nés associados aos
parémetros nas fungdes de interpolaglo seguintes :

r | 4 [ 4
x. =L 2€x': yo=L 26y’ =T 7 '@ (51)

onde € é uma coordenada curvilinea sobre Ic (fig.5) e x sio as fungdes de
interpolagiio (por definicio de s, temos que xy z 0). O contorno pertencente a
A, oposto a Ic, esta definido por:

Xp =X ¢sn ’I"A.yl'e‘sny (52)

onde nx, ny sio as componentes do vetor normal ao contorno Te.
No caso da varidvel u, o tipo de interpolacdo elementar ¢ a
tradicionalmente usada em elementos finitos.
Poxgl PN
w=F Les uw, H wu=f L o (S3)
=] 1= =1 1=}

que, parametrizadas sobre o contorno de contato e utilizando uma matriz de
projecio, podem ser escritas:

! A folga inicial ¢ uma quantidade independente da configuracio real dos
corpos. Pode-se tomar uma folga diferente de zero, mesmo que os contornos de
contato ocupem o mesmo lugar fisico.
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uile) = NROU u (€)= NR(€) U (54)

Desta forma, podemos criar uma famflia de elementos de contato que
diferam no numero de pares de nés e no tipo de interpoladores utilizados.
Nestes elementos, dado o deslocamento u, é conhecido o valor da distribuicso
de forcas de reaclio mediante as equacdoes (47-50). Para isto, procede-se &
integracio numérica, resolvendo o

problema de complementaridade linear A
nos pontos de integragldo. Assim, os
dois ultimos somandos da equacdo de a
equilforio sfo calculados elemento a
elemento.
O elemento mais simples desta
familia ¢ o elemento unidimensional ou b §
"mola de contato”. Formado unicamente
por dois nés e seu correspondente 8 \n/lt
referencial local (t,n), traz grandes
vantagens no que diz respeito i
implementa¢io e versatilidade na sua ‘Figura §
aplicagao.

Sustituindo (47) em (46) obtemos:

De(Au)-clv) dQ + k Au v dlr + k Auvdl +
Q L Lttt

J kadFOJ k‘(gt'w)vdr-l[bb-de-I AfevdlF =0 VveVar
re™ °"° re t o re (s%)

v:r_t{u:nev;ula Vxel"-}

Utilizando as funcBes de interpolagko e integrando, temos que o
equilibrio do problema de contato com atrito em forma discreta se escreve

agora:
Determinar U3 U + au, U*2= U em I, tal que:
v(w)s(x+xnoxt]wors¢rs-r-o (56)

Os valores K ¢ F sdo a matriz de rigidez e o vetor de carga tradicional
de uma andlise linear eldstica e (K-AU + F8) e (K‘AU + FB) sdo as forgas de

contato normais e tangenciais respectivamente. As forgas F§ e F8 correspondem
& parte nio linear das forcas de contato (quarta e quinta parcela da equagio
(55)). Quando se utiliza o elemento de contato unidimensional, o calculo
Jocal da complementaridade linear determina diretamente a forca de contato no
ponto. Assim, a forma que estas relacSes de complementaridade adotam para
cada elemento é:

. e Tto‘t
Fs - F& - lKud{ U 50

T
{ Fs*- F&* - [m] yra }-D“"l =0

(] oo [ oo« o)
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{...}'AB-O (57-59)

Abrindo estas expressdes (sa = sen & ; cax = cos a):

2 H
o nz:a -ca vu:u on
. s&  -Sot o -S& s& ~sa
x‘- k‘ o s o : Kua‘- kt —ca  cx
sim ...0.... 2 -sa  s&
sa
sa” -sa o -so® sa e
2
K=k 1.6, sa o mca ; Kud =k | &
n n . 2 n sa
sa” -sa ox
sim veosesan 2 -ca
Locx

.......

ca sa -c; ~Sa 1 -1
Cg'l' { kc[-c:a -sa ca sa ]U * kt[-l I}B *
1 -sa ca sx -ca
’"kn[l]m-S)*"kn[-sa ca sa-ct]u}

onde @« ¢ o &ngulo de giro do sistema local (t,n) com respeito ao global
(x,y).

S. RESOLUCAO NUMERICA

O conjunto de equagdes anteriores (¥ = O) é um sistema nio linear em Au;
as varidveis AD e AB dependem nio linearmente do incremento de deslocamentos
através da solugio do problema de complementaridade (57-59), que, pela
caracteristica de ser nSo acoplado, é resolvido a nivel elementar. Para a
soluglio deste sistema, foi escolhido o método Quasi-Newton, em especial a
atualizacio BFGS. Este método define a nova diregSo de procura p mediante a
aplicagio da matriz H a0 valor atual do vetor ¥. Esta matriz M ¢ inicializada
com a inversa da matriz de rigidez (K + akKn + ¢Kt) e ¢ atualizada pela
técnica BFGS_([7){8].0s valores « ¢ ¢ sio escalares entre O e |, sendo que nos
resultados numéricos aqui apresentados se adotou as=i, ¢=0.

O algoritmo consta das seguintes partes:

PASSO 1. Inicializaglo.

k=0 AU=8U, H=d
¥ = ¥(aU)

se |¥] s ¢ pare

p--lloi

PASSO 2. Cticulo da nova aproximacio AU mediante a procura
{inear: determinar s tal que
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|p-¥aU + sp)| 3 £ |p-¥aU)|

d = gp

AU = AU + ¢

¥ = ¥(30)

se {¥] s ¢ pare

PASSO 3. Avaliagio dos vetores v e w relacionados ao BFGS.
7°d = (¥ - 9)-d

W B e
7d
v = [ 1+ v =s(y+d)/tv-d) ]v -¥

Salvar em meméria secundiria: v, w como v [ w'.
PASSO 4. Cilculo da nova diregio de procura p = - H ¥ onde
u-[ T'Tu.w'o'))] n"[ ﬂ(nv’.w’)]
)=0,k )=0 .k
p=¥
Para j = k, (k ~ 1),..., 1,0 faca:
{ recupere v”, w como v,w
P=p+(wp)v)
p=-H¥
Para j = O,1,....(k - 1), k faca
{ recupere v, W como v,w
P=p+ivplw)

PASSO 5. Atualizacio de varidweis
k=k+1, AU=20, p=p, ¥ =¥
voltar a PASSO 2.
se escreve ¥ = #(AU) na sequencia de p descrita, pretende-se
denotar o cdlculo de (56). Como j& foi dito, este cdlculo envolve uma parte

linear (elementos do dominio e forgas externas) e uma parte nao linear
associada aos clementos de contato (calculada elemento a elemento).

6. EXEMPLOS DE APLICAGAO
6.1 Semicilindro sobre superficie rigida

Trata-se de um  semicilindro |
circular, longo, apoiado sobre uma
superficie rigida horizontal, .\F
suportando um carregamento
uniformemente distribuido sobre a face J JJ 1 1 1 j 1 l I I 7

superior. Considera-se um material
isotrépico homogéneo, sendo a hipétese
de trabalho um estado plano de
deformacdes.

Utilizou-se uma malha com 214
clementos lineares de tres nés e 20
elementos de contato.

Foram obtidos valores de teasfo
normal para a condigio de contato
atrito e valores de iensho normal e
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tangencial para a condicdo de contato com artrito (u = 0.2). Estes resultados
sfo comparados com 2 solucio analftica de Hertz {22] no seguinte diagrama.

E=1000; R=8;v=03;q=230

Semi-cilindro Elastico (est.pl.def.)
Condicao de contorno: Contato

Tn/B Tt/8
0.3 0.08
o0
| R oo o) Tn (s/3trito) 05
0.25 - Tt (erateno) 1%
02l Tn (c/ateito) | 0.04
Tn (Hertz)
0.18 | 40.03
0.1} 10.02
oosf <0.01
ol 1 —1-9— o]
o] 0.05 0.1 0.3 0.35

Malha deformada

6.2. Encaixe macho-femea

Temos, neste exemplo, o problema gerado peloe encaixe de duas placas,
macho ¢ fémea, mostradas na figura. Como se observa, o corpo fémea tem os
deslocamentos verticais ir~edidos sobre a superficie superior, enquanto o
corpo macho esta submetido, na face inferior, a um carregamento uniformemente
distribu{do F. Aq, caracteristicas do material ¢ a geometria sSo as seguintes:
E = 240 daN/mm", v;O.S.u-O.Z. Espessura = 6.4 mm.
F = 0.02656 daN/mm"” {corresponde a uma forca tot. = {7 N).

Em virtude da pouca espessura da estrutura, trabalha-se com a hip6tese
de estado planc de temsSes. O problema foi modelado com uma malha de 623
elementos triangulares lineares e 21 eclementos de comtato situmados ma Tace
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oblfqua de ambos os corpos. Os

deslocamentos e tensSes nodais estlio *
apresentados na tabela a seguir. O ’
exemplo foi tomado de [9] onde as \ \\3\\\\\\\\\\\\\\\\{\ A\ 11414
constantes do material s3o as do [ S
plexiglass, utilizado para ensaios oy n
fotoelédsticos. Os resultados numéricos { g
fornecidos e os calculados neste i
trabalho s8o comparados no grafico. '
o
a =87 mm e = 60 mm l . ;
b= 65 mm f = 40 mm ' -
c =43 mm g = 89 mm
d= 148 mm
] i 1)
Encaixe macho-femea
Tn
0.18
0.16
0.14
Cc.12
0.1
0.08 -
0.06
0.04
0.02F === 1n {calculada) -~ Tn (tormecida)
o 4 1 i i A e
0 0 20 30 40 50 60
X

Tt = 0.2 Tn (deslizamento completo)

Malha original Malha deformada




7. CONCLUSOES

Foi apresentada neste trabalho uma formulaglo para o problema de contato
com atrito, caracterizada pela diferenciabilidade dos funcionais que modelam
o mesmo. Este é o motivo pelo qual se fala de regularizagio do probiema,
possibilitando um tratamento nfio convencional das restrigdes.

A solugho numérica é encontrada resolvendo-se um sistema nSo linear de
equagles, utilizando para isto o método de programagio nlo-linear
Quasi-Newton.

Observa-se o importante fato que, neste esquema, pode-se calcular a
resposta de cada elemento em forma independente, pois o problema de
complementaridade linear estd desacoplado. A primeira vantagem que esta forma
de trabalhar acarreta refere-se i idependincia entre o metodo utilizado para
resolver o problema nlo linear e o tipo de problema propriamente dito; nio
hd, em principio, diferen¢a alguma entre resolver um problema de contato com
atrito e um problema elastoplistico, desde que se cophecam os esforgos
induzidos para um determinado campo de deslocamentos.

Outra vantagem do desacoplamento do problema de complementaridade linear
¢ a redugio da meméria direta necessiria para a soluglo do mesmo. Note-se que
esta carateristica de desacoplamento seria de grande utilidade no eventual
caso de se dispor de um processador em paralelelo.

O elemento de contato implementado tem-se mostrado suficientemente
eficiénte para igualar com boa aproximaclio a outras solucdes numeéricas.

E oportuno ressaltar que do ponto de vista de um usuirio de “software”
de andlise estrutural, o fato de se dispor de um elemento de contato
resulta numa simplificacdo na hora de modelar o problema.

No que se refere ao método de resoluglio, o procedimento utilizado
demonstrou ser efetivo, sendo seu principal inconveniente o mal
condicionamento gerade quando valores muito altos de rigidez do elemento em
questio s3o adotados.

Deve-se observar que cada iteragiio do Quasi-Newton envolve, como cilculo
mais complicado, o produto entre duas matrizes, isto é, o custo computacional
é relativamente baixo.

A inclusio do atrito produz algumas perturbagBes na convergéncia do
método, © qQue induz a supor que uma alternativa de trabalho seria iterar
entre dois subproblemas de convergéncia assegurada como s3o os de Signorini e
Duvaut-Lions, pretendendo-se obter a solucdo global ao final do processo.
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