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Para realiaar trianeJUlaciones Delaunay, tanto en 2-D COIIOen
3-D, el metodo • utilizado es el algorit8:) incremental de watson.
En este trabajo analiZ8JllOSen detalle diferentes implementaciones del
mi&lllO,prestando especial atenc:iOna &uS costos cOlll(lUtacionales
(tieDlpOde cilculo, y .-:>ria requerida). se presenta adeEs un
algori t8:) para la regeneraci6n del borde en 2-D que puede resolYer
cualquier situaci6D, y produce ele-ntos de la IIejor calidad posible.

'rtle best way to obtain 2-D or 3-D Delaunay triangulation is to
use the watson incremental allJOritha. In the current 1oIOrit_ perfOrJI
a detailed analysis of different L.plementaticns of it, paying
special atention to the robustness, and CClIIpUtationalcost.

we also present an allJOritha for the boundary regeneration in
2-D, that can solYe any situation and produce elements with the best
posible quality.



IftRODUCCI6Ir
Loa algoria.. •• utilizadoc para produclr triangulaciones

De1aunay [1 l, estin basados en la propuesta reelizada sia1l tanea.nta
por Bowyer [2 1 Y lIatson [3 len 1981. La idee bUica .s vllida para
cualquier ra.ero de dillensiones, y c:ansiste en incorporar secuencial-
.ente loa DOdosa \.nl triangulac:iCiDDelaunayprevia, de tal forma que
1&nueva triangulaci6n 519&siendo Delaunay. !ato es relativa-nta
siJlple grad.. a des propiedades de estes triangul&cionea:

Test Delaunay: La esfeR cirCUllSCriptaa un siJlpllce no c:antiene a
ningUn otto pato de la triangulaei6ft.

Los siJIplices que fallan el teat Delaunay con un punto
dato que no pertenece a 1a triangulaci6n, forun un
conjunto sillp1emente conem.

La triangulaci6ft que •• obtiene al elillinar estos sla-
plices y agreqar aquellos forBlado5por laa caras de
1a cavidld resultante y el punto data, es tulbien
Delaunay.

Deadit el punta de vista de generaci6ft de rede1i, este algorit.3
es &610una de 1as etapas del proceso total, ya que el aiUKJ requiere
que ya eaten definides 10&puntos que fomarin 1a red, y neeesita
aduais una trianqul.ac:iCiDDelaunay que englobe a todos esos puntos.
Ho~te loa datos de que Be dispcne scn loa cantornos de la
l}8CIDetria que se quiere triangular, que en 10$ casos de interes,
puede see DO-<XlOVeXae incluso aJJ.tip1emente conexa; y un di_tro
pra.dio de loa e1_ntos, que pe1'1llitedefinir el 9rado de densifica-
ci6n que va a tener 1a red. Por 10 tanto el proeeso total requiere de
las siguientes etapas:

1- DISCIlE'!'IZAcr6tfDEL CON'r01lNO,T TO'!'
2- GElJEllACI6N DE NODOS INTERIORES
3- GEJIEllACI6N DE UNA RED ENGL05AHTE
4- rNCORPOllACI6N SECUEHCIAL DE LOS NODOS
5- REGENERACI6N DEL CONTORNO
6- BORRADO DE LOS ELEMENTOS EX'!'ERIORES

1- Discretizaci6n del CXlDtomo:En esta etapa se qeneran 1as aristes
60bre todos 10&cantomos (uno exte-

rior, y puede haber varies interlores). Este trabejo conviene reaH-
zarlo en foma semi-interactiva: En priJaer 1uqar se va recorriendo e1
contorno y generando loa puntos a intervalO$ i9U81 a1 diimetro
pra.dio de loa el~tos; y posteriorJllente puede ser necesario que
e1 usuario reacaD:lde algunos puntO$para que queden en luqares
particulares del contorno. En todos 105 casos va a ser necesario
verificar que no se produzcan cortes entre aristas (ver fi9. 1); si
esta situaci6n se produce, hay des posib1es soluciones: ca.biar el
dii •• tro pre-dio 0 desp1azar en fOrM interactiva, 105 puntos que
·foc.an e&as aristas.



1- Generacic5n de 105 I'ICldosinteriores: COnsiste en definir 1as
coordenadas de 105 nodos

interiores a la red. 5i bien tanto 1a illlplltl1e11tacien~ el costo
caaputacional de esta etapa no presenta prob1..as, resulta illpOrtante
utilizar un buen alqorit.:> ya que una _1a distribucic5n de 105 DOdos
va a conducir necesariuente a elementos de _la caUdad. Existen
varias propuestas en la literatura (4, 5, 6) para ~rar estos
nodose OUiZASuna de lllS .as apropiadas es la utilizacion de un arhol
(quadtree en 2-D 0 octree en 3-0) (6), que incluso perm te realizar
densificaciones locales en fOIWa natural. En nuestro caso ~
utiUzado la propuesta de La (4), en la que los nodos son co10cad0s
sabre rectas horizontales espaciadas una distancia igual al diimetro
promedio. SU iinica desventaja es no perlllitir densificaciones locales;
para ello utilizamos otras tecnicas (7, 8, 9) en una etapa posterior.

3- Generacic5nde una red eng'1obante: Esta etape es S\DlUllentesencilla
y coru;iste en definir una red

Delaunay que englobe a todos 10s puntos C}eDerados.TipiCUlente se
taun dos triingulos en 2-D 0 cinco tetraedros en 3-D (FiCj. 2).



4- Incorporaei6n secuencial de los nodes: Es en esta etapa que se
utiliza el algoritmo incre-

menta! de Watson, sienda la mas costosa de tode el proceso de genera-
eian. En la siguiente leccien analizaremos en detaIl. diferentea
iJIIplementaeiones de la msma.

~ Regeneraci6n del CXlDtomo:En general es posible que aristas que
formaban el C<Xltomooriginal, no exis-

tan en la triangulaeien obtenida al aplicar el algori t-e de watson
(fig. 9). En estos casos va a ser necesario lIOdificar localmente la
trillf19Ulaei6n de forma de crear nuevamenteestas aristas. Son tambien
varias las propuestas que aparecen en la Ii teratura para solucionar
este problema (10, 11], aunque algunas de enas no pueden resolver
todas las situaciones. Mas adelante presentur:>s un metode tota1Jllente
robusto para el caso de 2-D, coo la atraetiva cualidad de producir
105 elementos de la IIejor calidad posible.

6- Borrado del exterior: A esta altura •• dispone de una triangula-
cien del recinto de interes, pero hemos 98-

nerado tambien varios triingulos que no pertenecen al mismo (fig. 3),
Y deben ser removidos. Existen varias posibilidades para realizar
esta tarea (en forma llutOlllitica Be sobre-entiende); y sin duda la mas
econ6mica es la de -llenado de un recinto-: Dadoun elemento en el
exterior, este es elimil'llldo, y se marcan para eliminar a todos &uS

veeinos sielllpre que no se cruce el contorno date. Este algoritmo
recursivo requerira entonces un elemento marcado por cada recinto
exterior no conectado (dos en el caso de la fig. C).

En esta seeeian deseribiremos y compararemoscuatro algoritmos
posible. para implementar este metoda. E1 primero (al90ritmo A) es



rig. 4: Red fiDal despuM de borrar loa el-.ntoa exteriores.

la iJIIplementaci6n'" obria de la idea propJeata por watson, y ••
puede e5qUelllatizar de la siguiente fora:

Para cadis punto P a incorporar
Para cada el-m.o E ya generado

E falb el teat Delaunay can P ? -> selecclClllllr a E
pr6x~ ele.mto E
Buscar el contomo del conjunto de elelllef1tosseleccicnadcJ5
Generar IU!'Y05ele.entos uniendo cada adata del contomo COIlP
Calcular ~ y redioa de loa circuloa circ:unscdpto& de loa

..- ele.entos

Este alqorimo preaenta doll serioa probl •••• : en priJler lugar
loa errores de redondllo pueden conducir • seleciClllllr un canjunto de
elementos invalido (ver fig. S): y en &e9'JI'doluger el coato CClIIIpUta-
cional del Ili.~ crece ee-o O(N*.~.

Una posibilidBd para .aluc:iClllllr el priJler probleM, ea selecci~
nar sOlo aquelloa ele.entoa que ademis de fallar el test Delaunay,
eaten canectados (par una adata en 2-D 0 una cara en 3-D) al
conjunto ya seleccionado. De esta fOmB &e9Ilrantiza que aillllpre el
conjunto de eleamt05 seleccianadoa &eri vilido, y par 10 tanto
talllbien 10 sera la ,...,. triangula.cilln. Para ello. en priJler lugar ••
Mea al tle.nto que cantiene al ftUeW punto••• 10 •• leeclcna, y Ie



JIIllrcanpara analiAr a sua veeinos (tres en 1--0, cuatro en 3-D). Este
proceso se repi te para todos los eltllllentos _rcados que fallan .1
test Delaunay.

se encontr6 que efectiVUlente este.s un algori tmo robusto ya
que no present6 probletIIU en todos los easos analizados (2-D) aUn
trabajando en simple precisiOn y can redes de mis de 10000 nodes. Sin
ftlbargo .1 problema del costo O(N**2)sigue estando present., ya que
para eada rroevo punto que se incorpora es necesario analiAr todos
los elementos generados basta encantrar al que 10 cantiene.

De todas foras para .1 euo de 2-D el C08to O(N**2) puede
resultar B:l1esto, pero no un serio probletllll ya que N estari en e1
orden de 1000 a 10000, 10 que neva a un tiempo de generaci6n de
varios segundos a algunos IIinutos en una pVAX II (0.15 Kflops) (ver
fig. 7). Sin .-bargo en 3-0, N puede ll~ar a 10**5 e iocluso a 10**6
10 que lleva a tiellp)& de cientos de diu en una II'/M. II; Y aunque se
disponga de alp procesador .a•.,veloz, los tiupos siguen"endo
inaceptables.

Para deterRlinar si el punto estl dentro de un determinado
e1emento se debe verifiear que el IIismoeate del lado "interior" de
las tres aristas (cuatro caras en 3-D), es deci r que las areas de 106
triingulos 12P, 23P, 31P en la fig. 6 sean positivas. 5i una de estas
ireas es negativa signifiea que el punto esU del otro lado de esa
arista, por 10 que una _jora aJy seocilla del algorit8) anterior
seria analiAr e1 elemento weino en esa direceioo. De esta forma no
sera necesario analizar todos los elementos ya generados, sino
solamente 108 que estan sabre "la linea" que va desde el eleJIento de
partida (cualquiera) MSUI el que c:ontiene al punto. De esta manera,
e1 orden sera O(N**1.5) en 2-D y O(N**1.333)en 3-D. El costo de este
a1goriblo •• puede ver en 18 fig- 7 (algoribm 8).

Para poder disminuir este orden aUnmas es neeesario recurrir a
una clasificaeiOn de 106 elementos.Y4 generados, de forma de analizar
solamente un grupo reducido y constante de elementos para eada nuevo
punto que se incorpora. Una posibilidad es utilizar un arbol
(quadtrees en 2-D 0 octrees en 3-D), que en eada hoja eontenga los
elementos que tienen intersecci6n no nub con la miSlllll.De eata fora
dado un nuevo punto, se ubiea en que hoja cae (costo O(LogN» y luego
se ana1izan solo 106 ele-.ntos alIi cantenidos. Este algoritRo
presenta serias dificultades de illplementacicSn ya que el lIbel debe



ser cx:ntinuaente aetlJa1izado can 1~ el-.ntos que desaparec:eo, y
loa JaJeYOaque •• crean; y tie,. illpOrtantes requeria1entos de
-.ori •• En 1. fiC). 7 (alCJOdmo C) puede verse adeIIb que si bien el
c:osto crec:e can orden..nor que 0(N**2), el aismo estl 1_jos de
ccapetir can el al90rital a.

8
ii!
b l.(
ii

.!
is
-8

t-
•••.• de·'"

riC). 7: Casto CXlIIpUtac:icnalde diatint05 alCJOrima. para e1
mitodo de WllUclft.

~ idea Ilia efec:tiva que la anterior fue propuesta por Baker
(11 J, Y c:msiate en clasificar en Wl 'rhol 10&nodo&ya incorporados
a la red, y disponer .-as de una lista que a cada \D) de e5tos
nodes Ie asoc:ie Wl el.-ento Wlido aU. De esta fome al incorporar
un nuevo node, se busc:a en que boja del irbol cae, 5i la 1Ii_ no
contiene ningUn node, se busca en 1as hojas vec:inas basta enccntrar
una no vacia. E1 e1.-nto uoc:iade al node de la hoja no vacia puede
utilizarse cc.> e1enento de partida del alCJOrital B. Resulta razcna-
ble esperar que el niimerode elementos que se deberin analizar basta
encontrar al que contiene al punto sera JaJybajo e independiente del
tamai'Io de 1a red. !'Or otro lade, e1 requerilliento de ~ria de •• te
lrbo1 es JaJy inferior al del alCJOritmoC, y la actualizaci6n del
ai..-o es Ilia sencilla ya que s6lo debe a9reCJllrseel nJeYOnode incor-
porlldo y asoc:iarle alquno de 1015e1.-ntos rec:ientellente generados.
En 1a fiC). 7 la1CJOriue>D) puede verse que efec:ti~te e1 c:osto ••
inferior a1 de 1015 dellis, Y que ya para redes de ••• de 1000 nodos
re5ulta el us ecooe.ic:o.

En 1. sec:c:i6rtanterior no ~ bec:ho IliI9Jna c:msiderac:i6rt
sabre el orden en que •• incorporados loa puDtos, y, a.;) •• verl,
aunque no afecta la red final que.. obti_ (dado e1 canjuftto de
nodos, 1. triaDCJU1aci6ll DNlwuay •• Unic:al, ~ \Ill ~ -r
iIIpOrt.IlDteell e1 cc.to de ~ alCJOrima..



Bbicamente hay &:. variables que pueden c:cntrolarse c:cn el or-
den de incorporaci6n de los nodes: Niimerode elementos que fallan el
test Delaunay al incluir un nuevo punta, y en el caso del alqaritlllo
8, el costo de la bUsqueda de estos elementos.

El costo O(N**l.S) del alqaritlllo B proviene de que en la etapa
de bwlqueda, al partir de un ele.ento cualquiera, se deberan analizar
O(N**O.S) elementos basta encontrar al que c:cntiene al punto. Si la
nullleraci6n de los nodos (orden en que scn incorporados), fuera de W
manera que nodos cercanos entre s1 tengan taDi>ien nUlIleraci6n cercana,
y si Be tcaa coa:>elemento de partida al UltI.o generado es de
esperar que la bUsqueda involucre a unos pocos elementos y sea
independiente de N. En la fiq. 8 puede verse que efectivamente esto
es 10 que ocurre. Lamentablementeen la aisma fiqura puede observarae
que con esta n\.BeraciOn el n6mero de elementos que fallan e1 test
De1aunay aUlllenta aproxiJladamente c:c.:l O(N**O.5), con 10 que el orden
del alqoritmo sigue siendo O(N**l.S).

Otra dificultad de esta numeracioo es que durante e1 proceso de
~racUlft continuamente se tienen elementos tipo lI9Ujas, 10 que
llUIIIeI1taconsiderablemente el error de redorldeo, y lim ta el n\imero de
nodos con que Be puede trabajar (inferior a 10000 en si.Jllple preci-
sien) •

N6tese que con esta fUIleraciOn eualquier alqori tIIIova a tener
un orden _yer 0 igual a O(N**l.5). Por ell0 si queremos explotar las
posibilidades del alqorita:l pcopuesto por Balter, sera necesario
renl.Berar previamente los nodes en forlllt adec\JaQa. Es posible ballar
una J1UIIleraci6nde W unen que cada nuevo punto se inserte en una

___ «.mtDil----'---...-_ ....
"-"---,,-

Fig 8: NUmerode elementos involucrados en la bUsqueda Y cluster
para diferentes numeraciones

red cuasi-reqular. La idea es evitar la fOrJllllciiSn (durante la
generaci6n) de elementos con grandes circulos circunscriptos, que
bacen aUlllentar el tamaiio del cluster y el error de redondeo. Una
posibilidad muy simple es tamar una numeraciiSnal azar. en la fig. 8



puede Yene que en est:e c:aso efect:ivaaente el m.ero de eleMnt~ ••
IIIlntiene caai constante, independienteMnte del taMfk) de 1a red. !Jl
nuestro caso hemosutilizado un algorit.o que 98rantiza la cuui-
r~ridad de 1. red en todo ••• nto de 1. generaci6n, que •• puede
s1ntetizar de la siguiente -.nera:

Paso 1: Amar un lrbol (quedtree 0 octree) de fome que cada
hoj. tenga • 10 .-0 un node.

Paso 2: Marc::ar todu 1.. r••• a c:c.:I ~procesadas y 1.s hoj.a
c:c.:I ·r •••• • procesadas, es decir que Uenen una lista
uociada de nodes 18 ordenados (inicial..nte 1 node 0
ninguno).

Paso 3: Para todas las r•••• m>-procesadas, cuyos 4 (8) hijos at
10 estin: Crear una Hsta t.c.iIDdo un nodo de 1. lista de
cada Mjo, hasta II9Otarlas. ltarcar la raM c:c.:I 18
proc:esllda. 5i 1a raM no es la raiz, ir • Paso 3.

Paao 4: se t:IaI Cc.K) orden de iDcarpanci6n de 105 DOd05, la
liata asociada a 1a rab.

6 8
9

7 5 1

3
4

2

6,7
8,5,9,1
3,2
4

Ya hemos aencionado que 1uego de incorporar todoa 105 nodos a
1. trianqu1aci6n, es posib1e que en este no aparezc::aaalgunas aristaa
del contorno ori9inal. En este cuo, . antes de borrar l~ deMOte.
exteriores lie deberin regenerar estas ari.tH.



En priMr 1ugar es neceurio ~r loa el.-ntoa que IICll'l inter-
sectados por 1a ar1sta faltante (fig. 10). Lue90se podr' B:ldificar
10calmente la tdangulaci6n de fora de que 1lqUe1laaparezca. Proba-
bl_nte el algori mo" utilizado para uta tarea esU buado en
callbiar laa diagonal.a entn pares de triinguloa basta (jenerar la
adata de•••• (fig. 10). La ftrsi6D en 3-Dde ute al90rimo fue
propJeSta pM GecmJe(10) Y ClClnSiateen u-r loa tetraedroa de a
dos, crear una arista y borrar una caca fomando de esta fo~ tees
tetr..m. en 1ugarde dos (fig. 11).

x.a.ntabl~ este algorital relativa.nte sencillo no es
totaJamte robusto, ya que blIy situaciones que no puede resolver ee-:l
Be -atra en la fig. 12. Para subsanar este proble.a es necesario
recurri r a una idea bastante ••• CCIIp1ejaque se puede sintetizar de
la siguiente fome:

1- DIrodoel conjunto de ele-ntoa intersectados por la arista
faltante, deterJlinar el contorno del iii..,. De esta fOaM quedan
definidos de. poligonos separados por la adsta faltante (fig. 13)

2- Para c:ada uno de estos poliqonos se procede de la siguiente
manera:
a) se busca el ingulo ••• agudo foI'8do por dos aristas del iii..,.
b) se verifica que el triin9uJ.o for.8do por estas des aristas y

una m.va que se crNcia opuest:a&1ingulo no conteJ19aningUn
nodo del poligcno, en este case Be foma el mJeYOtriin9ulo. En
case contrario Be u- el si9Uiente ingulo.as aqudo y Be
repite la verificacien. Eli&encillo ver que siellpre existiri un
par de adstu del poligono con 1&5 que Be podri fomar un
triinl}ulo.

c) se elillinan del poligono original !as dos adstas reempl~
dol•• por la nueva.

d) 5i el poligcno resultante no es un triinqulo volver al punto a)
En caso contrario Be foe. el Ulti., elellento.

Analizando con detenilliento esta idea, puede verse que puede
resolver cualquier situacien. Su costo es sin ninguna duda aJy
superior al del algoritmo anterior, 118mesto no es una dificultad ya
que de todas IIIllneras,el orden va a ser el aiSKl (O(N**O.S», con 10
que ripidulente sera irrelevant. dentro del proceso total de genera-
ci6n (ver fig. 15).



Htg:)s descripto con cierto detalle las distintas etapas a &e9Uir
para generar triangulaciones DelaUl1llY'haciendo especial infasis en
la eleccian de alCJOrita:>srobustOll. De eata fOrM es posible obtener
un metodo casi totaaente aute.itico dcnde el uauario 1610 debe
preocuparse por definir adecuadaIIIenteel contorDOy elecJir un tamai'Jo
prCllll!diode eluento, obteniendo una red vAlida ceo elesElt05 de aJy
buena calidad.

Con este e~, un probl_ que queda siD solucian son las
densificaciones locales. Para e110 utili~ las tecnicas de parti-
cian de elementos (7, 8] ya sea especificando interacti v..-nte· 1011
el_ntOll de las ZClnllSque se desean densificar, 0 en fOrM adaptiva
si se dispone de una solucian. En ;»rticular en el caso de 3-0 enten-
duos que las ticnicas adaptivas resultaran imprescindibles debido a
las dificultades que presenta el tr~jo interaetiyo (9). ED 1.
figura 14 se IlUiKtra un ejellplo en que posteriorwmte a la triangula-
ci6n Delaunay se densificO en fOrM interaetiva.



Fig. 14: Triangulacian del un perfil alar con densificaciones
locales

Final.-ente en la figura IS sa muestran 105 costos de las distin-
tas etapas del.etodo de triangulacicSn descripto, donde se observa
que casi la totalidad del tiempo de calculo se eqllea en el alqari tmo
incr~tal de watson, y que practicalllente el miSlllOcrece con orden
O(N) (el tenaino LogNresulta inapreciable).
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