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RESUMO
Este trabalho apresenta a tecnica utilizada no

desenvolvimento de ua programa destinado a gerar aalhas
bidimensionais de elementos triangulares de tres ou seis n6s,
para sua utilizayao em programas de ancHise via elementos
finitos.

Mostra-se a potencialidade do metodo utilizado para
aplicayOes em aalhas adaptativas, sao feitos comentarios com
respeito as facilidades fornecidas pela linguagem C na
implementayao deste proqrama e por ultimo se apresentaa
alguns exemples para avaliar a eficiincia do aesac.

ABSTRACT
A technic used in the development of an automatic mesh

generation program for finite element analysis is presented
in this work. This technic allows the generation of 2D grids
of linear or quadratic triangular elements.

The applicability for adaptive remeshing is shown and
it's also commented the facilities orovided by the C language
in the program implementation. l'inally some examples are
presented to evaluate the program efficiency.



1. IJlTROD~.10
va dos metodos de c4lculo mais utilizados ultima~nte ea

problemas de eJlgenharia tea sido 0 Metodo de Elementos
Finitos. 0 constante awaento na capacidade de processamento e
meJl6ria disponivel dos atuais computadores facilita a
resolu~Ao de problemas de geoaetria complexa e de alto nivel
de discretizaQ6o. '1'ea-senotado tallbem a tendencia de
utilizar ua maior nu.ero de elementos de constru~ao simples
(elementos de interpola~ao linear por exemplo) ao inves de
uma quantidade aenor de elementos complexos. Estas sac as
razOes pelas quais a constru~ao manual de uaa malha de
Elementos Finitos razoavel em termos de resultados humericos,
e waa tarefa que, dependendo da complexidade do problema,
toma-ae praticaaente impossivel.

Surge assia waa linha de pesquisa sobre diferentes
metodologias para gera~o aut0a4tica de aalhas, como tambea,
a~raves de p6s-analisadores (analisadores de errol,
algoritmos de re-qeraQ3o de malhas (malh•• adaptativas).

Atualaente existe waa extensa bibliografia ao respeito,
onde pod•• identificar-se duas grandeslinhas de a~ao:

a) Determina~ao de malhas em regioes de geometria
simples e posterior passage. ao dominio de interesse via
transforaa~ao de coordenadas, mapeamentos conformes,
isoparametricos, transfinitos, etc.

b) Metodos que proced.. discretizando diretamente sobre
a regiio de interesse: trianqulariza~Oes automaticas,
estruturas de arvore e modifica96es, etc.

Trabalhos como os de BAKER '1'.J. [1), THACKER W.C. [2) e
HO-LE (3) constituea uaa revisao e classifica~ao das
diferentes tecnicas desenvolvidas nesta area, encontrando-se
neles uma grande quantidade de referencias biblioqraficas
sobre 0 tema.

Com base nestas ideias e levando em conta a necessidade
calluma todo grupo de pesquisa de contar com software proprio
que facilite 0 desenvolvimento nas diterentes areas em que
este trabalha, foi desenvolvida 0 programa GAMAT2 [3], e a
continuaQ3o.0 programa ARANHA aqui apresentado.

2. CRI'l'tRIO DE GERAC.10
Dentre os diferentes metodos possiveis, aqueles que

dellostraram caracteristicas vantajosas sac as tecnicas de
trianqulariza~ao. Sao tambem chamadas tecnicas nao
estruturadas devido a falta de dire9aO preferencial na
orienta~o dos elementos dentro da malha. Caracterizam-se
per:

a) Grande capacidade de gera9ao em
cOllplicadas, siaple ou lDultiplamente conexas,
independencia do tato de serem ou nio convexas.

geometrias
com total

b) 0 tempo de processamento aepende quase exclusivamente
do nu.ero de elementos a ser gerados e nao da geOlletriado



Como se apontou anterionaente, 0 primeire passe neste
sentido foi 0 proqra.a GAMAT2, que foi desenvolvido tomando
como base 0 algorit.o propos to por LO [4).

A tecnica aqui utilizeda foi proposta por PERAlRE e
MORGAN [5, 6). As linhas gerais deste .etodo sac apresentadas
a sequir, juntamente co. suqestoes e .odifica~6es propostas.

2.1. De(ini~io do Corpo
Detenaina-se primeiramente 0 doainio de qera~io atraves

da defini~io de sua qeoaetria.
Considera-se 0 corpo composto de uma ou mais regiOes

limitadas por contornos (Figura 1). Distintos tipos de
contorno pode. ser previstos (reto, circular, eliptico,
B-spline, etc.), dependento do qrau de exatidio que se
pretende alcan9ar na bora de modelar 0 problema. Um contorno
reto, por exemplo, pode estar definido pelas coordenadas do
n6 inicial e final deste: 0 circular, ~r estas coordenadas
mais a coordenada do centro do circulo, etc.

A regiio e definida mediante ua nu-ero finito de
contornos, e 0 corpo pela uniao destas reqioes. Desta forma,
e como not alIOs aci •• , se obta uaa defini~io exclusiv_ente
RgeometricaR do dominio, sem vinculayio com a discretizayio
sobre este _ elementos finites.

2.2. Malba de Parimetros.
o segundo dado a aer fornecido, • a informa~io relativa

a RfonaaR da malba a obter. 0 criterio de qera~lo aqui
apresentado, basea-.. na capacidade de definiyio das



caracter1sticas que dever' ter a malha em cada ponto d'sta.
Isto se torna poss1vel atrav's da definic;:!o de uma rede
simples de elementos triangulares (background grid) ocupando
tada a regiio do corpo. Nesta rede, associam-se a cada no,
valores que representaa os parilletros de interpolac;:ao de
func;:6es seccionalaente lineares, que permi tell conhecer ell
cada ponto do dom1nio de definic;:aodo corpo 0 tamanho e uma
lIeC!ida da forma que dever' ter um triinqulo a11 situado
(Figura 2).

Figura 2

Os parametros associados a cada no sao: tamanho medio do
elemento (8), fator de estiramento (5), e Angulo em que este
estiramento se praduz (a). Desta forma, quando sao
interpolados os val ores (i), (s) e (a) num ponto do dominio,
significa que 0 elemento a gerar nesse ponto deve ter
dimensao media (56) na direc;:aodefinida pelo Angulo (a) e
dimensAo media (6) na direc;:ioperpendicular (Figura 3).



A partir deste pacote de informa96es, come~a a gera910
propria.ente dita, sendo que duas etapas pode. ser facil.ente
distinguidas nest. processo: calculo de nOs sobr. 0 contorno
e triangulariza~io da re9i1o.
2.3. Calculo dos Nos de Contorno

Note-se que os dados fornecidos pela malha de parimetros
tea uaa natureza vetorial: dada uaa dire~o existe ua taBanho
-edio de el_ento associado l mesaa. Desta foraa, para
determinar 0 nw.ero de nOs a inserir no contorno efetua-se
uaa inteqra~lo de linha sobre a fun~lo 1 / Ie que determina
o n~.ero de elementos por unidade de comprimento na dire~o
tangente l curva do contorno. Assim, 0 naero inteiro (NI Ii:

1) que mais se aproxiaa a (~I) dado por:

Jl 1
.•••- • ~ dl

onde 1 e 0 compriJlentado contomo, indica a quantidad. de
-lados· contidos pela contorna. A posi~o dos n6 i,
1 s j S NI - 1 (os n6a 1 - 0 • I - NI correspond•• ao n6s
inicial e final do contorno) • calculada achando 0 parimetro
(1) tal que:

j _ AI Jl 1 d1
NI • I;(IT

Uma vez feito este calculo, a estrutura de dados esU
pronta para come~ar a segunda etapa do probleaa:
2.4. Triangulariza~io do Dominia.

Isto e feito a nivel de cada reqiio, toaando esta como
um sub-dominio limitado por seus respectivos contornos.

Considere-se 0 contorno au front da reqilo, a90ra
transformado num conjunto de sagaentas onde os extreaos de
cada um destes sio os n6s calculados anterioraente. Estes
se9llentosslo denominados lados do trant, e em geral estlo
orientados de forma tal que a reqilo a trianqularizar esteja
se.pre a esquerda (au a direita) do vetor [n6 inicial-tn6
final] (Figura 4).

Assim, este conjunto de lados dev. ser passivel de
atualiza~io no momento que um triingulo seja gerado,
JIIodificandoa fronteira .U... da regilo. Por exemplo na
Figura 4, quando mediante algUJa&tecnica , qerado 0 elemento
1, 0 lado [15-.23) deve aer excluldo do tront • incluidos os
lados [15-.24) e [24 .•23]. A triangulariza~o tera acabado
quando 0 front se transformar num conjunto vazio.

Finalmente apresentaremos a metodol09ia utilizada neste
trabalho para produzir a qeraQio de UJII triingula.

Baseado em alqum criteria (aquel. adotaao sera mostrado
posteriormente), •• escolhe um lado d. front e no ponto medio
de este slo interpolados os valores 6a, •• • Ga. Com est_
par4llletroi il eitaDelece \Ia siit... local de coordenadu
atrav'. da transforma~o xl - F x :
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Neste novo sistema (estirado na dir~io CIa) se calcula a
coordenada de um ponto C a distancia 6. dos n6s inicial (A) e
final (B) do lado adotado, sendo que 6. , WI valor que
depende do tamanho m'dio do elemento 6. e do comprimento do
lado AB:

Figura 4 Figura 5

ross iii 6. < 0.55 AB
6. - . 6. se 0.55 AB < 6. < 2 AB (1)

2AB 2 AB < 6.

onde AD e a distancia entre os pontos A e B.
Esta limitaQao e imposta co. 0 objetivo de evitar

distorsOes excessivas na geraQio.
o pr6ximo passo e gerar uma lista de n6s pertencentes ao

front que esteja. dentro de ua c1rculo de radio R com centro
em C, ordenados segundo a distincia ao ponto C (0 valor
recomendado por [5] , R '"5 AS; os resultados aqui
apresentados utilizar.. R· 3 AS). Serio excluidos aqueles
pontos si".uados a direita do vetor [A-+B] (ou a esquerda
con forme tenha sido 0 criterio adotado para a ordenaQao dos
lados do front). Todol estes nOs sac candidatos a ser eleitos
para gerar 0 novo triingulo, sendo que 0 n6 C e incluido no
inicio da lista sempre que:

a) Nenhua lade de front intercepta 0 circulo de raio



e centro ea Conde ie , 0 valor de tamanho medio de
elemento interpolado no ponto C.

b) Nenhum no Nt da lista de candidatos interpela UJl
tamanho medio it tal que

onde NliC , a distancia entre Nt e C (Fiqura 5). Caso
alqum no cuapra esta condiQio, a lista de candidates
comeQar6 a partir dele.

Esta serie'de condiQOes tea como objetivo determinar ••
a inclusio do no C como primeiro candidato, produziria
incompatibilidades au distorsOes dentro da aalba.

Varias diferenQas podem observar-se com respeito ls
condiQoes a~ntadas em (5). As presentes for •• adotadas por
produzir melbores resultados.

A condiQio a) procura evitar a criac;:io de UJl novo nO
excessivamente pr6ximo a um elemento de front, mesmo que os
nos deste estejam longe do novo no.

A condic;:iob) pretende levar em conta a direQio •• que
se esta gerando, sendo por isso que se considera no teste 0
tamanho medio do elemento dos nos candidatos. TaJlbem evita
considerar aqueles nOs fora do c1rculo de raio i. e centro em
C, mediante a sequnda parte de (6).

Com a lista de candidatos atualizada, Be toaarli 0
primeiro no NI que cumpra os sequites testes: 1

1) A lirea do triAnqulo ASNI deve ser > o.
2) 0 triAnqulo ABNI nio conte. nenhWl outro nO da lista

de candidatos.
3) Os lados ANI e 8111 nio intercept.. nenhum lado de

front (a procura de possiveis intersecQOes • feita
somente com aqueles elementos de front que possu.. ao
menos WI no inclu1do na lista de nos candidatos.

Vma vez eleito 0 novo no, as coordenadas sao
transformadas no sistema original e apOs gerado 0 novo
elemento, 0 front e atualizado.

Anteriormente foi apontada a existencia de um citerio
para escolher 0 lado de front que servira de base para gerar
um elemento. Alguns testes foram feitos e passaremos a
comenta-Ios.

o primeiro criterio a ser utilizado foi escolber dentre
os elementos do front aquele que tivesse 0 comprimento menor.
lsto produziu uma geraQio excessivamente aleatoria e
desordenada, principalmente naquelas aalbas com pouca au
nenhuma diferenQa de tamanho entre seus elementos.

o segundo criterio consistiu em tomar 0 elemento do
front ativo mai~ proximo do ponto do dominio de aenor taaanho
medio

lsto esta automaticamente satisfeito pel. forma em que foram
escolbidos os nos candidatos.
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asaoc:iado. Melbores resultados for•• obtidos mas, devido a
grande sensibilidade observada no que respeita ao aspecto
final da •• lha, se optou por deterainar via entrada de dad os
ua segmento de origem • ordenar • atualizar 0 front segundo a
lIlenordistincia a este se;.ento (Figura 6).o lIletodoadotado •• (5) foi escolher 0 ultimo elemento
do front ativo quando a diferencia de taJIahos entre os
elementos e pcbre e 0 criterio de lIlenorlado de front caso
contrario.

2.5. Alqorltmo de procura na Ma~ha de Parametros.
Apeaquisa sobre a aalba de parbetros e ua calculo

relativaaente custoso • intensivamente utilizado durante todo
o processo. Em (5] se indica ua algoritao que visa reduzir 0
tempo empregado na procura do triangulo que contem 0 ponto
que se pretende interpolar. Este se base. na determinayao dos
elementos vizinhos (Figura 7) do ultimo elemento pesquisado,
e escolher 0 eleaento que encontra-se a menor -distincia- do
ponto de interesse P (isto a, aquele vizinho que produz 0
lIlenorvalor de coordenada de area ea relayao ao ponto P au
aquele cujo centro de gravidade esteja mais pr6xillO de P).
Este alqoritmo da excelentes resultados sempre que utilizado
coa •• lhas de parametros de geometria convexa. Quando nao se
da este ca.o, 0 procediaento'deve contemplar a possibilidade
de bloqueio na procura, tomando atitudes altemativas.

Como e possivel observar em (5, 6], e atraves de uma
simples analise da _todolO<1ia proposta, a aplicayao destlill
ideias • area de aalha. adaptativas • extremamente simples e
inclusive independent. do tipo de problema que se pretende



aolucionar. Basta a criaQio de uma interfas.
(p6s-processador) que tome os dado. entregues pelo analisador
• mediante UID cri terio de erro, gere novos parAmetros de
contr6le (tamanho .'dio do elemento, direQio e estiramento)
sobre a malha utilizada na ~lti •• analise. Desta forma, a
ultima malha gerada converte- •••• malha de parAmetros para a
geraQio subsequente.

Os diferentes criterioa .dotam a forma de .6dulos
facilmente intercallbUveis, peraitindo entio concentrar
.sfor~os na elabora~io destes.

~. IMPLEKEHTAC10
U1IIa linguageJDque esta abrindo WI espaQo consider~vel

nas areas que utiliza. a programaQaocomo ferramenta de
calculo, e a linquagem C. Hao se pretende aqui fazer UIDll
analise das qualidades desta linquagem, mas sim ressaltar
alqumas das vantagens que oferece na hora de contruir UID
programa:

a) Posibilidade de criaQio de novos t1pos de dados
(assim como 0 tipo ponto flutuante, inteiro,
booleano, etc.) atraves da aontaq_ de estruturas.

b) capacidade para alocar JDeII6riade forma dinbica.

c) Passui a nivel de compilayao UJI controle estrito das
variaveis, bloqueando a maioria dos erros derivados
de desaten~Oes na progr••• ~ao e reduzindo, po2 tanto,
os tempos uapreqados na produ~io de software.

Explorando todas estas facilidades e dentro do sistema
ACDP Ambiente Computacional para Desenvolviaento de
Proqramas [7), foi desenvolvido 0 proqrama ARANHA.se
mostrari 0 tratamento dado por este ultimo a sua estrutura de
dados.

~.1. Estrutura de Dado.
Para ordenar a informa~aode trabalho, foram criadas UIDll

serie de estruturas ou tipos contendo a inforllUlQaorelativa a
WI elemento. Por exemplo:

InforJDaQaorespecto a malh. de parametros.
COllOja sa indicou, • cada no esta associado UJI tamanho

medio de elemento, WI estiramento, e UIIa dire~ao na qual 0
estiraaento se produz. A estrutura criada para os nos e:



struct STNOKAPAR
(
~loat x, y; /* coordenadas */
float tallJlledel; /* tamanho aedio dos eleaentos */
~loat alfa; /* dire;60 */
float stretch; /* estiramanto */
) ;

dypedef TNOKAPAR struct STNOJIAPAR;

OS eleaentos da aalha de parAaetros cont6m alo da
incidencia nodal, inforaa~io dos elementos que 0 rodeam e
coordenadas do centro de qravidade:

struct STEUIAPAR
(
int inci (3) ;
int viz(3);
float cq(2);
} ;

/* incidencia nodal ou elem. vizinhos */
/* incidencia elemental */
/* coordenadas do centro de gravidade */

Dependendo do nu.ero de n6s e de elementos da malha de
parametros sio alocados dinhicamente vetores de elementos
STNOKAPAR e STELMAPAR onde a inforllla~ioe colocada.

o trataaento para elementos que contem informa9ao
relativa a n6s do corpo, incidencia, contornos, regi6es, etc.
e similar.

Uma estrutura interessante de ressal tar, e a estrutura
de LISTA. Se utiliza para criar ·pilhas· de informayao onde
cada elemento possui os dados da lista (ou 0 endereyo destes
dados) e 0 endereyo de memoria do pr6ximo elemento (Figura
8). Esta ideia e muito util para trabalhar com 0 conceito de
front (2.4), dado que e necesario modificar constantemente 0
tamanho do conjunto de informayao: inserir em forma ordenade
(segundo alqua criterio), deletar elementos, pesquisar, etc.
o sistema ACDP (7] fornece ao proqramador uma serie de
procedimentos para a manipul ay60 (isto e, inseryio,
eliminayao, procura, etc.) ellllistas genericas, bastando para
isto fornecer a fun9ao de comparayio.



Tres tipos de tratamentos pos-qeraQio foraa
implementados: reqularizaQio da malha (smooth), geraQio de
n6s intermediarios lados dos triinqulos (triinqulos
quadr6ticos) e renuaeraQio dos n65.

Nio obstante todos os auidados tomados na geraQio para
evitar a fOrJlaQiode triinqulos excessivamente distorcidos,
pode. aparecer eventual.ente alquns problemas isolados.
Nestes casos, a utilizaQio de $lIIOOth, produz grandes
melhorias, dando inclusive um aspeeto mas aqrad6vel a ••lha
gerada. 0 tipo de reqularizaQio aqui implementado e a dbamada
regularizaQio Lap13c1ana que reposiciona 0 n6 no centroide do
poligono formado pelos elementos finitos a ele associados.
outras tecnicas pod•• encontrar-se ea [8].

A colocaQio de novos n6s para possibilitar 0 trabalbo
co. elementos de interpolaQio quadr6tica foi feito to_ndo
cuidado de acompanhar a geoaetria dos contornos (Fiqura 9).

Finalmente, no que diz respeito a renumeraQio dos n6s,
se implementou uaa tecnica que procura oti.izar a
seai-largura de banda da aatriz de riqidez aontada pelo KEF,
considerando resolvedores de tipo Gauss au Ololeski [9].

TrUlnculosItne_
_m ·'Smooioh"

Trot.~loc quadr.t.tcc.
COM "SMOOt.h" _ ambea _Cta-

Mostrareaos alguns qraficos obtenidos a fin de observer
a potencialidad del presente progrUla. Se indica nWlero de
elementos gerados e tempo de geraQio •• dues mAquinas:
microcomputador tipo IBM AT COlI UID clock de 12 Mhz, • uaa
esteQio de trabalho SUN SPARestetion 01.



Ex&mplo:P&rnl paroa
si~~ de pr-oblema de cont.at.o.

NPo de JiI()s ,..rados • 316
NPo de Ele•. ,.erados • 139

Tempo Tot.. de CPUMlCl'O <Se,.> • 31.05
Tempo Tot.. de CPUSun (se,.>. 2.7(;

NPo de N6s ,.erados • 366
Nr-ode Ele•. ,.erados • 583

Tempo Tot.. de CPU MlCl'O (se,.> • 216.77
Tempo Tot.. de CPUSun (se,.>. 10.24

l1alha para perf,l de p'stao.
24/05/1990



Exemplo: Pe ••1"11de avUio paz-a aNItllce de I"luidoe
Nro de JIl6c • 1156 NN) de Elem. • 2068
Tempo Tot.a.l de CPU MieN) <em seC) • 855.83
Tempo Tot-a! de CPU Sun <em .ec). .5.67'

Exemplo: AJ-anha
Nro de N6c • 949 Nro de £1.-. • 1558
Tempo Tot.a1 de CPO MiC3'O <e••• see) • 518.85
TeMpO Tot-a! •• CPO Sun <.... -e>. 40.92
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