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RESUMEN
Las ventajas de emplear principios variadonales in,-ariant.es en mec&nic:ade

105 s6lid06 para obtener el tensor momento energia e integrales independientes del
camino es ejemplifieado para el caso de estado plano. En presencia de de£edo&,
la fuerza de Irwing en el ftrliee de una &sura uociada a! decrecimo de energia
potencial, esta dada par la integra! de linea J de gran intereli en mec&nica de
la fractura. Esta formulaciOn es exieDdida en fonna sistematica a 1&t.eoria de
placas y e&scaras, y son deducidos !os correspoodientes t.ensoR:s momento energia
e integrales independientes del camino J para placas y c:8scara.sCOD fisuras.

ABSTRACT
The application to eolid mechanics of t~ imrariant variatiooal principles to

obtain the energy momentum tensor and path independent ioiegrals is advocated
and illustrated by the example of plane state. In the preseDCe of defects, the Ir-
"'ing's crack extension force associated to the energy release rate equals the J path
independent integral, which proved to be of great interest ill fract~ mechamcs.
In a s)"Stematie '11\"&). this formulation is extended t.o plates and shells theocy and
the appropriate ener~' momentum tensor and the J path independent integral b
cracked plates and shells is deriwd.



INTRODUCCI6N
La integral independiente del camino J introducida par Rice en 1968 [lJ para

analizar propaga.cion de fisuras de laminas planas sometidas a cargas en IN con-
torno contribuyo significativamente al deslLlTollode la meeanica de la fractura.
Esta integral posibilito evaJuar la fuerza asociada a la pr0pagaci6n de una fisura
mediante el aUculo de una integral de linea sobre un camino que rodea el vertice
de la mencionada fisura.

El gran atractivo de aplicaciOn de la integral J consiste em que el cooocimiento
del estado tensional del cuerpo con una fisura de longitud dad&, es suficiente para
1a deten:ninacion del decrecimo de energia potencial, sin necessidad de realizar un
segundo analisis de tensiones con una fisura de 10ngitud mayor que la micial. Si
tenemos en cuenta ademis que la integral J es independiente del camino podemos
efectuar el c8.lculo sobre caminos alejados del vertiu de la fisura donde los campos
qlle inten-ienen pueden ser determinados con ma.}'OrpreciciOn tanto en an&lisis
teOric:os como experlmenta.les.

Posteriormente trabajos de Knowles y Sterberg (2). Chen y Shield (3J ponen
eo evideocia 1&relaciOn existente entre la integral J ., eI conupto de fuerza en
singularidades asociadas a defectos, introducida por Esbe1by [4J en el anaIisis de
cuerpos ellisticos. La versiOn tridimensional de la integral J puede ser encontMa
en trabajos del mencionado autor IS, 6J, el cual establece tambien que en ausencla
de defec:to& las integrales en contornos cerrados se auulan conduciendo a leyes
de conservacion. En los Ultimos aDos las integrales independientes del camino y
las !eyes de conservaciOn ban despertado gran interes par parte de investigadores
tanto en aspectos te6riccs bisicos [7, 8] como en mUltiples aplicaciones en diversos
campos de 1&fisica y en especial en mecinica 19, 10, 11).

Hoy di'a el trabajo pioDero de Riu puede ser visto dentro de un contexto mas
general. Emplea.ndo el principio de minima energia potencial, conjuntamente con
el principio variacional de invariancia a una traslacion rigida del dominio analizado.
Be arriba a la expresiOn del tensor momento energia 112, 13J. De esta forma queda
eo ~;dencia que 1&propiedad de indepeDdencia del camino de 1&integral J es
una con.secuencia de que eI flujo del tensor momenta =gia sobre el contorDO de
regiones que no contienen singularidades 0 defectos. resulta nulo.

El enfoque anterior permitI' extender la integral J a otro5 casos de interes, pro-
cediendo en forma sistematica, 0 sea admitiendo invariancia de la energia potencial
almacenada cuando imponemos al dominio traslaciones arbitrarias.

En esta present.acien analizamos en primer ternuno eI caso de laminas planas
sometidas a cargas en eI contorno, estabJecemos la ~. de conservacion a una
traslacion rigida de manera de obtener el tensor momenta energia y a 1&integral
independiente del camino J cuando admitimos 18 existencia de una &sura pasante
en la 18.mina.

Posterlormente siguiendo una sequencia similar a la anteria£ extendemos nue-
stro anaIisis para el caso de placas .}'cascaras, estableciendo las correspondientes
integrales J generalizadas para a.mhos casos.

1. ESTADOS PLANOS
C,onsideramos urna Wnwa de espesor constante rep~esentada por la region



bidimensional n de contorno an y normal exterior n.

Admitim06 que DO existem carps en el dominio n y que las Unicas fuerzas
extemas • 1&I8.min& estan &plieadas en su contorno an.

Designamos coo u( z) al desplazamiento de un punto cualquiera u: zEn -4 V
(doode Vesel espacio vectorial asociado al plauo que contieDe & n) y escogemo&
una relaciOn liDeal para 1&deformac:iOD dad. pac 1. parte simetrica del gadiente
de u, 0 sea t = (Vu)·.

Eo cuanto al comportamieDto del material, supondremos Ja existencia de un
potencial func:iOD de 1&defcxmaci6D ; = ~t), cooocido como eDerpa de defor-
maciOn eSped1ica:

;: t E Sim· -4 R

con,Sim· desipamos el espacio de tensores simetricos del plaDo.
Dada al funcicio ~t), 1&reJacieill c:aoat.ituti'Va Ie obtiene mediame c:leriwciOn

de ;: a.(1=-=;'«
tT tensor de tensiooea (11 E Sim).

En el caso de elasticidad ]iDeal isotrOpic. ;( t) esta dada par.

~ ,
;(e) = p£ • t + 2(£ . I)

~, p CODlItantes de Lame, t . 1producto escalar de los teDKll'e5 deforma.cibn e
identidad en eI plano.

El funcional eoerPa. que rq>Jesenta 1&energia potencial .Irnaoenada en 1&
18.mina al eer BOJDetida & c:&I'gU t en su contorno, esta dado pac 1&expresiOn:

r(u) = L~ - 180 t·ll dOO

donde Kin· u es el espacio de funciones admisibles del funciooal 11'.

1.1. Equilibrio de la limina
E! equiHbrio de las teDsiones 11 con lu fuenas aplicadas a la lamina est. dado

por 1&condic:iOn de nulidad de 1&primera variaciOo del funcional enugia para
cualquier desplazamiento virtual 6" 0 sea:

67: = L 6. cln - 180 t . ''11 d8fl = 0

donde Var· l' es eI espacio de variaciones admiaibles de tI, (c:oiDcidente en este
caso coo Kin·,,).

Teniendo en c:uenta 1&relaci6a c:cmstitutiva (1 = ~., 1&relaci6a cinemAtic.
t = (V,,)' y 1&simetria del teDflOCtI, 1&variaciOn de 1&enerJia + resulta:
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y mediante la aplicaci6n del teorema de la divergencia, la variacion {nr puede ser
reescrita en la siguiente forma:

6r.= f div(qTc5u)dn- f divu.c5udn- f t·6udOO=In In lan
= -1 dh-q· c5udn+ fan (un - t)· DU dan = 0

De la expresiOn anterior se deducen las correspondientes condiciones de equi-
librio local:

1.2. Ley de Conservaci6n

Al efectuar la variacion del funcional energia para estudiar el equilibrio de la
himina, admitimos que el dominio n estaba fijo, 10 que nos permitio introducir la
operacion variacion dentro del simbolo integral, variando directamente los corre-
spondientes integrandos.

A seguir analizareIDos la variacion de la energia potencial almacenada en la
himina en un contexto mas general, admitiremos que el dominio n varia.

Mediante una traslacion conocida que denominaremos c5xcada ponto x pasa
a una nueva posicion x ° y el dominio n de contorno an a un nuevo dominio n°
de contarno 00°, como muestra Ill. figura 1 [14, 15].



Una funciOn definida en n, por ~jemplo~) desplazamiento u( x), pasa a IICI' una
nueva funcion u"(x") en eJ dominio n" y ala diferencia de ambas en puntas cor-
respondientes x y x" la designaremos como \-ariacion total y la siguiente notaciOn
sera empleada:

En euanto a la energia potencial almacenada en la lamina 11', pa.samos a un nuevo
funciooal 11'"del domioio n" y su diferencia resultara 1&\-ariaci6n total de 11'0 Ilea

611'= 11'" -11'.
10 anterior conduce a que reeseribamos eJ funcional energia en la liguieote

forma:

11' (uo, n) = L~uo)df1- 180 t· UQ diK!

enfatizando que 11' es funcion implicita y explicita del dominio n, fijando n \en-
dremos el eorrespondiente funcionaJ 11' para ese dominio n.

Para efeetuar la \-ariaci6n total de 11', variamos primero con respecto a u de-
jando n fijo y posteriormente variamos con respKto a n (IS).

AnaJizando por separado cada uno de !os sumandos del funciooaJ eoerpa Ie
tiene que la variaciOn total de la energia de deCormaciOn (14) est. dada por:

6U (un, n) = 6L ,p tin = L.s,p tin + 180 ,p6% . n dlKl

Si admitimos que el eontorno on Ie traslada un 6% eonstante y que la £uerza
externa aplicada a on aeompalia eonstantemente esa traslacioo, la \"ariacion total
puede ser introducida dentro de 1&integral y la \"ariaciOn total del trabajo de las
fuerzas extemas resulta: .

61-' = 6 180 t .1UllKl = /IKJ t· 6u dOO

Como la \"ariaci6n total 'lu esta dada por

6u = 6¥ + (Vu)cSz

6V = 180 (t . 6u + t . (Vu )cSr)dlKl

lntroduciendo !os resultados obtenidos para W y 61-' en la expresiOn de i•.:
6a-=iu-w

611'= L6fJ tin - llKJ t . 6u dlKl + /IKJ l,pb . n - t . (Vu)b) dlKl =

= b + JIKl [;n - (Vu)Tt] ·6%don



R«ardando que 1a lamina esta en eqwlibrio COD las c:argas aplieadas (or = 0 y en
eI c:ontorno an, O'n = t), Ia '\-ariaciOn total "i7r se reduce a:

6r = Jao [~I - (Vuf 0') n· 6%don

donde 1:: = 4JI - (Vu)T 0' es c:onocido como tensor momento energia [12, 13).
La expresi6n anterior nos pennite c:oocluir que la invariancia de la energia

pviencial almacenada en el dominio n de la l&mina, a una traslaci6n constante
arbitraria lJx, implica la nulidad del fiujo del tensor momento energia en eI c:ontorno
c:errado an de una regiOn sin singularidades.

1.3. Integral Independiente del Camino J
AnaIizaremos a seguir la lAmina plana c:on una fisura pasante indieada en la

figura 2. Designaremos <:OIl nr el subdOminio de c:ontoruo eompuesto por la uniOn
de r ur + ur I U r _,r es una eurva alrededoc del e:xtremo de la fisura, r+, r_
repraentaD 1&parle superior e infaioc de la fisura y rIel e:xtremo de la misma
mostradcJs en la figura 3.

AdmitUrl<. que Sa fisura esti libre de teDsWaes Y que 1M Unic:as c:argas e:xte-
riores IIOIl ap1icadu en eI contarDO r.

Determinado el estado de teDsiooes de la lamina., aubstitWmOlla parte exterior
a Or par el es£uerzo t que es trasmit.ido a 10 largo de r.



Est udiaremos 1a ftriaci6D total de 1. eDt'Tpa pot.eocial alm8ttDada eD e) do-
minio fir cuando mediante una traslaciOn conocida 6r puamo& a una Dueft

posiciOn fir, como muestra la figure 3.
Si la Wnina fisurada esta eD equilibria COD la.s carps aplicadas en eI ooot.ClI'DO

r. la vanaciOn total de 11' euBDdo Qr pasa • fir est.a dada per.

ir = -~G {[ [;1 - (VlI}T 17]n df'} .el =

= -H ([ l;n df') . e]

N6t.ese que la proyecc:iOn del ftujo del tensor E eft bs contomOB r+ '1 r_que
coinciden con la pvte superior e inferior de I. fisura, result. nula:

eI primer sumando .1n·e] se anula ~o. que n y e] IIOD ortogooales, en cuanto
al segundo sumando 17n' (Vu}e] admitimos que la fisura estaba libre de tensioDes
pol" tanto I7n = O.

F~3
Dividiendo por -~C1,1&expzesiOD de ir puede reescribirse eD la slpiente forma:

- :: = (£ En dr) .el = J

_ La re1aciOn anterior DOS permite cooduir que e1 decrecimo de eDerP& potencial
-6'1: eonespoodiente al aumento 6C1 de la fisur. esta dado par la proyeccicio segUn
el del ftujo del t.eD.Ior momaJto enercia a 10 -co del c:ontonJo r



Esta pro,recciOn del ftujo no ell otra cosa qur 1& intep'al independiente del
camino introoucida par Ria! 11] y representa 1&fuerza ooncentrada en el extremo
de 1& fisura C01Tespondiente al incremento virtual 60 de 1& misma.

2. PLACAS EN FLEXI6N
Las teorias que frecue:ntemente se emplean para analizar placas en flexi6n Be

basaD en la introducci6D de hipOtesis de c:aracter cinematico que permiien integrar
en 1& direcci6n del espesoI' reauciendo el problema inicialmente tridimensional a
uno bidimensional 116].

En este trabajo hemos escogido el modelo simplificado que lleva en cuenta
las distorsiones lransversales de la placa, cooocido en la lite:ratura como teona de
Reissner- Mindlin (17, 18).

Ademas de su simplicida.d, puesto que !as de£onnaciones &eneralizadas 80D

der:i'\-ada.sprimeras de los desplazamient06, este modelo ofrece el atractivo adicional
de que cuando es aplicado a placas con fisuras pasantes los esfuerzos resultantes
aproximan mejor el estado tridimensional proximo al extremo de 1& fisura.

Designando con w(z) a1 desplazamiento normal al plano medio de 1a placa
y con B( z) a la funci6n vectorial que representa el giro de la fibra inicialmente
normal al plano medio:

Vesel espacio vectorial asociado al plano medio de la placa.
Las deformaciones generalizadas para este modelo estan dadas por:

donde " es la variacion del ,;iro de la fibra inieialmente normal al plano medio,
conocida COIIlUnmentecomo deformacion de flexi6n Yl' ellla de£ormacion cisallante
o distorsion de 1& fibra normal al plano medio.

Admitiendo la existencia de un potenciaJ de !as deformaciODes generalizadas
",1', que resulta de integrar la energia de de£ormaci6n espedfica de la placa en I.
direccion del espesor:

las ecuaciones constitutivt:.s en tensiones y deformaciODesgeneralizadas se obtienen
mediante derivacion del potencial ~ CODrespecto a sus argumentos:

OtP
M = 0" = ~,,;

{J4J
Q=-=~70..,

donde M es el tensor de moment06 flectores y Q es el vector de esfuerzos cortantes.

FJ funcional energia correspondiente al dominio n de contomo on, esti dado
wr:

1'(",,8) = L ~dO - 180 (m' 9 + q w)d8'J

(w,') E Kin(IO,')



donde Kin(_, I) represeut& e1 espacio de funcioDes ttt{:c),I(:c) admistbles, m wet«
momeD1o '1 , fuerza en 1a ctireeciOn DClI'JDa1 al plaDo meclio, pracriptiol en an y
compatibles con 1a \eoria que estamos paentando.

2.1. Equifibrio de I. plac.
E] eqwubrio de 1M tensicmes ~ M, Q ClOD las fuerzas extemu m, f

es satisfec:ho CU8Ildo 1a primer'a variKiOD de 1a enerp pot.eDcial almacenada en 1a
placa lie anWa pan caalquier despJ •• ·miento virtual _, 61, 0 lie&:

N6tese que con 185condiciooes de CODtomo que estam08 admitiendo, e1 espacio
de variaciones admisib1es Var( v,,) coincide ClOD e1 espac:io de funcioDes ciDemati-
camente admisibles Kin( _, I).

Teniendo en c:uenta las ecuacioDea caastituti".. M = ,.; Q = ,." 1u rela-
ciones cinematicas " = (VI)-; ., = Vv-' y 1a simetria del tensor M, 1a variaciciD
del potencial , puede lei' expraado como:

~ 8,
6f1(a,.,) = lJ,c ·6" + /}y •h= M· 6" + Q. 6., =

= M· V6'+Q. V. - Q. u

M·V6'= div(MU)- divM·6I
Q. V6u- = div(6wQ) - 6\0 divQ

integrando por partes y reagrupaodo tenninos lie obtieDe la siguieote expresicia
para la '\"BriaciOIlde 1a euergi& potencial 11' de la placa:

IS. = - L I( divM + Q) . U + ( divQ}6w] em

+ fl1Cl1(Mn - m)· U + (Q. n - ,}6V1]daO

La condic:i6n de nulidad de la expraiOn ante:riol' DOS permite arribw • 1u CClI'-

respondientes ecuaciones de Eulec y condicioDes de CIClOtclr'Dode una placa IIODletida
a fuerzas prescriptas my, en au contarDo:

divJl +Q = 0;
Mn-m =0;

diYQ= 0

Q'a-f=O



A continuaci6n analizaremos la 'cuiacion de la enerpa potencial almacenada
en la placa cuando e) dominio es trasladado constantemente en una direcci60
arbitraria como indica la figura 1.

R.eescribimos el correspondiente funcional energia enfatiza.ndo que 11' es funci6n
implicit a y explicita de n:

lI'(tDg,Io,Q)= L~dQ- flKl(mol+qw)doo

ProcedieDdo en fonDa similar al caso de estado plaDo detenninaremos la
variaciOD total de 11' 8naUsando por lIeplU"adoc:ada uno de 105 sumand06 [19].

La variaciOD total de la enerpa de deformaci6n resulta:

Admitiendo que las cargas extemas m y q se trasladan en forma constante COD-
juDtamente COD el contomo 00, 1&"ariaci6n total del trabajo de las mencioDadas
cargas conduce a:

iv = 6 fan (m 0 8 + qw) dr = !8fl (m. 68+ 96u) dr =

= flKl1m 058 + m· (V8)6x + q6u: + qVw 0tSz]dr

Los resultados anteriores permiten obtener la siguiente expresi6n para la
"ariaci6n total del funcional enerpa:

67:= 6V - 6l' = 15¢ dfl- !IKI (m ·68 + q6u:)dI'+

+ {!ao (~- (V8)T m - qVw) dOQ} 06z
La condici6n de equilibrio de la placa con el sistema de ca.rgas aplicadas m y

9 implica que:

5r = L 5¢ dfl- !1Kl(m 068 + qlJw}dOQ = 0

y que en el contorno M n = m, Qn = 9.
Introduciendo estas relaciones en la variaci6n total de .•. y recordando 1&

definici6n de producto tensorial de vectores (Q. n)Vw = (Vw @ Q)n obtenemos

la siguiente expresion para ir:



De est. forma cooseprimc. edc."Dder el eoacepto ~ ~ ~~ eattp
a Ja teoria de pIacu propuesta pac Reiamer.

Desipando coo I:' aJ tensor momen~ enerPa:

I:' = ~1 - (V,)T J/ - Vw~ Q

1. variaci60 total h puede reeKribine en la aiguieDte forma:

i•.= 6z. 1110 I:'n dI'

Al igual que en eI c:uo de estado plaDO, la in~-ariaDcia de •. a UD& trulacicia
coostanie arbitraria 6z, implica la nuIidad del flwro del ieD..- IIJOIDeDtoeDe:rPa a
10 largo del eontomo cerrado an.

2.3. Integral Iodepend"aente del Camino J'
Consideremos ahara que Ja placa en estudio tiene una fiaura recta que lie ex-

tiende en todo eI espellOl'. Supongamos ademas que !as ~as externas compatibles
COD eI modelo de placas que estamos preseDtando lOll aplicadas en eI cootorno y
que !os bordes de la fisura estU libres de esfuenos, veue tigura .• {20, 21].

Sepa.remos eI subdominio Or C 0 que contiene eI extremo de la fisura y cuyo
contorno esta dado pac la uniCa de r u r + u r I U r _ como indica la tigura 3.

F"1pr&4
Coaocido d elltlldo de teDsioDes '1defonna.eiooes de Ja placa, -utuimoB 1&

parie ext.eri« a Or par b esfuen08 '" '1 f que dla t.raDsaUte • 1&parte interior
a traWII de r.

AD&JiaRmo& 1&~ kMI de Ia CDCqia pok:DciII aImlmlada en la plata
euando el domiaio fir expaimeDta 1&Y&riaciOo indicada en 1&6cura 3. El exUano
de 1. &sura rI penD&Dece tijo '1 r • t.rulada -be ell 1& diIec:ciGD el-



En cuanto a las eargas ext.ernas eI dominio Or esta 5Ometido a! sistema de
earga.s m, q en el contomo r y lihre de es(uerzos en la union de f + U f, U f _:

m=Mn;
m=O;

9=Q·n :ref
q=O zef+Uf_Uf,

Teniendo en euenta que Or esta en equilibrio, la variaciOn tot a! de la energia
potencial almacenada en Or resulta, a! igual que en el caso anterior una integral
a 10 largo de f:

67:= -6a {1(IPI - ('V8)TM - 'V1l' ~ Q) 11 elf} 0 CJ

= -6a (1E'n elf) 0 CJ

eoncluimos que el decreamo de energia potencial aImacenado en flr, cuando la
fisura aumen~a la longitud 6a esta dado por la projOccciOnen la direcci6n de CJ del
f1ujo del tensor momenta energia alrededor del contomo r 0 sea que:

6'K
-- = J'

6a

La integral JP generaliza la integral de Rice al caso de placas en flexion [19,
21] y representa a la vez la (uerza concentrada en el extremo de la 5sma corre-
spondiente al incremento 6a de la misma.

En el an8.lisis de cisearas 1IC puede seguir un camino similar aI caso de placas
en flexiOn eon la dificultad adicional de que la reducion sobre el plano medio pasa
a ser sobre la superficie media de la cascara [16, 22, 23)0

Para trans(ormar 1acinematica de la cascara a su superficie media escogemos
la base intrinsica eompuesta por el plano tangente V. y 1a correspondiente nonnal
N en el ponto :r que estamos mnsiderando, como mdica la figura :>



Figura 5
Designamos ClOD a( z) al despla.zamiento tan!'!Dcial a 1a superlicie media de 1&

C8scan.. COD1o( z) al desplazamiento ell la direcciOn de 1a ncrmal N y ClOD I(z) al
giro de la fibra inicialmente coincideDte COD la normal N:

v: zEn -. V,; 111: zen -. ll; I: zEn -. V,

Imponiendo 1a condiCiOD de que 1as fibras nonnales a la superficie media ell
cua.lquier punto z permanecen rectas y sin defonnarae. cuando la c:&scara pasa
de una configuraci6n a otra, ~ obtieDen !as si~tes ecuaciones cinematicas que
reladonan !as deIonnacicaes ceneralizadas COD 105desplazamient05 V.1o Y el giro
I: .

t=(V")·+1I.'VN
., = 8 - (VN)u + V.
,,= (VI)·

donde: t deformacicio de membrana es un tensor simetrico eo el plano tangente
a la superficie media., t : V, -+ V,; ., distorsicio de la fibra inicia1mente normal
ala superficie media es un vector del plano tangente • ., E V,; It deformaclon de
flexion 0 "'ari&ciciodel giro de la fibra inicialmente normal a 1&superficie media es
un tensor simetrico ell el plano tanpte. " : V, ...• V,; VN gradiente superficial
del "ector normal unitario N,Vw gradiente superficial de 10, (Vu)·,(V8)· parte
simetrica de 105 gradientes superficiales de 105vectares u y , proyedad05 sobre el
plano tangente,

Admitiendo que la energia de defonnaciOo especmca de 1&cUcara puede Iler
red~cida a la superficie media y expresarse como una funciOn potencial de 1as
deformaciones generalizadas:

;: (t,.,,") - R
1as ecuaciones constituth .•• en tensiooes y deformaciooea seneralizadas Ie obtieoen
mediante derivaciOD del potencial ; con respecto a IUS argumentos:



donde: T es el tensor de esfuerzos de mt"mbrana T : V, ~ V" Q es el vector de
esfuerzos cortantes transversales, Q E V, )" AI es el tensor de momentos, A{ : V, ~
V,"

El funeional de energia correspondiente a este modelo para un sistema de
fuerzas externas t, q, m a.plicadas en el contorno de la super£cie media. compatibles
con la teoria de c&scaras que estamos presentando, result&:

1f(u,w,8) = L ¢ lID - 18fl(t· u + qw + m· 8)don

(u,w,8) E Kin(u,w,8)

donde con Kin( u, w, 8) represent amos aI espacio de desplazamiento tangente, de-
splazamjento normal y giro admisibles del funcional .•."

3.1. Equilibrio de la Cascara
El equilibrio de la cascara con el sistema de cargas aplicadas en su contomo

t,q,m es verificado cuando se anula la primera variacion de la energia potencial 0

sea:

61< = L 61/> an - 180 (t . 6u + q6w + m . 68)d0f2 = 0

para Y(hu,6w,68) E Var· (u,w,8)

,= (\7u)' + w \7N
"I = 8 - (\7N)u + \7w
IC = (\78)'

iii) y la simetria de 106 ten sores T y M.
Se arriba a. la siguiente expresion de 6~:

T· \76u = div(T6u) - divT -6u

M· 'V68 = div(M68) - divM· 68
Q 'V6w = div( Q6w) - divQ bto



6~ = div(T6u) + div(M68) + div(Q 6to)
- [divT + (VN)Ql· 6u - (divM - Q). 68- ( divQ - T· VN)ln.II

Introduciendo elite resultado en 1& expresiOa de la variaci6n del funciooal
energia, mediante 1& apJicaciOD del teorema de 1& divergeDCia y reordenando
tenniDos lie sigue q.ae:

b = - L {[diTT + (V N)Ql . 6u + ( div M - Q) . 6' + ( divQ - T .VN)'v) tin

+ /1Kl [(Tn - t). 6" + (Q. n - f)6to + (Mn - m) . 6'J d80

3.2. Ley de Conservaci6D
En 105casos analizados anteriormente, tanto en estados plaoos como en fiexi60

de placas, cuando estudiamos la variaci60 total de 1a energia potencial desplazamos
eJ dominio 0 una cantidad conslante arbitraria bast. una nueva posiciOn 0° .oole
eJ pla.no que contiene • O. En el ca&Ode e&scaras cilindricas e1 dominio 0 IIeri.
trasladado soble 1a superficie media de 1a c&scara. La mencionada trans!ormaciOD
estara compuesta pac una traslacioo en 1a direccioo longitudinal mas una tras1aciOa
circunferencia1 igua1 para todos 10&punta& del dominio O.

De acuerdo a 1& 6pra 6, si Ie define 1& superficie media de 1& cUcara mediante
coordenadas c:urviliDeu x, 5 1a transfonnaciOo del dominio 0 soble 1a superiicie
proviene de 1&tras1aci6o del dmninio Go al e1 plano x, 5.
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Figura 6

La transformadon del dominio sobre la superficie media de la cascara implica
que el funcional energia sea funcion del mencionado dominio n, 0 sea:

7l'(uD,wo,80, n) = k 4Jdn - /80 (t· u + gw + m· 8)dOO

Para determinar 1a \o:riaci6n total de • estudiamos por separado cada uno de
10s sumandos.

La \-ariacion total de la energia de deformaei6n resulta:

En cuanto a la vanaci6n total del trabajo de las fuerzas extemas, admitiendo
que las cargas lie trasladan junto con el dominio, se tiene que:

6"v = 6" /80 (t . u + qw + m . 8) dOO =

= I (t. 6u + q:5w + m· E8) don =
Jag

= I [t. 6u + t· (\7u)6z + q 6w + q \7w· 6z + m· 68 + m· (\78)6zJ dOn
)80



De las t"Xpresioncs antt"nores~' tt"nimdo m cUt"Ilta qu(" 6z no dcpendt" dt- z, &C."

sigue qu(" la \"Il.riaciOn total «It" 'If esta dada por:

6r = 6U - 6V = L 6~ dn - 18Q (t ·6&1+ IJ 6u' + m . 68) d8

+ {11K) [~n - (V&I)Tt - f Vw - (VI)T m] dlKl} .6z

Como la condici6n de equiJibrio dt" 18 cascara implica que Ia primera \-ariaci6n
de 11' sea nul&:

y que las condiciones de contorno Tn = ti Q. n = IJj Mn = m sean satisfechas, la
varia.cion total 67f result&:

La expresiOn anterior DOS permite cooduir que Ia invariancia de Ia ener~a
potencial almacenada en eJ dominio n para toda transformaci60 resultante de una
U'aslaci6o, es equivalente 8 Ia condiciOo de nulidad del flujo del correspondiente
tetulOr momento energia a 10 largo del contomo 80.

3.3. Integral Independiente del Camino Je
Est udiaremos a seguir eJ problema de una cliscarB cilindrica con una fisura en Ia

direccion circunIerencial que se extiende en todo su espesor 120, 24]. Admitiremos
que 105 bordes de 1a fisura estan Jibres de es!uerzos y que Ias cargaa compatibles
con el modelo de ciscara que estamospresentando BOD aplicadas en eJ c:ootomo
80, vease figura 7.



Figura 7
Analizaremos el subdominio Or de contomo dado par la union de r u r + u

r, u r _ present ado en 1a ngura 3. Substituj'endo la parte exterior a Or por J06
esfuerzos t.q Ym transmitidos a la parte interior en el contorno r. detemlinaremos
Ja variaciOn total de 1a energia potencial almacenada en Or cuando pasam05 a una
nueva posicion Or' Es de hac.er notar que la vaxiacion del dominio indicado en Ja
figura 3 representa una translacion sobre la superlicie media de 1a cascara..

Las cargas extemas aplicadas en d.contomo r. estan dadas por:

t = Tn; q = Q. n; m = Aln cn z E r
t=q=m=O cnzEr+Ur,Ur_

Si e1 dominio f2r de la cascara con fisura est& en equilibrio con Jas cargas
aplicadas em r, 1a variacion total de r cuando Or pasa a Or' esta dada por una
integral de linea sobre el contorno r:

67: = -60 {1[~I - (Vu)TT - V'w 0 Q - (V8)T.AI] n df' } . CI

clonde c] es d vector unita.rio contenido en d plaDo tangente y en la direccion de
1a nsura..

Por razones simiJares aJ caso de pJacas en flexion d flujo del tensor momento
energia en 1a direccion de CI a 10 largo de 106hordes de la fisura r + u r, u r _
resulta nulo.

R.ecordando que en el ease de c&scaras el tensor momento energia esta dado
por:

~ = ~I - (Vu)TT - Vw 0 Q - (V8)TM

la expresion de 67: puede reescribirse como:

- :: = (£ ~n df') . (I = JC



La relaciOn anterior muestra la extensiOn de II. integral de Rice al c:aso de
c:&scar&Scilindric&S 125, 26, 27). Dicha integral coincide con d decrecimo de la
energia potencial almacenada en II. cascara cuando II. fisura aumenta~' representa
a II. va II. fuena coac:eDtrada en la direc:.ci6ode el para un incremento virtual 6c
de II. fisura.
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