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RESUMEN

Las ventajas de emplear principios variacionales invariantes en mecinica de
los sélidos para obtener el tensor momento energia ¢ integrales independientes del
camino es ejemplificado para el caso de estado plano. En presencia de defectos,
la fuerza de Irwing en el vértice de una fisura asociada al decrécimo de energia
potencial, esti dada por la integral de linea J de gran interés en mecinica de
la fractura. Esta formulacion es extendida en forma sistemitica a la teoria de
placas y ciscaras, y son deducidos Jos correspondientes tensores momento energia
¢ integrales independientes del camino J para placas y ciscaras con fisuras.

ABSTRACT

The application to solid mechanics of the invariant variational principles to
obtain the energy momentum tensor and path independent integrals is advocated
and illustrated by the example of plane state. In the presence of defects, the Ir-
wing's crack extension force associated to the energy release rate equals the J path
independent integral, which proved to be of great interest in fracture mechanics.
In a systematic way this formulation is extended to plates and shells theory and
the appropriate energy momentum tensor and the J path independent integral for
cracked plates and shells is derived.
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INTRODUCCION

La integral independiente del camino J introducida por Rice en 1968 [1] para
analizar propagacién de fisuras de laminas planas sometidas a cargas en su con-
torno contribuyé significativamente al desarrollo de la mecinica de la fractura.
Esta integral posibilité evaluar la fuerza asocisda a la propagacion de una fisura
mediante el cilculo de una integral de linea sobre un camino que rodea el vértice
de la mencionada fisura.

El gran atractivo de aplicacién de la integral J consiste em que el conocimiento
del estado tensional de! cuerpo con una fisura de longitud dada, es suficiente para
la determinacion del decrécimo de energia potencial, sin necessidad de realizar un
segundo andlisis de tensiones con upa fisurs de longitud mayor que la inicial. Si
tenemos en cuenta ademas que la integral J es independiente del camino podemos
efectuar el cdlculo sobre caminos alejados del vértice de la fisura donde los campos
que intervienen pueden ser determinados con mayor precicién tanto en analisis
tedricos como experimentales.

Posteriormente trabajos de Knowles y Sterberg [2], Chen y Shield |3] ponen
en evidencia la relacién existente entre la integral J y e concepto de fuerza en
singularidades asociadas a defectos, introducida por Eshelby [4] en el anilisis de
cuerpos elasticos. La versién tridimensional de la integral J puede ser encontrada
en trabajos del mencionado autor [5, 6], el cual establece también que en ausencia
de defectos las integrales en contornos cerrados se apulan conduciendo a leyes
de conservacién. En los dltimos afios las integrales independientes del camino y
las leyes de conservacion han despertado gran interés por parte de investigadores
tanto en aspectos tedrices basicos (7, 8] como en miiltiples aplicaciones en diversos
campos de la fisica y en especial en mecanica [9, 10, 11).

Hoy dia el trabajo pionero de Rice puede ser visto dentro de un contexto mas
general. Empleando el principio de minima energia potencial, conjuntamente con
el principio variacional de invariancia a una traslacién rigida del dominio analizado,
se artiba 2 la expresion del tensor momento epergia {12, 13]. De esta forma queda
en evidencia que la propiedad de independencia del camino de la integral J es
una consecuencia de que el flujo del tensor momento energia sobre el contorno de
regiones que no contienen singularidades o defectos, resulta nulo.

El enfoque anterior permite extender la integral J a otros casos de interés, pro-
cediendo en forma sistemitica, o sea admitiendo invariancia de la energia potencial
almacenada cuando imponemos al dominio traslaciones arbitrarias.

En esta presentacién analizamos en primer término el caso de laminas planas
sometidas a cargas en el contorno, establecemos la ley de conservacién a una
traslacién rigide de manera de obtener el tensor momento energia y a la integral
independiente de] camino J cuando admitimos la existencia de una fisura pasante
en la lamina.

Posteriormente siguiendo una sequencia similar a la anterior extendemos nue-
stro andlisis para el caso de placas y ciscaras, estableciendo las correspondientes
integrales J generalizadas para ambos casos.

1. ESTADOS PLANOS
Consideramos uma limina de espesor constante representada por la regién
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bidimensional §} de contorno 9Q y normal extenor n.

Admitimoe que no existem cargas en el dominio 2 y que las tnicas fuerzas
externas a la Jimina estin aplicadas en su contorno 9.

Designamos con u(z) al desplazamiento de un punto cualquiera u: z € @ — V
{donde V es el espacio vectorial asociado al plano que contiene a () y escogemos
una relacion lineal para la deformacién dada por la parte simétrica del gradiente
de u, 0 sea £ = (Vu)’.

En cuanto al comportamiento del material, supondremos la existencia de un
potencial funcién de la deformacién ¢ = ¢(¢), conocido como energia de defor-
macién especifica:

¢: €€ Sim- = R
con Sim- designamos el espacio de tensores simétricos del plano.

Dada al funcién ¢(c), Ia relacion constitutiva se obtiene mediante derivacién

de ¢:

c=g—:;=‘.

o tensor de tensiones (¢ € Sim).
En el caso de elasticidad lineal isotrépica ¢(e) estdi dada por:

¢(e)=ys-e+%(c-l)’

A, p constantes de Lamé, ¢ - I producto escalar de los tensores deformacién e
identidad en el plano.

El funcional energia, que representa la energia potencial almacenada en la
limina al ser sometida a cargas t en su contorno, esta dado por la expresién:

t(u):/édﬂ—/ t-u doQ v€ Kin-u
a an
donde Kin - u es el espacio de funciones admisibles del funcional «.

1.1. Equilibrio de la limina

El equilibric de las tensiones o con las fuerzas aplicadas a la lamina esti dado
por la condicién de nulidad de la primera variacién del funcional energia para
cualquier desplazamiento virtual éu o sea:

a::/wm-/ 1-6uddQ =0 Véue Var-u
Q "

donde Var - u es el espacio de variaciones admisibles de w, (coincidente en este
caso con Kin - u).

Teniendo en cuenta la relacién constitutiva ¢ = ¢,, la relacién cinemitica
g=(Vu)‘yhdmetﬁnddtma.hvuiadéndehengrp’aqﬁmdtm

3¢

-de=0-(Véu) =0 - Véu
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Recordando la relacién tensorial:
¢ -Véu= div(eTéu) - divo-bu

y mediante la aplicacién del teorema de la divergencia, la variacién 6z puede ser
reescrita en la siguiente forma:

67.'=/ div(aTéu)dQ-/ divo‘éudﬂ—/ t-6u dif) =
13 0 an

—/ di\'o‘6udQ+/ (en—1) - 6udot =0
e an

De la expresién anterior se deducen las correspondientes condiciones de equi-
librio local:
diveo =0, on=1

en el dominio © y contorno 9 respectivamente.

1.2. Ley de Conservacién

Al efectuar la variacién del funcional energia para estudiar el equilibrio de la
limina, admitimos que el dominio §) estaba fijo, lo que nos permitié introducir la
operacién variacién dentro del simbolo integral, variando directamente los corre-
spondientes integrandos.

A seguir analizaremos la variacién de la energia potencial almacenada en la
lamina en un contexto mas general, admitiremos que el deminio N varia.

Mediante una traslacién conocida que denominaremos ér cada ponto z pasa
a una nueva posicion £* y el dominio 2 de contorno ! a un nuevo dominio 2°
de contorno 9", como muestra la figura 1 |14, 15).

T—z"=z1+6r N0 =04+60
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Una funcién definida en §, por ejemplo el desplazamicnto u(z), pass a scr una
nueva funcién u®(z") en el dominio 2* y & la diferencia de ambas en puntos cor-
respondientes z y 2° la designaremos como variacién total y la siguiente notacion
sera empleada: R

bu = u*(z°) - u(z)

En cuanto a la energia potencial almacenada en la lJdimina x, pasamos a un nuevo
funcional * del dominio §2° y su diferencia resultard la variacion total de = o sea
r=x"-1x.

Lo anterior conduce a que reescribamos el funcional energia en la siguiente
forma:

f(un,ﬂ)z‘/né(un)dﬂ-/mt-undaﬂ

enfatizando que 7 es funcién implicita y explicita del dominio §, fijando Q ten-
dremos el correspondiente funcional x para ese dominio Q.

Para efectuar la vaniacién total de x, variamos primero con respecto a u de-
jando Q fijo y posteriormente variamos con respecto a § [15].

Analizando por separado cada uno de los sumandos del funcional energia se
tiene que la variacién total de la energia de deformacién [14] estd dada por:

EU(un.n)=3‘/ ¢m=/s¢m+/ $6z -n doQ
a o an
Si admitimos que &l contorno 9 se traslada un §r constante y que la fuerza
externa aplicada a 8 acompaia constantemente esa traslacién, la vaniacién total
puede ser introducida dentro de la integral y la variacién total del trabajo de las
fuerzas externas resulta: ’ .
dv =3[ tuion= [ tBuaon

o a0
Como la variacién total fu esta dada por

bu=tbu+ {Vu)sz
la expresién de 5V puede ser reescrita en la siguiente forma:

‘6‘V=/ [t - 6u +1- (Vu)bz] doQ

aq

Introduciendo los resultados obtenidos para U y 8V en la expresién de x:
ox = 8U - 5V

se sigue que:

Et=/"8¢dﬂ—/’nt-6um+'/’n[¢6z-n—t-(Vu)J:]d@Q:

= éx + / [dn - (Vu)Tfl -8z dOQY
mn
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Figura 2

Recordando que la limina esti en equilibrio con las cargas aplicadas (6x = 0 y en
el contorno 3N, on = t), la variacién total % se reduce a:

3::/ [¢I—(Vu)Ta]n-61daQ
aa
Como éz no depende de z, ‘6}puedere$aibirseenlasiguiente forma:
3‘::62./ Zn dOQ
an

donde T = ¢J — (Vu)7 o es conocido como tensor momento energia {12, 13].

La expresion antersor nos permite concluir que la invarianda de la energia .
potencial almacenada en el dominio ) de la ldimina, a una traslacién constante
arbitraria éz, implica la nulidad del flujo del tensor momento energia en el contorno
cerrado 30 de una region sin singularidades.

1.3. Integral Independiente del Camino J

Analizaremos @ seguir la lamina plana con una fisura pasante indicada en la
figura 2. Designaremos con Qr el subdominio de contorno compuesto por la unién
deTUTLUT;UT_, T es una curva alrededor del extremo de la fisura, I',,I°_
representan la parte superior e inferior de la fisura y I'y el extremo de la misma
mostrados en la figura 3.

Admitimos que la fisura esti libre de tensiones y que las tinicas cargas exte-
riores son aplicadas en el contorno I'.

Determinado el estado de tensiones de la limina, substituimos la parte exterior
a {r por el esfuerzo t que es trasmitido a Jo largo de I'.
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Estudiaremos la variacion total de la encrgia potencial almacenada en el do-
minio Qr cuando mediante una traslacién conocida ér pasamos a una nueva
posicion (I}, como muestra la figura 3.

Si la lamina fisurada esti en equilibrio con las cargas aplicadas en ¢l contorno
T, 1a variacién total de x cuando Qr pasa a (} esté dada por:

Bx = —ba {/r [6] - (V%)To] n dr} cey =

=-—6a(/r2ndr)-e1

Nétese que la proyeccién del flujo del tensor T en los contornos 'y y '~ que
coinciden con la parte superior e inferior de la fisura, resulta nula:

{/ [e2 - (Vu)rv];n dl"} ce1 =0
ryur.

el primer sumando ¢In-e; se anula devido a que n y ¢; son ortogonales, en cuanto
al segundo sumando on - (Vu)e; admitimos que la fisura estaba Libre de tensiones
por tanto on = 0.

éz = —baey z€el
e fz=0 36[‘]
)
—bae; <62 <0 zel, Ul
Figura 3

Dividiendo por —Sa,hexpmsiéndegt puede reescribirse en la siguiente forma:
—-‘1=( End!‘) caq=J
r

_ Larelacién anterior nos permite concluir que el decrécimo de energia potencial
—&x correspondiente al sumento éa de la fisura estd dado por la proyeccién segin
¢, del flujo del tensor momento energia a lo largo del contorno T
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Esta proyeccion del flujo no es otra cosa que la integral independiente del
camino introducida por Rice [1] y representa la fuerza concentrada en el extremo
de la fisura correspondiente al incremento virtual éa de la misma.

2. PLACAS EN FLEXION

Las teorias que frecuentemente se emplean para analizar placas en flexién se
basan en la introduccién de hipétesis de caricter cinematico que permiten integrar
en la direccién del espesor reduciendo el problema inicialmente tridimensional a
uno bidimensional [16).

En este trabajo hemos escogido el modelo simplificado que Dleva en cuenta
las distorsiones transversales de la placa, conocido en la literatura como teoria de
Reissner-Mindlin [17, 18).

Ademis de su simplicidad, puesto que las deformaciones generalizadas son
derivadas primeras de los desplazamientos, este modelo ofrece el atractivo adicional
de que cuando es aplicado a placas con fisuras pasantes Jos esfuerzos resultantes
aproximan mejor el estado tridimensional préximo al extremo de la fisura.

Designando con w(z) al desplazamiento normal al planc medio de la placa
y con &(z) a la funcién vectorial que representa el giro de la fibra inicialmente
normal al plano medio:

v:zeQ - R 8:ze QY

V es el espacio vectorial asociado al plano medio de la placa.
Las deformnaciones generalizadas para este modelo estan dadas por:

= (V8), vy=Vw-§6

donde x es la vaniacién del giro de la fibra inicialmente normal al plano medio,
conocida cominmente como deformacién de flexién v ¥ es la deformacidn cisallante
o distorsién de la fibra normal al plano medio.

Admitiendo la existencia de un potencial de las deformaciones generalizadas
X,7, que resulta de integrar la energia de deformacién especifica de la placa en la
direccién del espesor:

¢:(x€ Sim, 7€ V)= R

las ecuaciones constitutives en tensiones y deformaciones generalizadas se obtienen
mediante derivacién del potencial ¢ con respecto a sus argumentos:

8¢

M:-a-:=¢‘; Q:

o4
&y
donde M es el tensor de momentos flectores y Q es el vectar de esfuerzos cortantes.

El funcional energia correspondiente al dominio Q de contorno 99, estd dado
por:

= ¢,

r(w.s)=L¢m-jm(m-o+qum

(v,0) € Kin(w, §)
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donde Kin(w, #) representa ¢l espacio de funciones w(r), #(r) admisibles, m vector
momentqufwnenhdirecdénnormaldplmomedio,paaipﬁosenaﬂy
compatibles con la teoria que estamos presentando.

2.1. Equilibrio de la placa

Eleqmﬁ’briodelubensiomsgmaﬂinan,Qconlasﬁmmextmm,q
es satisfecho cuando la primera variacién de la energia potencial almacenada en la
plmnmuhpnamlqniudesplunmimtoviﬂual&u,“,ou

éx(w,0) = ./n 64 d2 — /m("‘ '“;}q bw)d =0 V(6w 60) € Var(w,#).

Nétese que con las condiciones de contorno que estamos admitiendo, el espacio
de variaciones admisibles Var(w,#) coincide con el espacio de funciones cinemati-
camente admisibles Kin(w,8).

Teniendo en cuenta las ecuaciones constitutivas M = ¢,; Q = 4., las rela-
Gones cinemiticas x = (V8)*; ¥ = Vw—0 y la simetria del tensor A, la variacién
del potencial ¢ puede ser expresado como:

e % . - -
6¢(a,1)—8‘ 6-=+E-61-M b+ Q- -by=
=M-V8+Q -Véuw—Q-58

Recordando las relaciones tensoriales:

M -Vs8 = div(M88)—~ div M - 66
Q- Véw = div(bwQ) - bw divQ

integrando por partes y reagrupando términos se obtiene la siguiente expresién
pars la variacion de la energia potencial ¥ de la placa:

a::-jol( &vM + Q) - 60 + ( divQ)w}dQ

+j (Mn - m) 568 +(Q - n — g)éw]doQ
o

La condicién de nulidad de la expresién anterior nos permite arribar a las cor-
respondientes ecuaciones de Euler y condiciones de contorno de una placa sometida
a fuerzas prescriptas m y ¢ en su contormo:

dvM +Q=0 dvQ =0 en €8l
Mn—-m=0 Q-n—-g¢g=0 en €N

2.2. Ley de Conservacién
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A continuacion analizaremos la variacién de la energia potencial almacenada
en la placa cuando el dominio es trasladado constantemente en una direccién
arbitraria como indica la figura 1.

Reescribimos el correspondiente funcional energia enfatizando que x es funcién
implicita y explicita de {:
r(wn.oa,n)=/ «nm-/ (m- 8+ ¢ w)don
a aa

Procediendo en forma similar al caso de estado plano determinaremos la
variacién total de ¥ analisando por separado cada uno de los sumandos [19].

La variacién total de la energia de deformacién resulta:
fv=2/¢m=/a¢m+/ $6z - dOR
a Q 20

Admitiendo que las cargas externas m y ¢ se trasladan en forma constante con-
juntamente con el contorno 3, la variacidn total de] trabajo de las mencionadas
cargas conduce a:

‘5V=3/ (m-0+qw)dl"=/ (m-30+93w)dr=
a0 0

=/ {m .80 + m - (V8)sz + gbw + ¢V - §z]dT"
aa

Los resultados anteriores permiten obtener la siguiente expresidén para la
variacion total del funcional energia:

3::3‘0-31':/5¢dn-/ (m - 68 + gbw)dl+
Q an

+ {/m (¢n - (V8)Tm — ¢Vur) dan} 6z

La condicién de equilibrio de la placa con el sistema de cargas aplicadas m y
¢ implica que:

5:=/5¢m—/ (m - 80 + gbw)ddQ = 0
Q N

Y que en el contorno Mn=m, Qn = q.

Introduciendo estas relaciones en la variacién total de x y recordando la
definicién de producto tensorial de vectores (Q - n)Vw = (Vw ® Q)n obtenemos

la siguiente expresién para éx:

bx = {/m [¢1-(va)TM-vw®Q]ndaa}-a:
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De esta forma conseguimos extender e concepto de temsor momento encrgia
a la teoria de placas propuesta por Reissner.
Designando con I” al tensor momento energia:

P =gl - (VO)TM -Vw e Q
1a variacién total 3x puede reescribirse en la siguiente forma:

Zr=sz-/ T’n dl'
M

Al igual que en el caso de estado plano, la invariancia de x a una traslacién
constante arbitraria §z, implica la nulidad del fluxo del tensor momento energia a
lo largo del contorno cerrado 391

2.3. Integral Independiente del Camino J?

Consideremos ahora que la placa en estudio tiene una fisura recta que se ex-
tiende en todo el espesor. Supongamos ademas que las cargas externas compatibles
con ¢l modelo de placas que estamos presentando son aplicadas en el contorno y
que los bordes de la fisura estin libres de esfuerzos, vease figura 4 (20, 21].

Separemos ¢l subdominio Qr C Q que contiene el extremo de la fisura y cuyo
contorno esta dado por la unién de FTUT, UT'; UT_ como indica la figura 3.

Figura 4
Conocido e estado de tensiones y deformaciones de la placa, sustituimos la
parte exterior a Qr por los esfuerzos m y ¢ que ella transmite a la parte interior
atravesde I'.
Analizaremos la variacién total de la energia potencial almacenada en la piaca
cuandoeldominioﬁrexpaimuhnriaciéuindicnd;hﬁg\m& El extremo
de la fisura I’y permanece ijo y T se trasiada —&a en la direccida e,.
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En cuanto a las cargas externas el dominio Q1 esta sometido al sistema de
cargas m, ¢ en el contorno I' y libre de esfuerzos en la unidn de 'y U, UT

m = Mn, ¢=Q-n rel
m=0; g=0 rel,ur_ury

Teniendo en cuenta que r esta en equilibrio, la variacién total de la energia
potencial almacenada en Qr resulta, al igual que en el caso anterior una integral
a lo largo de I':

31:—&1{/ (él—(V&)TM—VmeQ)ndF}-c,
r

= ~éa (/E’n dT) -y
r
Designando con:

J? = (/X’ncﬂ‘)-c;
r

concluimos que el decrécimo de energia potencial almacenado en Qp, cuando la
fisura aumen‘a la longitud fa esta dado por la proyeccion en la direccién de e; del
flujo del tensor momento energia alrededor del contorno " o sea que:

La integral J? generaliza la integral de Rice al caso de placas en flexién {19,
21] y representa a la vez la fuerza concentrada en el extremo de la fisura corre-
spondiente al incremento éa de la misma.

3. CASCARAS CILINDRICAS

En el andlisis de ciscaras se puede seguir un camino similar al caso de placas
en flexién con la dificultad adicional de que la reducién sobre el plano medio pasa
a ser sobre la superficie media de la céscara {16, 22, 23].

Para transformar la cinematics de la cascara 2 su superficie media escogemos

la base intrinsica compuesta por el plano tangente V, y la correspondiente normal
N en el ponto z que estamos considerando. como 1ndica la figura 5
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WN

Figura §
Designamos con u(z) al desplazamiento tangencial a la superficie media de 1a
céscara, con w(z) al desplazamiento en la direccién de la normal N y con 6(z) al
giro de la fibra inicialmente coincidente con la normal N:

u: 2€EQ—=V,; w:zeQ-R, 0:z€Q—YV,

Imponiendo la condicién de que las fibras normales a la superficie media en
cualquier punto z permanecen rectas y sin deformarse, cuando la ciscara pasa
de una configuracién a otra, se obtienen las siguientes ecuaciones cinemiticas que
relacionan las deformaciones generalizadas con los desplazamientos u,w y el giro
é:

e=(Vu)’+w VN

Yy=8~-(VN)u+ Vw

s = (Vé)*
donde: ¢ deformacién de membrana es un tensor simétrico en el plano tangente
a la superficie media, € : Vy — V,; v distorsién de la fibra inicialmente normal
a la superficie media es un vector del plano tangente, v € V,; « deformacién de
flexién o variacién del giro de la fibra inicialmente normal a la superficie media es
un tensor simétrico en el plano tangente, « : Vi — V;; VN gradiente superficial
del vector normal unitario N, Vw gradiente superficial de w, (Vu)*,(V8)® parte
simétrica de los gradientes superficiales de los vectares u y 6 proyectados sobre el
plano tangente.

Admitiendo que la energia de deformacion especifica de la ciscara puede ser

reducida a la superficie media y expresarse como una funcién potencial de las
deformaciones generalizadas:

$:(ene)~ R
las ecuaciones constitutivas en tensiones y deformaciones generalizadas se obtienen
mediante derivacién del potencial ¢ con respecto a sus argumentos:

-__ ¥, __¢_
= “én Q—&T-"n ‘l
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donde: T es el tensor de esfuerzos de membrana T : V; — V,, Q es el vector de
esfuerzos cortantes transversales, Q € V, ¥ M es el tensor de momentos, M : V; —
V|.

El funcional de energia correspondiente a este modelo para un sistema de
fuerzas externas ¢, ¢, m aplicadas en el contorno de la superficie media compatibles
con la teoria de cascaras que estamos presentando, resulta:

1r(u,w,0)=/¢dﬂ—/ (t-u+ quw +m - 6)doQ
2 2
(v,w,8) € Kin(u,w,¥6)

donde con Kin(u, w, 8) representamos al espacio de desplazamiento tangente, de-
splazamiento normal y giro admisibles del funcional x.

3.1. Equilibrio de la Cdscara

El equilibrio de la cdscara con el sistema de cargas aplicadas en su contorno
t,q,m es verificado cuando se anula la primera variacién de la energia potencial o
sea:

6r=/6¢d9-—/ (t-bu+ gbuw + m-68)d3t =0
] a

para Y(u,bw,88) € Var:{(u,w,¥§)
Analisaremos previamente la variacién §¢ dada por:

a .} 3
6«5‘7"{“5?"’“‘—5%-6”5%5‘

Tenjendo en cuenta:
i) las relaciones constitutivas T = ¢,; Q = é4; M = ¢,
1i) las relaciones cinematicas

£=(Vu) +w VN
Yy=80-(VN}u + Vv
k= (V8)’

iii} y la simetria de los tensores T y M.
Se arriba a la siguiente expresién de §¢:

$¢ =T (Véu+6w VN)+ Q- [0~ (VN)bu+ Véw] + M - V0
Recordando las relaciones tensoriales:

T.-Véu = div(Téu)— divT - bu
M V&8 = div(Méf) ~ divM - 60
Q Véw = div(Qbw) - divQ éw
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1a variacién §¢ puede reescribirse en la siguiente forma:

§¢ = div(T6u) + div(Mé8)+ div(Q bw)
— [ &vT + (VN)Q]- bu - ( divM — Q) - 68 — ( divQ — T - VN )éw

Introduciendo este resultado en la expresion de la variacién del funcional
energia, mediante la aplicacién del teorema de la divergencia y reordenando
términos se sigue que:

6::-/ {{ &ivT + (VN)Q] - 6u + ( &ivM — Q) - 80 + ( divQ — T - VN)bw) &2
o

+/ (Tn~1t)-6u+(Q-n—¢)w+ (Mn—m)- 58] doQ
o

De la condicién de nulidad de §x es posible obtener:

las ecuaciones de equibrio:

dvT+(VN)Q=0, dvM-Q=0 divQ-T-VN=0 (z€9)

¥ las condiciones de contorno:

Tn=t Q- a=g; Mn=m (z € 09)

3.2. Ley de Conservacién

En los casos analizados anteriormente, tanto en estados planos como en flexién
de placas, cuando estudiamos la variacién total de la energia potencial desplazamos
el dominio { una cantidad constante arbitraria hasta una nueva posicién 1* sobre
el plano que contiene a Q. En el caso de cascaras cilindricas el dominio Q seri
trasladado sobre la superficie media de la ciscara. La mencionada transformaciéa
estard compuesta por una traslacién en la direccién longitudinal mas una traslacién
circunferencial igual pars todos los puntos del dominio Q.

De acuerdo a la figura 6, si se define Ia superficie media de la céscara mediante
coordenadas curviliness x, s la translormacién del dominio Q sobre la superficie
proviene de la traslacién del dominio £y en el plano x, s.
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Plano x, s Superficie media Céscara
2 — 5 Q-Q°
Zo — 75 =19+ b1g 22" =246

-~

Figura 6

La transformacién del dominio sobre la superficie media de la ciscara implica
que el funcional energia sea funcién del mencionado dominio 1, o sea:

r(un,wn,og,n)=/n¢dn-/m(t-u+qw+m-e)daa

Para determinar la variacién total de » estudiamos por separado cada uno de
los sumandos.

La variacién total de la energia de deformacién resulta:
3U=3/¢d9=/5¢m+/ ¢62n doR)
0 0 an

En cuanto a la variacion total del trabajo de las fuerzas externas, admitiendo
que las cargas se trasladan junto con el dominio, se tiene que:

§v=3‘/ (t-u+qu+m-6)doq =
an
=/ (t-gu+q§w+m-§9)daﬂ=
oQ

=/ [t-éu+t-(Vu)6x+q6w+qu-6.t+m-60+m-(V0)6::]d89
a0
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De las expresiones anteriores y teniendo en cuenta que 81 no depende de z, se
sigue que la variacién total de z esté dada por:

3::3U—3V=/6¢dﬂ-/ (t-6u+q 6w+ m-56)dd
Q n

+ {/m [én - (Vu)Tt — ¢ Vw — (VO)Tm] daﬂ} -6z

Como la condicién de equilibrio de la ciscara implica que la primera variacién
de x sea nula:

6t=/6¢m—/ (t-but+qdéw+m-66)dot =0
Q "

¥ que las condiciones de contorno T'n = t; Q - n = ¢; Mn = m sean satisfechas, la
variacién total éx resulta:

or = { /m [¢1 = (Vu)'T - Pw @ Q - (V8)TM]n dan} bz

Denominando tensor momento energia de ciscaras a:
T =gl - (Vu)TT-Vwe Q- (VHTM
la variacién total 5x puede reescribirse en la siguiente forma:

3:=5:-/ Ttn dOQ)
o0

La expresién anterior nos permite concluir que la invariancia de la energia
potencial almacenada en el dominio  para toda transformacién resultante de una
traslacién, es equivalente a la condiciéa de nulidad del flujo del correspondiente
tensor momento energia a lo largo del contorno 991.

3.3. Integral Independiente del Camino J¢

Estudiaremos a seguir el problema de una ciscara cilindrica con una fisura en la
direccién circunferencial que se extiende en todo su espesor [20, 24). Admitiremos
que los bordes de la fisura estan libres de esfuerzos y que las cargas compatibles
con el modelo de ciscara que estamos presentando son aplicadas en el contorno
0Q, vease figura 7.
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Figura 7
Analizaremos el subdominio r de contorno dado por la unién de TUT, U
'y UT. prescntado en la figura 3. Substituyendo la parte exterior a Q por los
esfuerzos t,¢ y m transmitidos a Ja parte interior en el contorno I', determinaremos
la variacién total de la energia potencial almacenada en € cuando pasamos a una
nueva posicién §1i.. Es de hacer notar que la variacién del dominio indicado en la
figura 3 representa una translacién sobre la superficie media de la cascara.

Las cargas externas aplicadas en el contorno ', estan dadas por:
t = Tn; g=Q-n; m=Mnenzel
t=¢g=m=0 enzel, Ul ,UI_
Si el dominio Qr de la ciscara con fisura esta en equilibrio con las cargas

aplicadas em T, la variacidn total de # cuando QU pasa a 2}, esta dada por una
integral de linea sobre el contorno I':

bx = —ba {/ [6I - (Vu)TT - Vv @ Q - (V8)TM]n dI‘} ‘e
r

donde e; es el vector unitario contenido en el plano tangente y en la direccién de
la fisura.

Por razones similares al caso de placas en flexién el flujo del tensor momento
energia en la direccién de ¢, a lo largo de los bordes de la fisura I'y UT, UT_
resulta nulo. '

Recordando que en el caso de ciscaras el tensor momento energia esté dado

por:
=gl - (Vu)TT-Vuw ®Q - (V)™M

la expresién de 6 puede reescribirse como:

5
--‘;=(/r2°ndr‘)-cl=]°
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Lz relacién anterior muestra la extensién de la integral de Rice al caso de
ciscaras cilindricas [25, 26, 27]. Dicha integral coincide con el decrécimo de la
energia potencial almacenada en la céscara cuando la fisura aumenta y representa
a la vez la fuerza concentrada en la direccién de ¢, para un incremento virtual de
de la fisura.
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