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PROGRAMA DE ELEMENTOS FINITOS PARA PLACAS CURVAS

RAUL D. BERTERO, JORGE BIANCHI, ROBZRTO S. CARNICER,
ALFREDO E. VILLAGGI

Empresa Nuclear Argentina de Centrales Electricas S.A.
Avda. Leandro N. Alem 712 -(1001) Capital Federal.

RESUMEN

Se desarrolla un programa de elementos finitos para el cdlcu
Yo de placas curvas de forma cualquiera referidas a un sistema de
coordenadas planas, aproximando la superficie con elementos triangula
res planos. Se utiliza una formulacién con inclgnitas mixtas, siendo
éstas los desplazamientos de los nodos y los momentos flexores de los
lados. Las funciones de forma son lineales para los desplazamientos
y constantes para los momentos flexores de cada elemento.

E1 desarrollo de la formulacidén se basa en el teorema variacio-
nal mixto de Reissner y se utiliza la notacibn tensorial a los fines
de poder expresar las relaciones esfuerzos-deformaciones en las coor-
denadas oblicuas que se emplean para cada elemento.

1. INTRODUCCION

Durante el rdpido desarrollo del método de los Elementos Fi-
nitos en la década del '60, el intento de aplicar la formulacién con-
vencional de desplazamientos a problemas de placas tropezd con un
inconveniente: los requerimientos de continuidad exigidos por el te-
orema de la Minima Energfa Potencial Total ( o su equivalente el
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teorema de los Desplazamientos Virtuales).

Los elementos rectangulares o triangulares en los cuales se
definen como incbgnitas w, °x y 9, solamente en los vértices, resul-
tan no-conformes, ya que no es posible satisfacer los requerimientos
de continuidad de la derivada primera en los bordes entre elementos,[1],
(2.

Por otra parte los elementos compatibles obtenidos incremen-
tando el nimero de grados de libertad del elemento por el agregado de
nodos intermedios proporcionan aproximaciones tan mediocres que no jus-
tifican su utilizacidén [1].

El reconocimiento de que el método de los Elementos Finitos
consiste bisicamente en 1a minimizacién de un funcional abrid el cami-

‘no al desarrollo de otras formulaciones, los posteriormente 1lamados
modelos hibridos y mixtos.

En la formulacién con el minimo de la Energfa Potencial Total
Ta dnica variable es el campo de desplazamientos de! elemento.

Una fuente para formulaciones variacionales adicionales es con
siderar como variable el campo de tensiones en los bordes y el interior
del elemento o combinaciones de tensiones y desplazamientos [6],[7].

Por otra parte, si las varfables asumidas en la formulacién
no satisfacen los requerimientos de continuidad, se pueden introducir
variables adicionales en 1a forma de multiplicadores de Lagrange, para
minimizar las violaciones en las continuidades requeridas [5].

Los: teoremas variacionales utilizados en general (3] son:
el teorema de los Desplazamientos Virtuales, el teorema de las Tensio-
nes Virtuales y el teorema Variacional Mixto de Hellinger-Reissner.

E1 teorema de los Desplazamientos Virtuales se utiliza como
base para los modelos de Elementos Finitos que toman los desplazamien
tos como variables.

El teorema dual del anterior es el de las Tensiones Virtuales
( o su equivalente el teorema de la Mfnima Energfa Complementaria), en
el cual la variable es el campo de tensiones en lugar de) campo de
desplazamientos; su uso resulta en un modelo de Elementos Finitos de
equilibrio basado en las tensiones.

Un teorema mds general es el de Reissner [4], en el cual las
variables primarias son el campo de tensiones y el de desplazamientos.

La aplicacidn de éste teorema,que 1leva a un modelo mixto , resulta
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de una discretizacifn en Elementos Finitos cuyas variables son despla-
zamientos y tensiones nodales.

Las formulaciones hfbridas en cambio, se obtienen, si ademis
de un campo de variables de desplazamientos o tensiones, se introducen
otras variables adicionales (tensiones o desplazamientos), cuyos parés-
metros son eliminados a nive. del elemento antes del ensamblaje global.

En este trabajo se desarrolla un modelo con incégnitas mixtas
utilizando el teorema de Hellinger-Reissner, presentado en la manera
de la referencia (3] que juzgamos mis clara y &9il que en su forma cl1&
sica (8].

Para definir el tipo de elemento a utilizar se tuvieron en
cuenta las siguientes comsideraciones:

a) La aproximacidn de la superficie de la cdscara por elementos planos,
conduce a la utilizacidénde elementos triangulares.

b) Dado que la superficie se aproxima por elementos planos, no es con-
veniente la uti]izicién de pocos elementos con funciones de interpo-
lacion complejas, ya que la cdscara es mejor aproximada por gran can
tidad de elementos pequeios con funciones de interpolacién simples,
para 1a misma cantidad de inclgnitas.

c) Las funciones de interpolacién de desplazamientos deben ser polino
mios del mismo orden para los desplazamientos u y v en el plano del
elemento y w en la direccién normal.

Si elegimos el elemento mis simple posible, (el trifngulo de defor
macibn constante para el plano), los desplazamientos w lineales con
ducen a la necesidad de optar por una formulacibn mixta a los fines
de tener elementos que no violen requisitos de continuidad.

Siguiendo los desarrollos de Herrmann de las referencias 9],
[10] y [11], pero utilizando un sistema de referencia en coordenadas
pianas fueron obtenidas aproximaciones muy buenas que se resumen en
las conclusiones de éste trabajo.
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2. SISTEMA DE COORDENADAS PLANAS

Dado un sistema de coordenadas x! y x? definido sobre una superfi-
cie S, cuya coordenada x3 coincide con la normal a la superficie n,
el sistema de coordenadas planas ( x!, x2) es aquel que se obtiene
de proyectar x! y x? sobre un plano 7 , con x3 coincidente con 1a
normal al plano 7 :n.

A un punto cualquiera P de la superficie S de coordenadas x! y x2 .
le corresponde en el sistema de coordenadas sobre el plano, un pun
to P de las mismas coordenadas xl y}_z. Siendo & (x1,x2) 1a fum-
cién que define la distancia entre los puntos Py P, y " y Z,L los
vectores posicién,respecto del origen de coordenadas planas 9, de
los puntos P y_?; 1a ecuacién que relaciona a ambos vectores es:

E=k+50 %02 @.1)

De donde surgen las ecuaciones de transformacién de coordenadas si
guientes:

x!

tx~
]

b 4
2,(x!, x2)

(2.2)

v

Ix 1x
[




Para el presente trabajo se adopta como sistema de coordenadas lo
cales al sistema de coordenadas sobre la ciscara G,;, 8z y R , y
como sistema de coordenadas globales al de coordenadas planasa €,
Gex& yhs= e .

3. TIPO DE ELEMENTO, INCOGNITAS Y RINCIONES DE FORMA ELEGIDAS

La superficie genmeral de la céscara en estudio, es aproximada me-
diante un conjunto de elementos triangulares planos.

X

Las incégnitas serin los momentos flexores en los lados del tri4n
gulo y los desplazamientos de sus vértices, que expresados en coor-

denadas locales corresponden al vector{H..}y al vector{,u},respecti
vamente.
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Mnflogamente a {u]se define {4 ] en coordenadas globales

;;?
‘5:4"
{u} =1 4]

s,

B

%)

C:mﬁmcim:esdeﬁorn,seadopmﬁmcilin_ealesbxly
x2 para las componentes del vector desplazamiento {4f ,

' ! g 2

u' = O'QO,.X Q. X

utm by byxly by Xt

w = Ct¢ Q.x’fc’.x’
lientnsqaelascoq:mmttesdelvector{ﬁ.}smcmstmsaloh_r_

go de los lados. Como consecuencia las componentes del tensor de

momentos flexores M“® son constantes en el interior del elemento,
M cra. M« cte. y M2a e,

”'
{M] = {m=
HR

. PLANTBO DE LAS ECUACIONES DE LA ENERGIA DE DEFORMACION EN TERMINOS

DE LAS SOLICITACIONES Y DESPLAZAMIENTOS INCOGNITAS (Ma , & )

Para ello previamente discriminaremos entre las energias de defor
macién asociadas a las solicitaciones membranales, y a las solicita
ciones de flexién. la energfa de deformacién membranal estf com-
puesta por las componentes del tensor de solicitaciones membranales
NP y las del tensor de deformaciones membranales asociado Y.:’ .

L/ -
_‘l_;/N’-‘.r".o’A , HA=dow
/




La energia de deformacién flexional depende de las componentes
del vector {Hn] (momentos flexores en cada lado) y de los giros de

los lado’s}‘:, asociados, del elemento.
. § = gt ol bk

24 G My ¥y o/ alaments

J.

3
u"!".'/”"'xr‘?“ ‘?’Z LM 5 “.2)
aef

4.1.-PARTE MEMBRANAL
A partir de las funciones de forma de los desplazamientos Ly :

u, = 9, +9 .x'+ o . x* .
@, = 4 + b x4 A,.x’
que expresada matricialmente es: \
QW
¢ x' x2 0 0 0 e
“ = el Z" 4.4)
&, o o o0 { x! x o
b

/
se obtienen las componentes del tensor de deformaciones membranales

Y: X

x =- U, = a,

o (11 x

X = - 22 (4.5)

22 2 &, . 2,
2.17,-“1,2*“:.1'61*'?

expresados en témminos de los coeficientes de las funciones de for-

ma, de manera que:

qQ, 0 0 0 o o
9

{¥} = (C]- 2: , C =|lo 0o 0o 0 o ¢ w9
Py 6 o f o f o
b,

Definiendo como vector {4, ] a las componentes 4y del vector de des
plazamientos nodales, y aplicando las ecuaciones en cada nodo, la
relacién entre coeficientes y desplazamientos de los nodos de cada
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elemento es:

o P
=[] 2 - (e} )
&, Pt

el vector {Y} se puede expresar como,

{3} = [c].[]. {u]

y 1lamando [P] a la matriz que permite obtener los desplazamientos

de los nodos de coordenadas globales en locales, (ver Apéndice I):

ul = [D].{u] '

(4

o

o1 |
{¥}=[c].[B)L0).{&] u.0) |
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La relacién entre tensiones y deformaciones para un material isé-

tropo elistico lineal es:

(™) Y.a" a%s (1-9).6")"

h yoe) &
N} ::-.v‘ (e™)

o

(-}

a%. o

Q

(4.10)

4

L

") (qa)'f (1-P) gnom| 2%,
2 - 2




donde E es el médulo de elasticidad, Y el coeficiente de Poisson,
h el espesor de cada elemento y a%a#,a’ ya’f las componentes
del tensor métrico contravariante para el sistema de coordenadas

sobre la céscara. De manera que la expresién de 1a energia de de-
formacién de la parte membranal es, siendo A = 4rea del elemento:

L [W’. ¥, A = 7'./ ([ {N}.dA = ‘-‘/'(r}'.[sl.m.AA * @11

-4 fuYa (o7 (87 (T ELIC1IBL00]. [ £ {u K {8}

L3
ya quefi} y[€] son constantes en el elemento.

4.2.-PARTE FLEXIONAL
La funcién de forma del desplazamiento w normal al elemento es,
wag #6.xpe.xt (4.12)

Siendo ?.Q =-W ¢ las componentes del vector rotacién, el giro del
elemento en la direccién del lado cuya normal saliemte es’ vy , eS:

-

»

4.1 Kﬁ
p = %_9’2 -we. V"

Las componentes de ¥ en cada lado Wa.¥b ,Yhc se pueden expre-
sar a partir de las funciones de forma, siendo V: ,V:, VS 1as com-
ponentes de los vectores Ya, ;5 ,9,_ normales a los lados a , b ,
< Trespectivamente.

‘VM C° 0 9’1 90!
(%)= %) =-81dqt » [Bl=|o Y %
Ync < 0 %l %2

Teniendo presente la funcién de forma, la relacibn entre coefi-
cientes y desplazamientos w de los nodos de cada elemento es:

ot =fAY . {w; (4.15)

(4.14)
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de manera que el vector [ﬁ}, se expresa como

{Ya]=-[BRIAT (W] w0
y pasando de coordenadas locales a globales, mediante la matriz de
transformacién [D] , (ver Apéndice 1)
fi] = - [B1.0AT[5) 4w} “.1n
95 °© 0.0 0 o
[6]- f_'-i— o o © -g,l -%' {f o o 0 (4.18)
0 06 0o o o o -g,-&,{

De manera que la expresiém de la energfa de deformaci6n de la
parte flexional es,

. s l‘ o0
5] 4ty =] [g &1]-&0 -
== - {MJ-[e)(B)IAT D) {u) =7 MY [R){e) was

[R]
Por lo tanto la energfa total:

UM 2) =4 (ol (K){e] + £ (MR (8] wam

S. PLANTEO DE LAS ECUACIONES DE LA ENERGIA DE DEFORMACION COMPLEMEN-
TARIA EN TERMINOS DE LAS:SOLICITACIONES INCOGNITAS Mn .

También aqui discriminaremos la energia complementaria asociada
a las solicitaciones membranales,

U (NP =;‘.f~'/v’°. -t =t (NI NDA 6
A

de la energfs complementaria asociada a las solicitaciones de
filexiém,
v {
Um, --—.‘/M".x .o (5.2)
A b

donde Y¢g son 1as curvaturas en el clemento. Estas pueden ser ex-
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presadas en funcibn de las solicitaciones de flexibn M*®, a par-
tir de las relaciones entre tensiones y deformaciones, como,

x, M*
%y t =[5]. {MT (5.3)
siendo 2 x. m"
@)  -Papant®N(@)  29,.0.
[S]=—E%- -Y.Q,A,,f(lfﬂ@-)‘ @' 2G.O . (5.4)
2a,.6, 2a,,.9, 2{(1+1)8, 2, +(1-¥X3s)

Siendo constantes en el elemento las componentes de {M] y de[3]
también lo som las de la {X} , por lo tanto reemplazando en la e-
cuacibn (5.2) e integrando:

U (i) = A Y () = (DL e

Las relaciones entre los momentos flexores en los lados y las
componentes del tensor de flexién en el elemento, son:

M,, - Mn96 ))",)o (5.6)

donde ¥, , son las componentes covariantes del vector normal
al lado considerado. En este caso particular, tenems[)'/;},{ y ‘} y
{)’ ‘J, vectores normales a los lados ¢, 4 y < .

=1
a
€ TN,

entonces 2 52

M, M" L) () a2l *
Myt=Ivl. (M=) |, V1= |GW) _(V.L)' 2.V s (5.7
M M Ok () 2% %

M} = (VI (M) (5.8)

Expresando la energia complementaria flexional en funcibn de las
incégnitas, es decir los momentos flexores en los lados, mediante
las ecuaciones (5.5/5.8) , es:
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[] r A Wi
° M) - _,.:[ H® %y dh = (i) = 40" L3040

*U (M,)= %.{ M.]'A(kv]“)'. (8.0 {M,}
. ]

U (M) .% RERISCIRUR]
y la energia complementaria total,

U (M,) ,.;1. {NT (1IN +-;—-{M'- (M. {M} .9

6. APLICACION DEL TEOREMA VARIACIONAL MIXTO O PRINCIPIO DE REISSNER

El teorema establece el cumplimiento de las siguientes igualda-
des,
S UCa M) =W (P 2) 6.1)

“« ~ ~

& U(e, M) = S U (M) (6-2)

Si expresamos las energfas y los trabajos en forma matricial, de
acuerdo a las ecuaciones obtenidas anteriormente(4.20/5.9)se tiene:

ENERGIA DE DEFORMACION EN TERMINOS DE fMyJy [«

Ule M=+ (o] (K1{g) + 4 (T (RD- {4} Wz
ENERGIA DE DEFORMACION CCMPLEMENTARIA EN TERMINGS DE{M,]

u_,'(»;,) = A (N (e (M 4L qm T (4].{M} 15.91
TRABAJO DE LAS RUERZAS EXTERIORES EN TERMINOS DE |P] Y juf :

W (P, u) c—;-. (P fu} (6.3)
ENERGIA DE DEFORMACION COMPLEMENTARIA EN TERMINOS DE{M] {af :

U , M) = U(u M) (6.4)

cuyas variaciones resultan
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& Uk, M) =8 () (k1 {g] + & (oV- (RT (M} (.5
4 W(P.u) =3 {u].[P] -6

§ U (M) =& [MI.IHL{M] ©7
& U (u.M)= & (MT.[R].(2} @
De acuerdo al Teorema de Reissner,
[KI{x} +[RT.{M.} = {P] 6.9)
(R].{u} - (M1 {n.) = {0} (6.10)

se obtiene un sistema de ecuaciones para cada elemento, expresado
en coordenadas  globales,

(k) [RI {u} ﬁﬂ
. - (6.11)
(R] (W) | )(Md poz

Ensamblando finalmente para todos los elementos se obtiene el
sistema de ecuaciones final, cuya resolucién proporciona:

a) desplazamientos iy, &1 Y W de todos los nodos segiin coordena-
das globales,y

b) momentos flexores Mnm segiin los lados de los elementos.

7. CALCULO DE LAS SOLICITACIONES

7.1.-SOLICTITACIONES MEMBRANALES
De las ecuaciones (4.9 ) y (4.10), resultan las componentes ten
soriales de las solicitaciones membranales, a partir de las incég

nitas. .
{N} =[] [c).[e}[P]- {8} oun
Para obtener las componentes f{sicas (que indicaremos con (A) ),
se recurre a la siguiente expresién:
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se recurre a la siguiente expresién:

NaP - N"P ’:t.é_ (,"r o) 7.2)

a

a NY. F_z.
N' Ay
N} = o N".ﬁ" a.»
k" e

N“
7.2.-SOLICITACIONES DE FLEXION ‘

de manera tal que:

De la ecuacifm (5.8) resultan las compomentes tensoriales de las
solicitaciones de flexiém a partir de las incégnitas.

.‘
(M} = [v] .{M,,} 7.4
Para obtener las componentes fisicas se recurre a la siguiente
expresién: Aa
M? = MP . [Cpp (o, p /) 05

a‘
r
de manera tal que: Ay . M« 2«_
M Y Qn
f=)= @, {ne. =)o
ﬁ" 4
Hﬂ

7.3.-SOLICITACIONES EN UN PUNTO CUALQUIERA

De las fmcmﬁs de forma utilizadas en el desarrollo se obtienen
solicitaciones H constantes en el elemento, que son las a-

proximaciones de las solicitaciones, em el centro de gravedad del

elemento triangular, obtenidas mediante elementos finitos Para

obtener las solicitaciones en un punto cualquiera P[xl,x2,%(xl,x2)]
se ajustan las funciones solicitaciém con polinomios de segumdo gra
do por el método de los cuadrados mfnimos.




8. IMPLEMENTACION

Los pasos de implementaciém del programe son similares a los de
los programas de E.F. con incSgnitas geométricas, con la excepcién
de 1a necesidad de 1la identificacién de los lados, puesto que los
momentos flexores en los mismos son incdgnitas del problema.

Los pasos seguidos son:

1. -Entrada de Datos

1.1) Informacién Geométrica

1.2) Condiciones de Borde

1.3) Propiedades fisicas de los elementos

1.4) Acciones

2. -Proceso de Cilculo

2.1) Ensamble de la matriz de coeficientes

2.2) Obtencién de las incégnitas mediante la resolucidn del sis-
tema de ecuaciones

2.3) Cllculo de las componentes fisicas de los tensores de soli-
citaciones membranales y de flexifn

2.4) Clculo de las solicitaciones en un punto cualquiera

9. EJBWPLOS
9.1.-VIGA DE GRAN ALTURA
Dada una viga de gran altura, de iguales dimensiones en alto y

largo, solicitada por una carga uniforme en su borde superior (
fig. 1 )ise procedid al célculo de sus solicitaciones y despla
zamientos (fig. 2 ), mediante este programa. Se comparb la so
licitacién N, en el centro de la viga y a lo largo de su altura
con la solucién tedrica obtemida mediante series (fig. 3 ).

9.2.-PLACA PLANA PEMPOTRADA

Dada una placa plana cuadrada empotrada en todos sus bordes, so
licitada por una carga uniformemente distribuida (fig. 4 ), se
procedié al cilculo de sus solicitaciones y desplazamientos (fig.

5 ) mediante este programa.

Se compararon los desplazamientos W , y las solicitaciones My
y My a lo largo del eje de simetrfa con la solucién tebrica obte
nida mediante series dobles de Fourier (fig. 6 ).
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LIOWLO Bt 2: LOSA CIMDRADA EMPOTRAA EM TODCS SUS BORDES
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COrPARCION N PLACA TURORACA-EXPTTRADR PATT CARGA SCFURE
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3.-CASCARA CILINDRICA ABIERTA

Se procedié al cilculo de solicitaciones y desplaza-
mientos (fig. 7 ) de uma céscara cilindrica abierta so-
licitada por su peso propio mis el peso de un recubrimien
to. Se compararon Ny y Mz en el centro de la céscara a
lo largo del arco con la solucién aproximada (fig.

8 ).

CONCLUSIONES

La eleccién del sistema de coordenadas plano, cartesia-
no ortogonal, facilita la entrada de datos. Con un pro-
grama de generacifén automitica de mallas en el plano, por
ejemplo el "REDEF", y conociendo la funcién de la superfi
cie, ripidamente se establecen las coordenadas de los no
dos y sus conectividades.

Las funciones de forma adopatadas (lineales para los
desplazamientos, y constantes para los momentos flexores),
permiten obtener en el planteo de la energia, ecuaciones
independientes de las coordenadas xl, xZ, dentro de cada
elemento, no siendo necesario una integracién mumérica.

Como consecuencia de haber elegido entre las incégnitas
a los momentos flexores en los lados, se obtiene una me-
jor aproximacién de las flexiones, frente a los resulta-
dos que se hubieran obtenido en un programa de similares
caracteristicas, con s6lo incégnitas geométricas.

La eleccién de las inclgnitas, desplazamientos de los
nodos, momentos flexores en los lados, permite expresar
con sencillez las condiciones de borde del problema.

La formulacién mixta de las incégnitas, facilita la
combinacién de elementos bidimensionales con elementos
lineales, (por ejemplo paraboloide hiperbélico con viga
de borde, céscara cilindrica abierta con vigas de bor-
de,etc.), desarrollo que actualmente se halla en etapa
de immlementacién.
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EJEMPLO N2 3: CASCARA CILINDRICA ASIERTA

DATOS
T
1 12.856 m 1

CORTE TRANSVERSAL

+

MODULO DE ELASTICIDAD €= 20000 1%
ESPESOR he 0.10 m_

" | COEFICIENTE DE POISSON Y= 0

“>r<  MALLA ADOPTADA

q= 2.6 —

[

10.00 m 1

2000

VISTA EN PLANTA

DEFORMADA DE LA MALLA ADOPTADA

Figura 7
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APENDICE 1

RELACIONES ENTRE LAS OOMPONENTES GLOBALES Y LOCALES DE LAS INCOG-
NITAS

-Incégnitas Cinemiticas: Desplazamientos ‘de los nodos
Siendo el vector desplazamiento en coordenadas globales:

&.-,g.,‘.e

™
+ ! e
y su expresién en coordenadas locales:
a= u,.Q% 3 w.n

las ecuaciones que resultan para vincular a las componentes del
vector AL eritre ambos sistemas son:

Uy = e + B W
1
= (& & +w)
? —— -—
con ,/O - fq'.Q:'-(Q,‘) y O“‘P = Q“.aﬁ
Donde a es el determinante de la matriz del tensor métrico yds
son sus componentes a partir de los vectores base covariantes.

-Incégnitas Estdticas: Momentos flexores en los lados
Siendo éstos magnitudes escalares, son invariantes frente a trans
formaciones de coordenadas.




