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A teoria de estabilidade a ua capitulo da fisiea matematica de

enorms relevancia no estudo de sistemas estruturais sub_tides a ac;oes ex-

ternas. 0 enfoque coDhecide eo.o _toda de Euler (1744). deseavolvido a

partir dos estudos do matemitieo aleMo sobre a flamilage. de barras retas,

tea importantes lillitac;o ••• iDclU8ive no caso de i1lStabilidade produzida

par car gas estaticas. Ele COIlstitui. paralll. a se_nte das teoria. de esta-

bilidade propostas a seauir. Adquirea especial significac;ao as COIltribu!,

c;oes de Lyapunov (1892) sobre.a estabilidade do .ovi_ato •• geral. Quase

ua saculo mais tarde, apesar do progresso realizado, nao .xiste aiada _

teoria geral de instabilidade dinimica de sistemas estruturais suficieate-

mente eonsolidada. que possa servir de marco de referencia para 0 deseavol-

vimento de metodos de analise e de criterios de estabilidada aplicaveis aa

EngeDbaria pratica. ElIIconseqUincia, as facilidades dispourveis na area

coSlputacional visando a a~lise de sistemas estruturais, tanto no referente

a ~ COlllDa 4on.tl.u:Ut.e., nio sac integralmente aproveitadas devida a
deficiencia _neionada. lsto a particularmente carto ea relac;ao • represe!!.

tac;Oes discretas da estrutura. ou seia, _diaDte elementos fiaitos. 'eo. 0

obietivo de contribuir • consolidac;ao da teoria de estabilidade. no presen-

te trabalho sao entao apre.entados os fundamentos da teoria de sistemas

autonolDOsdiscretos. PosteriorDll!Qte sac definidos a failU! de apli cabi lida-

de Gas equac;Oes linearizaGas de lIIOVi._nto e os casas e. que UIIIafonmlac;ac

nao-linear e necessaria. Sac esque_ticamente iadicados. examplos de apliC!.

c;ao dos diferentes enfoques, sendo elll geral omitidas. par raziies de espac;o,

as delllDnstrac;oes mateuticas e o. detalhe. computacionais. Dave-.e salie_

tar. finalmante. que parte deste trabalho e baseada na ref. (17).



CoDsidere-se am si.tema cuja configura~ao deformada seja comple-

t_nte definida por n coordenadas lli (t), (i -1,2, .•• ,n), que cODstituem

consequentemente um conjUllto de eDOltdvtada.l. 9VlVttLl.izad44. Sob condi~Oe•

.uito aerais, a energia cinetica pode ser escrita na fo~l:

na qual T
l

e T2 sac fun~Oes hOlllDaene~ linear e quadratica, respectiYa-

_n te, du ve1.ou..da.du 9t.1lf.JUJLi.za.da4lli (t) - deliIdt , (i - 1,2, ••• ,n) :

n
T1 - t a. qi (2.Z)

i-I 1

_1 n D

TZ t t Ill.. lli Clj (Z.3)
2 i-I j-l 1.J

Os coefidentes ai' lIlij e To' pede- ser fun~oes cias coordenadas qi:(t)

e do telllpO t. 0 tet'llKl To aparece CQlllOUIII4eueraia potencial ficdda,

dando lusar as 6o~ c.en.tIl.<:oUBa.6, enquanto 0 tet1Z Tl produz for~as do

tipo de CoJl.i.oLi..4.

ForlllalllWIIaclasse importana de for~as aquelas que podem ser de-

dYadas de uma energill potencial V, que depeade unicamcnte dlls coordena-

das geDeralizadas, isto e, V - V(~). As for~as restitutiYas elasticas e

as forc;as gravitacionais pertencea. a es.a classe. Tambemsao de grande

interesse as for~as de amortecimeato - usual_nte conhecido como amorteci-

mento de lIewton - deriYaveis da fUll~ao de clissip~ao de Raleigh:

As for~as atuaates 11&0 incl.udas em qualquer UIlIdos grupos indic:ados lId_,

serio denotadas por Qi' lias situa~Oes _is simples, as for~as gener&liza-

das Qi dependem unicamente do tempo t. __ podelll tambem ser fUD~ao dos

deslocamentos, velocidades, OIl cia historia ,do DIOY~mento,atraves de UDIfun-

cionai.



as equa~oes de .avimento podem ser Obtidas a partir das equa~oes de La&ran-
Ie:

£a geral, as equa~oes (2.6) eonstituem um sistema de n equa~Oes diferen-
eiais nao lineares de segunda ordem. para 0 qual nao existea solu~oes ge-
rais, excepto quando podem ser linearizadas.

A 40~.io das equa~Oes (2.6) impliea no. conhecimento das n
coordenadas generalizadas qi(t), (n·l.2 •••••n). Essa solu~io poderia
ser representada geometric3mente num esp~o euclidiano a-dimensional.
constituido pelos eixos qi' denominado upa~o da.COIl6.igWl4';.io. Qualquer

- +-eonfigura~ao deformada q esta representada por um ponto nesse espa~o.
Por outro lado. qualquer processo din4mlco e representado pela ~jetC~
no espa;o da configura~io, descrita pelo extrema do vetor q(t). Evidente-
mente. a estado do sistema nao pode ser definido univocamente pela configu-
ra;io deformada q. pois e neeessario conhecer tambelllcl_tor de 'we locida-
des generalizadas t. Resulta util, entao, a introdu;ao do veto~ de utA-
do:

H-}
o qual eonsiste num vetor 2n-dimensional. cujas D-primeiras coaponentes
sao coordenadas generalizadas, e cujas ultimas n-compoaentes sao as cor-
respondentes velocidades lenerali~adas. 0 espa~o euclidiano 2D-dimensio-
nal com eixos eoordenadoi q. e q., (i-l.2 •••••D). denomina-se Upa.;o

1 1
de. u.ta.dO. 0 u.ta.do do sistema elDqualquer instante
tado por um ponto no espa;o de estado. correspondendo
q(t) das equa~oes (2.6), uma ~jetO~ no mesma.

Uma solu~io da forma yet) • constante. coa q(t) • q
o

t(t) .0, corresponde no esp~o de estado. a ID pontD IlL UlcUL<.blLio. Ob-
serve-se que nesae caso tambelDas acelerac;Oes sio nul... Se q ,.0, 0

a
ponto de equilibrio e n~o trivial. Resulta entio evidente que a origem do
espa~o de estado e um ponto de equilibria trivial~

Uma representa;ao geometrica equivalente pode
espa~o euclidiano 2n-dimensional definido pelo. ei&O.
Pi • at/Cleli' denominado u~o de. '1Ue.. Observa-ae que

de te.-po e represen-
a qualquer .olu~iio

ser con.eguida no
<Ii • '1" len40
nua •i.tema ~



m3Ssas discretas pontoais, as componentes to e tl da energia cinAtie& 5&0

l1ulu« a ..• O sa i"i fta equa~ao (2.3). Sob essas condi~Oes, as repre-lJ
senta~Oes nos esP&lios de estado « de fase sao identicas, exceto por ilia fa-
tor de a.cala n05 ai_ das valociclade., ji q\lS Pi ··i \i'

I evidente, do exame das eq\l&~Oes (2.6), que uaa .olu~io constan-
te q(t) • qo' a qual implica que 0 vetor de e.tado yet) t~e. deve.. ..ser canstante, so e possivel sa Q(t) • Qo' De acordo ca. 0 inclicado na
sec;ao 2, a cada solu~ao constanta y corresponde ilia ponto de equiHbrioo
no espa~o de fase. 0 estudo de vibra~;;es de pequena amplitude ao reclor de
pontos de equilibrio, pode ser efet\l&da sea perd. de generalidade coa refe-
renda i sol~io trivial Y· O. eo. efeito, se ; define ilia ponto de

. 0

equilibrio, a simples transfo~ao de coordenadas:

.. .. ..
q(t) • q *(t) - qo

permite tr~sladar 0 ponto de equilibrio a origem do espa~o de fase.
Agora, a hipotese de vibra~Oes de pequena amplitude ao redor

de pontos de equilibrio implica Da lilleariza~ao das equa~;;es de lIIOviaento,
o que equivale a reten~ao de somente termo. lineares e q\l&dratico. aas de-
vi~Oes das coordeaaclas • veloelclades g&aeralizadas de equilibrio. Em c~
seqUencia, os coeficieates m .. aa equa~io (2.3) devem ser coastantes elJ
.imitricos, pois

seado ueualmeate coabecidos ca.o coeficientes de •••• a ou de iaercia. Por
outro lado, os coeficieate. Aj aa expre ••io de tl (equa~io (2.2», so
podea neste caso ser fun~Oes lineares das coordenadu generalizada.:

oade aij sao constant.s. latrocluainclo(3.3) aa eq\l&~io (2.2). resulta
a .api.ate espresaao d. ,} :



+
Observe-sa tambelll que as co~oneDtes de \IlU solW;_ CODStmte qo devea

satisfazer as equa~Oes:

representa uma energia potencial modificada coahecida COIllO·po~~eialdi-
IUimLCO". Se U for expandido nmaa serie de Taylor ao redor da origell.

ter-se-ia:

n 3U
U(qi' 1l2·· •• ·~) - U + t -q.

0 i-l 3qi 1

1 n n 32 U+ - t t IIi qj
2 i-l j-l 3Cl

i 3q.
J

onde Uo e constante e as derivadas parc1au sao avaUadas elll qi -0.

Considerando'que Uo nao telll influeDcia alguma nas equa~oes de IIIOvimento.

e que 0 segunclo termo do segunclo membro e zero. elll virtude de (3.5), resul-

ta que:

denoainan-se c.oe.6.iei.e.n.tu de. Jtig.i.dt.z. Quando es tea res'll t&lll da eDergia

potencial elastica, au energia de deforma~ao intema, denominam-se coefi-

cientes de rigidea elastica. Tambelllpodem existir eoe.6~eill.Kte4 de. 4igidcz
9tDM~C4, associados a for~as centrifugas 0'1 gravitacionais.

lntroduzindo as eq~oes (2.3), (3.4) e (3.8) oas eq~oes de

Lagrange, Obtelll-se finalmente, para siatemas lineariaados:



saa coahecidos COlIC c.o~6-i-e.i.vI.tu g.iJr.c4cDpU:04. Outra class. illlportante

de for •••• , que dependelll unicamente das coordenadas ceneralizadas mas na~

sao derivaveis da e_rlia potencial V, sao as chamadas '~c.iAc.ulo.-
tD~ Rij qj' sendo os coeficientes bij antimetricos:

Apresenta-se ess. tipo de for ••a ea certo. sistemas _cinicos. No cuo li-

near geral. antaa, as' equaljo.s de _i_to t __ a forma:

nu quai. ft. C e I sao matrizes simetricas COllIcoefidentes lIIij• cij
a ltij• respectiv ••• nte. G e II s__ trizes antu.etricas COllIcoeficien-

tea c •. e b... denominadas matrizes g.Uw4cDp4.CIL e ~Jr.iJ:L. respec-
lJ lJ

tivamente. till sistemas estruturais COllIpontos nodais (apoios) fizoa. ea-

taa duas ultimas saa usua~nte nulas.

A matriz de uasa JIl e ..-pre positiva de£inida. As carac-

terrstica. etas outras utrizes na equ&\jao (3.9) condicion_ a u..tab.U.<.da.-
dL do si~tema linearizado, canceito que seri disc~tido poateriormente.

As equa••o.s de Lagrange (2.6). que COIlStituem Ulllsistema de

n-equa ••Oes diferenciai. de segunda ordelll. podea ser substituidas por um

sistema equivalente de 2n equa'iOes diferenciais de primeira ordelll nas

variaveis de estado Yi (t). Sa as for/iu Qi dependem unic:amente do

telllpo. entaa as equ&/ioes resultantes t~ a fOJ:aa:



..ODde g(t) representa 0 wtor de urgas extemas. Quando 0 tempo apareca
explicitamente nas equa~Oes (3.11). 0 sistema e denom1aado N4D-autOnoeo.
Serio considerados nos capitulos seguintes sistemas autonomos. isto e,
caracterizados por equa~oes da forma:

Para que, dado um conjuuto de condi~Oes iniciais, a solu~io da
equa~ao (3.12) seja URica, as fun~Oes fi devem satisfazer as condi~oes
de Lipschitz. Uma condi~ao de Lipschitz no dominio D requer que

2u
1: [yo -j.]

. 1 1 1
1- (3.13)

.•.
para qualquer j. e y DO dominio de D, e a1eu- .alor da constante de Lips-
chitz A. Se todas as equa~oes satisfaze. ena condi~io, a solu~ao de
(3.12) e Uuica. A'seluir sera adotads t.-bem a norma euclidiana

No caso de problemas au.tOIlOtllO~ UneAJLizadoi>, a equa~ao (3.11) pode ser
escrits na forma:

f .~~1.(.~.~.~' ••• j .. : .~~1

. (~ .~~ ,]l I : 0

« uma matrlz real nao simetrica de dimensoes 2n x 2n. com coeficient.s
constantes, isto e, que nao dependem de tempo. Os coeficientes das matrizes
que constituem A, de acordo com eq.(3.16), pode. depender de parametros fi-
sicos que condicionam'a estabilidade do sistema, segundo se ilustra na Se~ao
8. "sulta clarO. porem, que esses parametros tambem devem ser invariantes
co. 0 tempo.



Seri discutido a continu~io 0 problema da estabilidade do .avi-

.ento ao redor de pont os de equilibrio. Keste contexto, os metodos de Lya-

punov adquirea fundamental importancia. 0 primeiro metodo e bem mais res-

trito, ji que presume 0 conhecimento do movimento perturbado, enquanto que

o se'Wldo nao exile 0 conhecimento do movimento do sistema, e tem-se torna-

do uma poderosa ferramenta para a solu;ao de problemas de estabilidade.

ADcODtrario dos metodos clasieos de malise de estabilidade,

DOS quais 0 compore_nto do sistellla na~ linear na vizinhanc;a do estado

de equilibrio e aproximado pelo comportamento de u. sistema linear associa-

do (eq. 39), 0 _todo de Lyapunov nio e restrito a uma vizinhanc;a infini-

tesimal do estado de equilibria. CondiC;Oesde estabilidade pode. ser •• -

s.guradas direta.ente das .q~Oes difereneiais, com a eonstruc;io de uma

func;ao de Lyap•• ov,. s_ CODbecilllentoda soluc;ao do sist_.

A principal limit~ao do metoda direto i a falta de u. procedi-

_nto aeral para a constru;io das f_C;Oes de LyapWlov, e a falta de uniei-

dade clestas. A existencia de uma funC;ao de LyapUDOVrepresenta uma condi-

~ao sufieiente, mas nao necessaria de .stabilidade.

Serio introduzidas a

lIiliclade ao redor da orilem no esp~o
•perturb~ao Yo aplieada no instante

seluir, as definic;Oes funda~ntais de esta-
•de .stado y -0. Considere-se uma

O •• - - 2t -. As def1n1c;oes sac

DE'DlI~io I - 0 estadel trivial de equilibrio ; -0 e eatavel, no sentido

de Lyapunav, s. para algom & >0 existe um 6(&) > 0, tal

que, se 17(0) 1\ <6, 1\ y(t)1I < E para todo t ~O.

DEFINI~AO 2 - 0 estado de equilibria ; -0 e assintotieamente estavel no

sentido de Lyapunav, se ele i estavel, e se lim 1\yet) II- 0
t-

JlEFDllcAo 3 - 0 utado de aquilibrio ; -0 e iostavel se existe ilia E >0

tal que, para Ia 6 >0 arbitrariSlBente pequeno, existe u.

aK»vimento y(t) para 0 qual 11y(O) II <4 • II yet) II > £; ell

alau- tempo t -to'

A definic;ao implica que 0 movimento seri confinado ao dominio

II 111< E, .a • perturb~io i.icial for limiteda ao dominio II y (0) II < 6. A

"pUa i UIII& defilli~io •• is forU d. IItabilidade, e indica qua 0 sistema
tende • voltar a posis*' trivial, se a perturb~io for limtada a Ia certo



Uma 6~ de. L!f4PlUlOv '(q, 4) do. duloc_ntos e ve1oe1dac!es
generalizadas ou, alterantiv_nte a funC;;aode ·Lyapunov '(y) das c:a.po-

nente. do vetor de estado, e positiva definida se ,(q, 4):0 ou ,G) >0
•.•. + ++ •. 0

para todo (~, q) ; (O,O) OIl y; 0, e F(~, q) - 0 OIl ,o{y) - 0 se
(q, 4) - (0,0) au ; -0. A funC;;aode Lyapunov e dita positiva semi-defi-
dda quando F6i, 4) ~ 0 ou 'o(Y):: 0 para todo (q, t) OIl y. Has defi-
nic;;oesde func;;oe~negativas e negativas seai-negativas, e alterado 0 senti-
do das desigualdades indicadas aci•••

As func;;Oesde Lyapunov s80 os elementos basicos na determin~ao
da estabilidade de pontos de equilibrio, atrave~ dos teoremas de Lyapunoy2.3;

tEOREMA I - se e:dste
de estado
-definida,

uma funC;;aopositiva. (negativa) defiaida das variaveis
, (y), enquanto F (y) e Degativa (positiva) semi-
00+

entao 0 estado de e~uilibrio y -0 e estavel.

tEOREHA 2 - Se existe uma func;;aopositiva (negativa)
de estado, sendo simultaneamente , (y)

o
definida, eatao 0 .staclo de e~uilibrio
mente estivel.

definida das variaveis
negativa (positiva)
+
y -0 e assintoti~

'l'E0IlEHA3 - Se existe uma funC;;ao F <y)
+ 0
Yo arbitrariamente pequeno,
entao 0 estado de equilibrio

tal que
e F (;)
+ a
y -0 e

+"o(Yo) >0 para algum
e positiva definida,

instivel.

Os criterios de Lyapunov garantem a estabilidade de \IJIl IDOvimento
quando este fica limitado a um certo dominio. E. certos casas, a escolha
do para-tro £ ~ue define 0 tamanho da reiiao de estabilidade • d. funda-
mental importancia, 0 ~ue sera discutido em relac;;ao80S exemplo. da s.C;;8o
10.

Observe-se ~ue, em sistemas estruturais, a pre.enc;;ade nie-lin.a-
ridade fisiea impliea na nio-estaeionaridade dos pontos de equilibria, 0

qual impoe serias r.stric;;oes80S metodos de Lyapuaov.



A estabilidade do .quililtrio relativo a parturba~oes finitu •

lovemada palo comport_nto n40 linear de •• trutura na viziDhan~a cIo •• t!.

do Oe equilibrio. CaIUIidere-•• 0 .i.te ••• des equa~Oes:

't +
'1 • '2

12• £(11) - c 12

1 e UlIIvetor de fo~a generali_ado e C uiIIa matriz de coeficientes de

lIlIOrteci_nto. seri adotada a euergia do .istema no estado (q, t),
. qu_do C -0, COlllO_ f_ ••4o de LyapUDOV:

q. 1 1T +f 1 f.(~) d~ + - q IIo 1 2

onde fi clenota a i-esi_ cOlIpOnente do _tor Oe for •••• elasticas •

• idere-s. agora 0 seguinte clllljUllto contendo a origem:

{+~I +t~ - (q, q) F(q, ) < l

na qual >. >0. A vizinh~ ••a de _ esUdo de equilibrio instavel e Oefini-
+

da com 0 pri_iro p«1to de instabilidade (qu'O). no conjunto ~.

quando >. cresce. Sa Fu denota 0 valor da fllll"4o de Lyapunov no ponto

de equilario instawl (qu' 0). isto i:

+ +
III _ ••• Uencia. r -F(q. q) represeau a quatidade cle energia que 0

abuu. 110nullo \I <q, 4) den adquirir para •• ~.p.r do 4omiui.v 4c atu-



~ao do estado de equilibrio na origem.
a conjunto C constitui a base de uma condi~iO suficiente de

u
estabilidade. Um estado de equilibrio e estavel com rela~io a uma pertur--
ba~ao especifica, se 0 movimento resultante fica confinado ao domInio Cu·
Desta maneira a estabilidade, no sentido de Lyapunov •• sti assegurada se 0

_villlento inicia em Cu' e a energia total ao l_go deste IDOvimento nao
ultrapassa 0 nivel de energia F. Esta condi~io pode ser expressada ana-

u
liticamente COIDD segue:

ODde td denota a dura~a.o da perturba~io. A quantidade Fu -F(O.O) for-
nece urna informa~ao sobre 0 tamanho da regiio de estabilidade do ponto de
equilibrio na origem. Os conceitos precedentes saa ilustrados na Ref. (6)
por •• io de aplica~oes a eatruturas em treli~a.

. ~ ..Poi indicado na se~a.o precedente que ua estado de equ111br1o qo'
e representado par \lID ponto com coordenadas (q. 0) no espa~o ce fase.

+ 0 • • _ •Em geral, para \lID vetor de carga cCllStante ~. podem enstlr so ua, don.
au _is pontos de equilibrio. De acordo COllI as criterios de Lyapunov.
qualquer perturb~io uua estado de equilibrio resultaria, se 0 estado for
estavel, em oscila~Oes de amplitude constante ou deerescente ao redor do
-e4mo ponto de equilibriD. Quando hi instabilidade. as trajetorias no es-
pa~o de fase sao d.i.v~enW, 0\1 contem no seu interior do.u. 011 _is
pontos de equilibrio. ConseqUentemente. a analise da trajetoria do movi-
_nto no espa~o de fase permite estabelecer UIl4 eoJl~iiD Jleoeu~ciJLia eo 411.-

6iei.e.n.U de. uubilidade.: Ie 0 diagrama de fase eircunda apenas lID ponto
de equil1brio. a estabilidade e assegurada.

Observe-se que, no enfoque estatico, 0 estudo e feito no espa~o
cargas-desloc~ntos, atrav.s de sol~Oes da equ~ao (2.1). A existeneia
de dois ou mais pontos de equilLbrio. para ~ vetor de car, •• dado Q.o
implica na nao-unicidade da solu~ao da equa~ao (2.12). Preeisaaente essa
falta de unicidade e causa principal das dificuldades ·usualMnte encontra-
d•• ua. lol~oel numerical do problema leluindo 0 .etodo •• cacieo.



»eve-sa salientar que 0 emprego deste criterio implica na possibilidade

da ~eg~ao das equa~Oes de movi_nto (3.12), saja encontrando a so-

l~ao exata das &esmes, ou por meio de integra~ao numerica direta (ver

apendice A).

As equa~Oes linearizedas (3.9) ou (3.16) so podem ser emprega-

das no estudo da instabilidade do _vi_nto ao redor de posi~Oes de equi-

librio qwmdo ~u. 1.0 UII ponto de. /Utuil1bJLi.o. CollI efeito, da reten~ao

oa expressao da energia potencial (3.8) de termos quadraticos uoicamente.

sepe a ilDpOssibilidade de se ter mais que ua ponto cia equil{brio. para..
qualquer vetor cons tante de carsas Qo'

ConseqUentemente. a passagall cia ua sistema estrutural de um

PODtocia equilibrio para outro. coohecido COB) 6lm71bagem poll. abotllQlllen.t.o*.
por ser ,. fenomeno COlllUlllem cascas ou arcos abatidos. IIio pode. 4" utu-
da.d4 COllI b4H 1144 eq~ou UKe.aJI.(.za.da4.

8. APLICABlLIDADE DAS EQUA<;OES LlNEARlZADAS EH PROBlEMAS DE IllSTABILlDADE

DINAKICA

De Kordo c_ a discWlsaa precedente, a existencia de UBI iinica

peato de equilibrio constitui a li~t~aa basica das aqua~Oes linearizadas

(J.9) ou (3.16) no estudo da instabilidade do movi_nto. Porem. as carac-

terrsticas do movimento resultante de perturba~oes no est ado de equi1ibrio

pacle. em n.-rosas sit~Oes priticas. sar claterminadas diratamente a par-

tir das equa~oes (3.9) ou (3.16). ColDefuto, a equa~ao (3.9) tam sol.u-

~Oes da forma:

na qual >'r i •••constante compl.exa. A e.tabilidade da solu~ao depende

'do sinal da parte real de >'r' Sa Udo4 04 autDvWll.U >.... .uvtJlbl pa1Ltf.

.u4L ne.g4U.VCl 0 sistema i. 444-UIptD.t.i.camvtU u.t4v£l. A instabilidacla se-

lue da existencia de pelo _nos um auto.a1or c•• parte real positiva. Na

pratica. a dete~na~aa dos autovalores em proble_ do tipo:

* Sn~S" buek.LUts, .a literatura iuaU.a ou ~e1Lt.4g kulwtg e.
alelMO.



e, DO caso geral, muito complexa, sendo por essa razao vantajoso 0 estudo
do sistema equivalente:

onda a matriz A e dada pela eq.(3.16). CI 2n autovalores Sr da eq.(8.3)
apresentalrse ellln pares de niimeros c:omplexos conjugados. Se as partes
reais de todos os autovalores saa negativas, 0 sistema e estavel.

Sistemas dinimic:os asimetricos da fOT1llll(3.9) sao importantes
DO estudo de osc:ila~Oes induzidas por ondas em navios, na analise da esta-
bilidad~de veiculos rodoviarios e ferroviarios, e em sistemas circulatO-
rios. A forma simetrica, isto e, c:om H • , .0, e fundamental em rela-
~ao as teorias lineares de estabilidade estrutural. CooseqUentemente, se-
rao enunc:iadas primeiramente resultados apliciveis a sistemas simetricos.

sao simetricas a·positivo-definidas, 0 sistema e assinptotica-
lIIenteestavellO•

sendo }{ eX positivas definidas, para se ter estabilidade do
sistema, e sufic:iente que C seja positiva semidefinida~ Com efeito, 0

c:ambia na energia total dp sistema par unidade de tempo e:
d l+T + l+t +- (-i }{i: + - x X x)

dt 2 2

entao, se C for positiva-semidefinida, a euergia inic:ial do sistema nao
pod. aUlllentar. A!J c:ondi~Oes que C dew satisfaur para que 0 ntado tri-
vial de equilibria seja assintoticamente estavel foram estudadas por Moranll
e por Walker e Schaitendorf12•

TEOREMA S - Sao c:ondi~oes Decessarias e suficientes para que 0 sistema
(8.4) seja assintoticamente estavel, que oenhum dos vetores
.,dais de



A verifica~ao da estabilidade assintotiea por meio do resultado

precedente, requer a determina~ao dos n autovetores do sistema nao-amorte-

cido, e a posterior avalia~o do espa~o aulo de C. Para sistemas de gran-

des diaensOes, •• sa alternativa pode ser preferIvel i determina~ao dos 2n

autovalores da eq.(S.), •• s tambemnao e uma tarefa trivial. 0 seguinte
. . . - ltteor •• eonstltul ••• tereelra o~ao :

TEOUMA 6 - 5e II e J( siD positivu lIefinidas, enquanto C e positiva seaai-

definida, 0 .stMo trivial d. equilIbrio do sistema (S.4) e
assintotieamente estavel, ••• SODeDtese, a matriz de diaen-

2soes n It n:

o teor_ 5 • tambe.. valido para sistemas liroscopieos, d. acor-

do ao squinte resultadol1:

TE01lDlA 7 - 5e II e It no positivas definidas, entao 0 estado trivial de

equilibrio do sistema:

• a•• intotie.-nte estavel se ne dos II autovetores do

sistema uio-.-orteeido:



IJInman demonstra que muitos problemas asimetricos, da forma (8.2), pedem
ser transformados em sistemas simetricos equivalentes. 0 sistema simetrico
~ dito equivalente I. a transforma~ao preserva os autovalores do listema
original. lss. tipo de transforma~ia foi eapregado anteriormente por Buseyin

hol 14 . ~ d· . • •.•: - A'• Leap tz para 0 caso C;. C - O. UIIla _tr'u B e lta 4.(JJ1""" •••• Z4V""-

se, • so.ente Ie, ela pode ler expressada como 0 produto de duas _trizes
siaetricas, uaa das quais e positiva definida. InmanlJ considera sistemas

. . -1 () -1) ~1101 quau as _trues II C + Cell ex +11 sio siaetrizaveil, •• ter-
mos da· seguinte factoriza~io:

If-I {c + cn -PI Pz

11-1 (It + 11) - 11.
1

11.
2

DaB quais PIe 11.1 .•ao simetricu e positivas definidal, euquauto P 2 e 11.2
180 simetricas. Sobr. essa base, podem-se demonstrar 01 aeguintes resul-
tados:

TEOREMA 8 - 5e C - Q If + 8 I • C - 8 II, ODde Q e 8 sao constautes
reais, entia a eq. (3.9) pode aer transformada DUm sistema li-
Mtrico atraves de _ transforma~ao que preserve os autovalo-
res.

TEORDIA 9 - o ,problema cI. sutovalorel da eq. (J.9) i similar a ua problema
de autovalores simetrico se, e somente se, exist. pelo menos
uma factoriz~ia da forma (8.10), tal que PI -11.1•

TEOllEMA.I0-Se PI -11 e os autovalores de .-1 (C + C) e If-I (It+JO

~io reais e positivos, entao 0 estado trivial de equilibrio de
(J.9) i assintoticamente estavel.

TEOREKA 11-8e PI -1l.r • Ie os autovalores de .-1 ex +]1)

reais e negativol, entao 0 equilibrio de (J.9)
sao todoa

e inativel •

• Sistemas estruturais submetidos a cargal gravitacionaia que
nao produzem _ntol primarios.



__ trill da eoafieieutes elasticos 'K a IIUlII8 matrill geometrieas, ou da
efeites de seguDdaorda. 'Kl, eujos coeficientes depend•• do nivel de ear-
gas Jravitacionais P, atrav.s de _ parmetro Cl. Adlaitindoque (. 0,

-18t..-se entao , ciaeq. (1.4),

[A:II + (l - Q ~)] qr • 0 (9.1)

aeDlloII positiva definida, IIIIl& CODlIiliaosuficiente de estabilidade, da
acordo COllI 0 Teor_ 4, i que (I: - a~) e-be. seja positiva definida.
Coaaeqt!entaente, i aufieienu estudar 0 problemaestatico:

eo. efeite, sa Cl deuota 0 _nor autovalor ciaeq. (9.2), verifica-se atra-
+'

ves do quocieute de laleigh, para qualquer x. que:

+T +
11: lC 11:

+T +
x ~ x

u qual 0 .iu.1 cle iplaldade vale quaDdo ;: coincide com 0 autovetor q,
correspondente a Cl • • Sesue enUo que (l - Q 'L) i positiva definidamoD ~l.
sO sa Cl < a . • A introduliio de lUIIOrteci_ntede la1eigb nio 1IIOdificaos

lR1.n
resultados precedentes, eaquanto C for positiva-semidefinida •

• lastabiliclade aerodinimic:apor ga10pede estruturas comapoios
fixos.

Taabi. neste caso ter-s.-is C· II • o. Pode-sa demonstrar que,

~o a estrutura fica submer•• aua fluxo de ar, • matria C tomaa forma:

as qual C i __ tria positiva definida que conte. os coefidentes de
o

a.ortecL.ento de Raleigh. A_tria (1 dependedas caracterlsticas aerodi-

nimicas da astrutura, seDdo0 par_tro Q proporciona1 i ve10cidademedia

• Sobeertas condilioes, a distribuiliio dos esforlios aX1.1Sou de membrana
na estrutura pode ser datar-inada 'a priori', isto i. sea necessidada
dl ruolvar I equal;io nio oolllOgenu ••• asca talOI I Mtti111• pode
sar obtida diretaaenta.
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Figura 9. 1- Exemplo de problema de instabi'idcde
do tipo de Euler .

•
direccJo do
nnto Vj

Fi9urot.~ • Eump'o de estruturo com instObiliclacre
oerodinomico potenciol.



do fluxo. Por exemplo, admita-se que a estrutura .eja representada empre-

laDdo ele.eDto. de barra 3D com tre. Iraus de liberdade de de.locamento e

tres de liro •• cads nO j, referido. a ua .iste •• local de coordeDadas xyz.

Seja alon V" a cOlllpODenteda Yeloc:idade do vento I'IO-Ulal ao eim da bar-J _
n = i-r Sa 0 cUIpO da Yeloci4a4es do fluxo for nio-homoleneo, entao V.

J
.ara fu'Dl;aodas coordenadaa nodai. a da orientac;ao da barra, sendo dado par:

Y .• V +.
J 0 1

11& qual Vo • uaa velocidade de refereneia a +j ua coeficiente adimensio

na1, C_ a DOtaC;aOda ril. 9.2, verifics-se que AI forc;as linearizadas in-

duzidas pelo movimento da estrutura, correspondentes as coordenadas locais

No da fo rma:

x. .1pV
'j A. Clj

cos lIz. (x. cos lIzj + Jj cos Q'j)
J 2 0 J J J

tj
1 -

+j Clj (Xj cos <7j)._pV •• co. CIy. co. Clxj + Yj2 0 J J (9.6)
Zj • 0

"xj • Myj • K • 0
Zj

oDde p dellCita a _asa especIfica do ar e A. ums irea de refereneia iauel
J

a b 1./2, seDdo I. 0 cOllpri.-ento do el8lHllto. Clj i ua coefidente aero-

diuJaico qua depeDde da forma da see;ao tranaversal. Sec;aes que apresent •••

para ala- orientac;ao do vento, coeficieDtes Cl", pasit"iYos, par exemplo_ J

a•• ec;oes quadrada, retaaculer. triangular. elIptica. em L. etc •• denomi-

_se .ec;aes aerodinimicas inataveis. As forc;•• dadas pelas eq•• (9.6) •

caracteria •• a. oacil.c;oes par 94to~, reapanaaveis par problema. de ins-

tabilidade •• _rosos tipa. de eatruturaa. !a laral, o. _ntoa exter-

DO. nio •• 0 aulo •• depeDdando taIIbia das velocidade. rotacionai. 6
2
, 6 e. x

8. QuaDdosO a.tes ultimoa termo. sao diferentea de zero, fala-se _ ins-
J

tabilidade par dM.pe.jlllfle.ntD. Nas situ&l;oes •• ia cOllplexas, hi acopl_nto

_tre o. diferentes tipaa de inatabilidada aerodiniaica. A introcluc;ao da.

aprassoa. para a. forc;aa aas equac;oes ,lobai. d. equilIbrio:

,. .• • +
• q + Co Ii + K q • Q (t)



.• .• .• 1 .•
It it + C q + K q - - p V (1 q

020

1 -4e onde resulta, COla a· - p V • equae;ao:i 0'

Para a -0 0 sisteu (9.10) e estavel, etIIvirtude clas hipOteses
usuais referente. a It, Co e X. lnteress. agora dete~uar 0 valor de a
a partir do qual 0 estado trivial de equillbrio i instavel.

Om enfoque aplic:ivel DID caso geral, consiste na obte~ao clot auto-
valores co-plaxos 8a da eq. (8.3), na qual A vam dada par:

A. F.~~~.~~~.-...~~~.)...-.~~~.~ll I : 0 J
110 caso de sistemas de sraade dimen.oes, esse processo pode exigir consid_
ravel tempo de computa~ao. Pore., na pritica a verifi~ao da estabilicla-
de pode as ve.es ficar restringida aos primeiros modo. de vibr~ao.
Deuardi. 'et al,8 aplicaram 0 metodo de itera~ao direta para calcular os
autovalore. de (8.3), 0 qual resulta particularmente vantajoso na situa~io
mencionada. 0 e..,rego do. Teoremas 5 ou 6 tambe. conStitue •• alternativas
interessaDtes DID presente probleu.

Observ_se que, auma torre com dais plaDIDs de simetria e 0 vento
orientado na dire~io de um dos plaDIDs de simetria, por exemplo Ox, entao
cos Oxj • 0 e cos QYi • I para todo j. A matriz Cl resulta entao diago-
Del. Se a matri. Co for tambe.. diagonal, com coeficientes diagouai. Coj'
i coDdi~ao suficiente de inestabilidade:

C <!pi. A Coj 2 0 j j lj

o resultado precedente i imediatamente aplicavel a sisteus COli matriz de
••••• diagonal, e matriz de amortecimento proporcional a H:

4 I; III ••
II II J

P .j Ai C1j

god. ~n d.oota I ra;iO de amorteciaento criticg DO .ado d•• ibra~.o a.
cuja freqUencia 080 amortecida, •• rad/., i fII ••



vo
o problema .preleDta-le. ,or e~lo.

aal plaeas de revestimento da fuselagea de uma aerODave. DenotaDdo co. w
ao deslocamento normal i superfId. media cia plaea, as presloes p sobre

a •• sma produzidas pela intera~&o fluido-estrutura sao dadas aproximada-

mente pela equa~&o15.l6:

p • B (aw + V N~
at as

ua qual J representa uma constante, eaquanto V denota a veloeidade rela-

tiva entre 0 fluxo e a plaea. A equ••••ao diferencial de uma plaea de ,ouea

espessu~a. com referencia a ua sistema retancular de coordenadas e:
2

D V· v + e N + Ph ~ • l' (9.15)
at at

ODde D· Eh3/l2 (1-v2) e c e um eoefieiente de amorteeimento. lntrodu-

zinda a eq. (9.14) em (9.15) obtem-se:

2
D V· v + (c _ J ) ~ + Ph a w - IV av • 0 (9.16)

o at ~ 0 ax

.uma represent;u;ao dilereta ,or meio de elementos finitos da es-

trutura _ considera~ao. ter-se-ia 0 sistema:

+ + +
It q + (C - el) q + (k - a 11) q • 0

.•..no qual 11 e uma •• triz antisi.etriea e a ua para-tro proporcioual aU.

o problema pareee entao analogo ao problema de perda de estabilidade ,or

bifurcac;ao do estado de equilIbrio. exeeto que a matriz 11 e agora anti-

s_triea. ConseqUentemente. 0 Teorema 4 Dio e •• is aplieavel, sendo ne-

celairio deteraiaar 01 autovalores complexos assoeiados i eq. (8.2) ou

(1.3) •

./



Ja foi estabelecido que quando existem duas ou •• is configura~oes
de equilibrio, as equa~oes lineariaadas nao sao aplicaveis na verifica~io
da estabilidade do .ist.... Exist __ merosas estruturas que apresent_
essa caracteristica, dentre as quais destacam-se pela sua importancia pra-
tica, os Arcos abatidos, as cupulas ~ cascas abatidas, e as treli~as espe-
ciais.

o emprego do. criterios de Lyapunov DO caso de uma treli~a plana
. 1 -.. .. - 6 . . • Fr' p' - 17 0s1lllpes e d1scut1do por Fre1tas Pa1xaD e ,or J.1era e1tas a1xaD •

enfoque nao tea sido ate agora implementado ea re1a~io a sistemas c:oa nlllU-
rosos sraus de 1iberda4e, IIIOS quais a unica alternativa atualmente viave1 e

. - -. . ~-- - - l' d . 17.a 1ntecra~ao numer1ca d1reta u.. equ~oes nao 1neares 0 ~V1mento AS
dificu1dades inerentes na mesma serao i1ustradas por meio de um exemp10.
Considere-se a treli~a especial ca. as caracteristicas seometricas iDdica-
das na Fil' 10.1. Tod •• as barras t_ rilidez axial U·

o ~delo dinimico adaite _ss •• coacentradas IIIOS IIIOS da estrutura. cada
\lIDcom tris graus de liberdade. sendo que os nOs 1. 2. 5. 9. 12 e 13
apresentam restri~Oes aodais totais. 'oi e1IIpregado\lIDprocedimento de
integra~ao explicito (difere~as finitas centrais) a nive1 de el~to.
nao sendo em conseqUeacia necessaria a montagem da •• triz d. rigidez Slo-
bal. 0 esquema pertite taalbe. a.atua1izac;io das coordenadas lIIOdai.a cada
passo de integra~io. sando igua1_nte possive! a obte~ao de solu~oes apro-
xiaadas para solicita~oe. estaticas. eo. efeito, na ril. 10.2 _stra-se
o desloeamento vertical do nO central, devido a uma carga vertical coacen-
trada aplicada DO aesmo, calculado por _io de integra~ao numerica direta.
• - - • I ,4Juntamente c_ a solu~ao estat1ca de Jagannath et al Apesar de nao
ter sido introduzido amortecimento 11IO 1IIOdelouumirico. a aproxima~ao e sa-
tisfatoria.

A defini~ao de excita~oes critical pode ••r conseguida utilizan-
do diasramas de fase. sio iDdicados na 'ig. 10.3 os diagramas correspon-
dentes a impu1sos verticais aplicados 11IO nO central iguais a 1. 1S e
16.5 kgm/s. 0 pri_iro, ligeiramente inferior so impu1so critico. resu1ta
DUm diagrama que circuDda somente 0 ponto de equilibrio A. 0 segundo. pe10
contrario. circunda os dois pontos .de equilibrio possivei •• A e'. A per-
da de estabilidade acontece de ••neira brusca. de.ignando-se 0 feaOmeDO c0-
lD 6tamba.gUl poJl. 4boLllatntD. Quando i considerado amorteeimento. presen-
te em qualquer sist ••• real. os diacr •••• d. fa•• .ao .ao fechado •• Ca.D
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ilustra a Fig. 10.4 para uma treli~a plana simples sob a a~io de uma carga
passo unitario. Para uma amplitude de carga Po -0.35 HN,o Wlvimento re-
sultante e instavel, verificando-se que 4% de allXlrtecimentocrItico estab!.
Hz_ 0 sistema, que tende. para t .-. so ponto de equilIbrio A.

Observe-se que a avalia~io da estabilidade exige a inl~ao dOl
diagramas de fase de todas as coordenadas generalizadas. 0 que pode consti-
tuir uma tarefa muito difi:cil DO CISO de sistemas de graudes dimensoes.
Usualmente sac escolhidas coordenadas de "control.". resul tando entia con-
di~oes necessarias ••s aio suficientes de estabilidade.

Foralllapresentados os princIpios bisicos relativos i instabili-
dade do IIXlvimentoao redor de posi~Oes de equilIbrio em sistemas estrutu-
rais discretos e autonomos. Particular iafase foi dada i aplica~ao das
equa~oes linearizadas as quais permitiralll,com pequenas altera~oes DDS pro-
gramas de c01llputa~aoexistentes. a aoluc;io de lIU1Mrosos probleCl&s de iO$-
tabilidade de interesse pratico. Mostrou-se tambe. 0 emprego dos diagramas
de fase elllproblemas nao-lineares, em rela~io a aoluc;oes numericas das equ~
c;oel de IDOvimento. Ea ambos os casos, tentou-se relacionar os resultados
teoricos a aplica~oes em problemas estruturais.

01 autores agradecem 0 apoio parcial da FINEr e do CNPq para a
realiza~ao deste trabalbo.



1. L.Keirovitch: "Coaputational _tbocla ill structural clynamics".
Sijtboff a Nordhoff, Netberlands, 1980.

2. C.L.Dym: "Stability theory and its applicatiou to structural
_chanics", !loordhoff Int. Publ., Loydea, !letherlands, 1974.

3. V.V.Bolotin: "On coneepts of stability in structural •• chanicI".
selected papers from a Coaferenee on Stability Problems in Structural
Mechanics, edited by V.V. Bolotin 'el al'. Moscow, 1965.

4. D.S.Jagannathani I.J.Ep.teia; P.Cristiaoo: "llonlinear analysis of
reticulated space trusses", J. of the Structural Divisioa, ASCE.
Proceedings, vol. 101, ST12, Dec. 1975, pp. 2641-265&.

5. W.!lachhar and II.C.Buang: "Dynamic snap-through of siaple viae_elaltic
trulles", Quarterly of Applied MatbeuticI, _1. XXV. fIR 1. April
1967, pp. 65-79.

6. R.P.Paixao: "Iastabilidade diuAmica de eltruturas espaciais", Diller-
tac;ao de Kestrado, Curso de Pos-Graduac;ao _ Eng_baria Civil, Escola
de !n&enharia da UFRGS, Porto Alegre, ItS, Irasil. 1984.

7. 1.,.Paix80; J.D.Riera: "Verificac;ao numerica cia estabilidade de treli-
c;as espaciais sob car gas estaticas ou dinimicas", Congresso Latiooame-
ricano sobre Metodos Computacionais para Engenbaria, salvador, Bahia,
oove1llbrode 1984.

8. K.L.Denardia, J .A.do Nascimento e J .D.Riera: "Deterainac;ao cia veloci-
dade.critica ,or salope de estruturas co. a.ortecimeato arbitririo".
Anais do IV Congresso Brasileiro de Engenharia Kecinica. llorianDpolis.
Santa Catarina, Brasil, deze1llbrode 1977. vol. A, 299-310.

9. 1.B.D.Bisbop and W.G.Price:
of ship response to waves",
1979, p.353-363.

"An investigation into the lilleU' tlwory
J. of Sound and Vibration, _L. 63. fIR 3.

10. 1.Ruseyin: "Vibratiou and stability of ~ltiple parameter systeas".
IIoordboff, The Netherlandl. 1978.

11. T.S.Moran: "A sillple alternative to the routh-hurvitz criterion for
l)'lIIIletricsystelU", Transactions of the ASHE. J. of Applied Mech.anlca.
vol. 37, 1970. p.l168-1170.



11. J.A.Valker am V.E.SchIIIi.teDdorf:"A simple test fw As,.,totic

stability in partially dissipative symmetricsystema",TransactioDS
of the ASHE.J. of Applied Mecbaaics,~1.40, 1973. p.1120-1121.

13. D.J. t-a: "l>ynamicsof As"..tric lIoDCoDServativeSysteu", Transac-
tions ASHE,J. of AppliedMechanic•• vol. SO, 1983. p.199-203.

14. ~.RuseyinaDdB.B.!.Leipboltz:
par_ter circulatory .y.t_".

n9 2. 1973. p.lIS-197.

"DiverseDCeiutability of _ltiple-
Quarterly of Applied"Math., vo1.31.

15. Il.AshleyaDdC.Z&rtari_: '"'Pi.ton Theory- A RevAerodynamicTool for

Aeroelastici_", J. Aeronautical ScieDCe,~1. 23. 1956. p.1109-1118.

16. A.A.Ilyu.hill: "Law of Pl-. Sectious at hiCh sup«sonic _loci tie. ",
l'IM Appl. Math. Mech•• vol.20. D96, 1956.

17. J.D.tiera e lL.r.Paixio: "'lutabiliUde diui.ica eta .istesas autO_mo.
di.creto.", CaderDOTecDicoCT Curso de POs-Craduac;io_ Ellge-

uharia Civil. uncs. Porto AleSre. Bruil. 1985.

18. M.I.L. Prates de Lw.: "wU.e cIoa~. de vi~ e de flambase-
de e.truturas .w-ticla. a for•••• de __ r-.". Diaaerta40aode Mestrado,

CurN de rO.-craduac;io_ lnceDharia Civil. UI1lGS.Porto Aleare. Brasil.
1978.


