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RESUMD

Sioc apresentadas definigoes e principios bisicos relativos 3 insta-
bilidade do movimento ao rador de estados de equilibrio em sistemas
estruturais discretos e automomos. E discutida a aplicagao das equa-
¢oes linearizadas de movimento, e dos critérios de Lyapumov e dos dia-
gramas de fase no caso de problemas ndo-lineares. O ultimo enfoque &
empregado conjuntamente com solugoes numéricas das equagoes nao-linea-
res de movimento. No contexto do trabalho, tentou~se relaciomar os

resultados teoricos a aplicagoes em problemas estruturais de interesse
pratico.
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1. INTRODUGAO

A teoria de estabilidade & um capitulo da fisica matemitica de
enorme relevancia no estudo de sistemas estruturais submetidos a agoes ex—
ternas. O enfoque conhecido como método de Euler (1744), desemvolvido a
partir dos estudos do matemitico alemao sobre a flambagem de barras retas,
tem importantes limitagoes, inclusive no caso de instabilidade produzida
por cargas estiticas. Ele constitui, porém, a semente das teorias de esta-
bilidade propostas a seguir. Adquirem especial significagao as contribui
goes de Lyapunov (1892) sobre a estabilidade do movimento em geral. Quase
um século mais tarde, apesar do progresso realizado, niao existe ainda uma
teoria geral de instabilidade dinZmica de sistemas estruturais suficiente-
mente consolidada, que possa servir de marco de referéncia para o deseavol-
vimento de métodos de anilise e de critérios de estabilidade apliciveis na
Engenharia pratica. Em conseqliéncia, as facilidades disponiveis na area
computacional visando i analise de sistemas estruturais, tanto no referente
a hardware cowo a s0flware, n3o sa0 integralmente aproveitadas devido 3
deficiencia mencionada. Isto € particularmente certo em relagao i represen
tagSes' discretas da estrutura, ou seja, mediante elementos finitos. Com o
objetivo de contribuir 3 consolidagao da teoria de estabilidade, no presen-
te trabalho sao entio apresentados os fundamentos da teoria de sistemas
autonomos discretos. Posteriormente sao definidos a faixa de aplicabilida-
de das equagoes linearizadas de movimento e os casos em que uma formulagao
pao-linear & necessaria. Sao esquematicamente indicados exemplos de aplica
gao dos diferentes enfoques, sendo em geral omitidas, por razoes de espago,
as demonstragoes matematicas e os detalhes computacionais. Deve-se saliea-
tar, finalmente, que parte deste trabalho & baseada na ref. (17).
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2. CONSIDERAGOES FUNDAMENTAILS

Considere—se um sistema cuja configuragao deformada seja comple-
tamente definida por n coordenadas qi(t). (i =1,2,...,n), que constituem
consequentemente um conjunto de coordenadas generalizadas. Sob condigoes

: . . P A : 1
Buito gerais, a energla cinetica podc ser eéscrita na forma :

T=T + T,+ T, (2.1)

na qual T eT, sao fungoes homogeéneas linear e quadratica, respectiva-

mente, das velocidades generalizadas qi(t) - dqi/dt, (i =1,2,...,n):

n . .
T, = L a, q. (2.2)
1 jmp 1
n o . .
T, == L I m. q. q: (2.3
2 g gy jey 1L

Os coeficientes LT T,» poden ser fungoes das coordenadas q;(¢)

e do tempo t. O termo To aparece como uma energia potencial ficticia,
dando lugar as jorgas centrlfugas, enquanto o termo T, produz forgas do
tipo de Coriolis.

Formam uma classe importante de forgas aquelas que podem ser de-
rivadas de uma energia potencial ) V, que depende unicamente das coordena-
das generalizadas, isto e, V = V(;). As forgas restitutivas eliasticas e
as forgas gravitacionais pertencem a essa classe. Também sac de grande
interesse as forgas de amortecimento - usualmente conhecido como amorteci-

mento de Mewton - derivaveis da fungao de dissipagao de Raleigh:

1 n n .

eI I e.q q (2.4)
2 i=1 jm M F

As forgas atuantes nao incluidas em qualquer um dos grupos indicados acima,

serao denotadas por Qi' Nas situagoes mais simples, as forgas generaliza-

das Qi dependem unicamente do tempo t, mas podem tambem ser fung_a'o dos

deslocamentos, velocidades, ou da historia do wmovimento, atravées de um fun-
cional.

Definindo o lagrangiano como:

L =T-V (2.5)
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as equagoes de movimento podem ser obtidas a partir das equagdes de Lagran—

ge:
4 @L, % LR o (Ge1,2,...,) (2.6)
dt aqi aqi iqi *

Em geral, as equagoes (2.6) constituem um sistema de n equagoes diferen-
ciais nao lineares de segunda ordem, para o qual n3o existem solugdes ge-
rais, excepto quando podem ser linearizadas.

A solugao das equagdoes (2.6) implica no conhecimento das n
coordenadas generali..udas qi(c), (n=1,2,...,a). Essa solugao poderia
ser representada geometricamente num espago euclidiano n-dimensional,
constituido pelos eixos KT denominado espaco da configuracao. Qualquer
configuragao deformada q esta representada por um ponto nesse espago.

Por outro lado, qualquer processo dinamico & representado pels frajetornia
no espago da configuragac, descrita pelo extremo do vetor q(t). Evidente—
mente, o estado do sistema nao pode ser definido univocamente pela configu—
ragio deformada q, pois & necessario conhecer também o0 vetor de welocida-

des generalizadas ; Resulta util, entao, a introdugio do vetor de esta-
do:

-
> q
y = {-- 2.7
1

© qual consiste num vetor 2n-dimensional, cujas n-primeiras componentes
830 coordenadas generalizadas, e cujas ultimas n~componentes sao as cor—
respondentes velocidades generalizadas. O espago euclidiano 2n~dimensio-
nal comveixos coordenados q e ;i' (i=1,2,...,n), denomina-se espago
de estado. O estado do sistema em qualquer instante de tempo & represen-
tado por um ponto no espago de estado, correspondendo s qualquer solugao
q(t) das equagoes (2.6), uma frajetonia no mesmo.

Uma solugao da forma y(t) = constante, com ace) = ;o e
X(t) = 0, corresponde no espago de estado, a um ponto de equillbrio. Ob=-
serve-se que nesse caso tambem as aceleraqaes sao nulas. Se ;o $0, o
ponto de equilibtio € ndo trivial. Resulta entdo evidente que a origem do
espago de estado € um ponto de equilibrio trivial.

Uma representagac geomitrica equivalente pode ser conseguida no

espago euclidiano 2n-dimensional definido pelos eixos 9 ¢ P sendo
P -aL/aqi, denominado espaco de fase. Observa-se que num sistems com
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massas discrectas pontoais, as componentes T e T, da energia cinética sao
nulas e = =20 se ihj na equagac (2.3). Sob essas condigoes, as repre-
sentagoes nos espagos de estado e de fase sao identicas, exceto por um fa-

tor de escala nos eixos das velocidades, ji que P; *m; q;

3. VIBRAGOES DE PEQUEMA AMPLITUDE AO REDOR DE POSIGOES DE EQUILIBRIO

£ evidente, do exame das equagoes (2.6), que uma solugao comstan-
te ;(t) - ;o’ a qual implica qu: o vetgr de estado ;(t) também deve
ser constante, sO € possivel se Q(t) = Qo. De acordo com o indicado na
secao 2, a cada solugac constante ;o corresponde um ponto de equilibrio
no espago de fase. O estudo de vibragoes de pequena amplitude ao redor de
pontos de equilibrio, pode ser efetuada sem perda de generalidade com refe-
réncia 3 solugao trivial y = 0. Com efeito, se ;o define um poato de

equilibrio, a simples transformagao de coordenadas:
-+ +> >
a(e) = q *(t) - q (3.1)

permite transladar o ponto de equilibrio a2 origem do espago de fase.

Agora, a hipotese de vibragoes de pequena amplitude ao redor
de pontos de equilibrio implica na linearizagao das equagoes de wovimento,
0 que equivale 3 retengao de somente termos lineares e quadraticos nas de-
viagoes das coordenadas e velocidades generalizadas de equilibrio. Em con

seqllencia, os coeficientes w;; oa equagio (2.3) devem ser constantes e
simétricos, pois

2 . 2
3‘!2 3'!2

- - — (3.2)
a‘li' aﬁj 315 3‘1{

sendo usualmente conhecidos como coeficientes de massa ou de inércia. Por
outro lado, os coeficientes 'j na expressao de 'tl (equaq;o (2.2)), so
podem neste caso ser fungoes lineares das coordenadas generalizadas:

a .
a, = [ 8 9 {j =1,2,...,n) (3.3)

1 e
onde %5 sao constantes. Introduzindo (3.3) na equagio (2.2), resulta

a seguinte expressao de ‘l»lz
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n n (3 ‘)
T, = L I a..aq, {. .
Lojapjm 823

- ->
Observe-se tamb&ém que as componentes de uma solugao constante 1, devem
satisfazer as equagoes:

N .o (i =1,2,...,n) 3.5)
3qi .
onde
U=V ~-1T (3.6)
o

representa uma energia potencial modificada conhecida como "potencial di-
namico”. Se U for expandido numa série de Taylor ao redor da origenm,

ter-se-ia:

2 o
U(qi) 12-----‘1“) - no + .z _qi
i=1 3qi
n omn 2
ot g 2V

. 9 9 3.7
2 i=] j=1 qu aqj

onde Uo € constante e as derivadas parciais sao avaliadas em q =0.
Considerando que v, ndo tem influencia alguma nas equagoes de movimento,

e que o segundo termo do segundo membro & zero, em virtude de (3.5), resul-
ta que:

, & 8
V== I [ k,.q.q. (3.8)
2 i=1 j=1 M 17
0s coeficientes simétricos:
2
ki.j - kji .U 3.5)
3q; qu

denominan-se coeficientes de nigidez. Quando estes resultam da energia
potencial eélastica, ou energia de deformagao interna, denominam—-se coefi-
cientes de rigidez elastica. Também podem existir coeficientes de rigidez
geomZtrica, associados a forgas centrifugas ou gravitacionais.

Introduzindo as equagdes (2.3), (3.4) e (3.8) nas equacOes de
Lagrange, obtém-se finalmente, para sistemas linearizados:
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n
L [nj & ¢ By ¢ eqp) &5 *ky5 4] = (3.6)

onde os coeficientes sntimetricos:

3.7

sa0 conhecidos como coeficientes gircscdpicos. Outra classe importante
de forgas, que dependem unicamente das coordenadas generalizadas mas nao
830 deriviveis da energia potencial V, s3o as chamadas forcas circula-
tornias hij q;» sendo os coeficientes hij antimétricos:
h,. = -h,, (3.8)
ij ji
Apresenta-se esse tipo de forga em certos sistemas mecanicos. No caso li-

uear geral, entao, as’ equagoes de movimento tomam a forma:
* + > _ >
Hq + (6+0C g+ (K +H)q=Q (3.9)

nas quais M, € e X sao matrizes simétricas com coeficientes mgr €4
e kij’ respectivamente. ¢ e M sa20 matrizes antimétricas com coeficien-
tes 8 ¢ hij' denominadas matrizes giroscopica e circulatonia, respec—
tivamente. Em sistemas estruturais com pontos nodais (apoios) fixos, es-
tas duas Gltimas sao usualmente nulas.

A matriz de massa M & sempre positiva definida. As carac-
teristicas das outras matrizes na equagao (3.9) condicionam 2 estabilida-
de do sistema linearizado, conceito que seria discutido posteriormente.

As equagdes de Lagrange (2.6), que comstituem um sistema de
n-équagoes diferenciais de segunda ordem, podem ser substituidas por um
sistema equivalente de 2»n equagoes diferenciais de primeira ordem nas
variaveis de estado yi(t). Se as forgas Q; dependem unicamente do
tempo, entao as equagoes resultantes tomam a forma:

ii - ti (’1. ’2' vaey ’2‘. t) i=1,2,...,2n (3.10)

ou, em notagao compacta:

70,0+ (3.11)
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-
Onde g(t) representa o vetor de cargas externas. Quando o tempo aparece
explicitamente nas equagdes (3.11), o sistema & denomimado Md0-auldnomo.
Serao considerados nos capitulos seguintes sistemas autonomos, isto €,

caracterizados por equagoes da forma:
7 -i® (3.12)

Para que, dado um conjunto de condigoes iniciais, a solugao da
equagao (3.12) seja unica, as fungoes £, devem satisfazer as condigoes

de Lipschitz. Uma condigao de Lipschitz no dominio D requer que

. 2n
[fi (Yi: Yz- ceey YZn) ‘fi (’10 yZl cees yh)] < A iEl [ i-yi]

(3.13)

>
para qualquer j. ¢ ¥ no dominio de D, e algum valor da constante de Lips~ -
chitz A. Se todas as equagoes satisfazem essa condigao, a solugao de

(3.12) € unica. A’seguir seri adotada tambem & norma euclidiana
-+ -+ 1/2
¥l = 6™ » (3.14)

No caso de problemas autdnomos Linearizados, a equagio (3.11) pode ser

escrita na forma:

J-ny , (3.15)
na qual:
-wl(erey -V (R em)
U R B S (3.16)
X : 0

€ uma matriz real nao simétrica de dimensGes 2n x 2n, com coeficientes
constantes, isto &, que nao dependem de tempo. Os coeficientes das matrizes
que constituem A, de acordo com eq.(3.16), podem depender de parametros fi-
sicos que condicionama estabilidade do sistema, segundo se ilustra na Segao
8. Resulta claro, porém, que esses parSnztrot também devem ser invariantes
com o tempo.
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&. DEFMMICOES DE ESTABILIDADE NO SENTIDO DE LYAPUNOV

Seri discutido a continuagac o problema da estabilidade do movi-
mento 30 redor de pontos de equilibrio. Neste contexto, os métodos de Lya-
punov adquirem fundamental iwortﬁncia. 0 primeiro método & bem mais res-
trito, ji que presume o conhecimento do movimento perturbado, enquanto que
o segundo nao exige o conhecimento do movimento do sistema, e tem-se torna-
do uma poderosa ferramenta para a solugao de problemas de estabilidade.

Ao contrario dos metodos clissicos de anialise de estabilidade,
nos quais o comportamento do sistema nac linear na vizinhanga do estado
de equilibrio ¢ aproximado pelo comportamento de um sistema linear associa-—
do (eq. 39), o metodo de Lyapunov nao & restrito a uma vizinhanga infini-
tesimal do estado de equilibrio. Condigoes de estabilidade podem ser as-
seguradas diretamente das equagoes diferenciais, com a construgao de uma
fungao de Lyapunov, ¢ sem conhecimento da solugao do sistema.

A principal limitagao do metodo direto & a falta de um procedi-
meato geral para a cons:tug.;o das fungoes de Lyapunov, e a falta de unici-
dade destas. A existeéncia de uma fungao de Lyapunov representa uma condi-
gao suficiente, mas n3o necessaria de estabilidade.

Serao introduzidas a seguir, as definigoes fundacentais de esta-
bilidade 20 redor da origem no espago de estado ; =0. Considere-se uma
perturbagao ;o splicada no instante t =0. As definigoes 5302:

DEFINICAO 1 ~ O estado trivial de equilibrio ;-0 e estavel, no sentido
de Lyapunov, se para algum € >0 existe um §(¢) > 0, tal
que, se  Jy(0) || <&, [[¥(®)ll <€ para todo ¢ 0.

DEFINIGAO 2 ~ O estado de equilibrio ;-0 € assintoticamente estivel no

sentido de Lyapunov, se ele & estavel, e se 1lim || y(t)|| =0
troe

DEFINICAO 3 - O estado de equilibrio ;-0 € instavel se existe um € >0
tal que, para wm § >0 arbitrariamente pequenc, existe um
movimento y(t) para o qual ||¥(0)]] <6 e ¥ ]]>€ em
algum tempo ¢ -to.

A definigao implica que o movimento sera confinado ao dominio
- - - .
llyll <€, se s perturbagio imicial for limitada so dominio |}¥(0)]| <5. A
segunds € uma definicao mais forta de estabilidade, e indica que o sistema

tende a voltar a posigao trivial, se a perturbagao for limitada a um certo
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dominio.
5. TEOREMAS DE LYAPUNOV

Uma fun¢ao de Lyapunov P(;, ;) dos deslocamentos e velocidades
generalizadas ou, alterantivamente a fungao de- Lyapuuov F (y) das co-po-
nentes do ve:ot de estado, & ponuv; definida se !(q, q) >0 ou F (y) >0
para todo (q, q) f(OO) ou y;‘O e F(q, )-0 ou F (y) -0 se
(;, E) =(0,0) ou y =0. A fungao de Lyapunov & dita posxtl.va semi—defi-
nida quando 1-‘(;, E) >0 ou Po(;) > 0 para todo (;, z) ou ; Nas defi-
nigoes de fungoes negativas e negativas semi-negativas, ¢ alterado o senti-
do das desigualdades indicadas acima.

As fungoes de Lyapunov sac os elementos basicos na determinacio
da estabilidade de pontos de equilibrio, atravé: dos teoremas de Lyapunovz's:
TEOREMA 1 - Se existe uma funqio positiva (negativa) definida das variaveis

de estado L @, enquanto F (y) N negativa (positiva) semi-
-definida, enr.ao o estado de eqmlfbno y =] & estavel.

TEOREMA 2 - Se existe uma fungao positiva (negativa) definida das variaveis
de estado, sendo simultaneamente F (y) negativa (positiva)
definida, entao o estado de equxlxbno y =0 ¢ assintotica-
mente estavel.

TEOREMA 3 - Se existe uma fungao Fo(;) tal que ?o(;o) >0 para algum
-> - . » . '3
Yo arbitrariamente pequenc, e F (y) e positiva definida,
entao o estado de equilibrio =0 € instavel.

Os critérios de Lyapunov garantem a estabilidade de um movimento
quando este fica limitado a um certo dominio. Em certos casos, a escolha
do parametro ¢ que define o tamanho da regizo de estabilidade & de funda-
meatal importancia, o que sera discutido em relagac aos exemplos da seg;;o
10.

Observe-se que, em sistemas estruturais, a presenca de nao-linea-
ridade fisica implica na nac~estacionaridade dos pontos de equilibrio, o

qual impoe sérias restrigoes aos métodos de Lyapunov.




6. PORMULAGAO GERAL E FUNGAO DE LYAPUNOV

A estabilidade do equilibrio relativo a perturbagdes finitas &
governada pelo comportamento nao linear da estrutura na vizinhanga do esta

do de equilibrio. Considere-se o sistema das equagoes:

* +>

¥, =y

172 (6.1)

<> - -E(-» ) -¢ -

72 41 Y2

. -> -> - > . - -
nas quais y; *q ¢ y, =q ouseja, coms notagao da segao 2

y

¥t (6.2)
72’

f & un vetor de forga generalizado e € uma matriz de coeficientes de
amortecimento. Serd adotada a energia do sistema no estado (K, ),

"quando € =0, como uma fungao de Lyapumov:

- a q' ->
r@b-- 1 [P aelT (6.3
i=1 0 2

onde fi denota a j~esima componente do vetor de forgas elasticas. Con-

sidere-se agora o seguinte comjunto contendo a origem:
¢, = (@ DI r@, D <2 (6.4)

na qual 1 >0. A vizishanga de um estado de equilibrio instavel € defini-~
da como o primeiro poato de instabilidade (;“, 0), no conjunto S
quando ) cresce. Se F_ denota o valor da fungao de Lyapunov no ponto
de equilibrio instavel (K“, 0), isto &:

P F @0 6.5)
Dafine-se- c“ como?
¢, = (@ Dl ra, D < v 6.6)

-~ . d ? » -
Ea conseqllencia, Fu-l’(q, q) represents a quantidade de energia que o

sistema, no estado (3. 3) deve adquirir para escapar do dominio de stra-
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¢ao do estado de equilibrio na origem.

0 conjunto <, constituli a base de uma condigi& suficiente de
estabilidade. Um estado de equilibrio & estdvel com relagao a uma pertur—
bagao especifica, se o movimento resultante fica confinado ao dominio C“.
Desta maneira a estabilidade, no sentido de Lyapunov, esti assegurada se o
movimento inicia em Cu, e a energia total ao longo deste movimento nao
ultrapassa o nivel de energia F“. Esta condigao pode ser expressada ana-

—~—

liticamente como segue:

R, i®] e c, ,
e 6.7
+ >
l?(q.c';)<!"l ostgtd
onde ¢, denota a duragao da perturbagao. A quantidade F“-!(0,0) for-
nece uma informagac sobre o tamanho da regiao de estabilidade do ponto de
equilibrio na origem. Os comceitos precedentes sao ilustrados na Ref. (6)

por meio de aplicagoes a estruturas em treliga.

7. INSTABILIDADE DE SISTEMAS AUTONOMOS: CRITERIO DOS DIAGRAMAS DE FASE

Foi indicado na segac precedente que um estado de equilibrio ;o'
€ representado por um ponto com coordenadas (;o' 0) no espago de fase.
Em geral, para um vetor de carga coustaate 60, podem existir so um, dois,
ou mais pontos de equilibrio., De acordo com os critérios de Lyapunov,
qualquer perturbu;io num estado de equilibrio resultaria, se o estado for
estivel, em oscilagoes de amplitude constante ou decrescente ao redor do
mesmo ponto de equilibrio. Quando hi instabilidade, as trajetdrias no es—
pago de fase sao divergentes, ou contém no seu interior dois ou mais
pontos de equilibrio. Conseqlientemente, a anilise da trajetdria do wovi-
mento no espago de fase permite estabelecer uma condi¢do necessaria e su-
§iciente de estabilidade: se o diagrama de fase circunda apenas um ponto
de equilibrio, a estabilidade & assegurada.

Observe-se que, no enfoque estitico, o estudo & feito no espago
cargas-deslocamentos, através de solugGes da equagao (2.1). A existéncia
de dois ou mais pontos de equilibrio, para um vetor de cargas dado 60.
implica na n3o~unicidade da solugao da equagao (2.12). Precisamente essa
falta de unicidade € causa principal das dificuldades ‘usualmente encontra-~
das nas solugoes numéricas do problema seguindo o método estatico.
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Deve-se salientar que o emprego deste critério implica na possibilidade
de integracdo . das equagoes de movimento (3.12), seja encontrando a so-
lugao exata das m_esms,‘ ou por meio de integracio numérica direta (ver
apéndice A).

As equagoes linearizadas (3.9) ou (3.16) 3 podem ser emprega-
das no estudo da instabilidade do wovimento ao redor de posigoes de equi-
1ibrio quando existe 80 um ponto de equilibric. Com efeito, da retengao
na expressao da energia potencial (3,8) de termos quadriticos unicamente,
segue a impossibilidade de se ter mais que um ponto de equilibrio, para
qualquer vetor constante de cargas ao.

Conseqllentemente, a passagem de um sistema estrutural de um
ponto de equilibrio para outro, conhecido como §lambagem por abolhamento,
por ser um fendmeno comum em cascas ou arcos abatidos, ndo pode sen estu-
dada com base nas equagoes Lineanizadas.

8. APLICABILIDADE DAS EQUACOES LINEARIZADAS EM PROBLEMAS DE INSTABILIDADE
DINAMICA

De acordo com a discussao precedente, a existéncia de um unico
pcuto de equilibrio constitui a limitacao basica das equagoes linearizadas
(3.9) ou (3.16) no estudo da instabilidade do movimento. Porem, as carac-
teristicas do movimento resultante de perturbagoes no estado de equilibrioc
podem em numerosas situagoes praticas, ser determinadas diretamentz a par—

tir das equagoes (3.9) ou (3.16). Com efeito, a equagio (3.9) tem solu-
goes da forma:

At
A =e Q. (r = 1,...,0) _ (8.1)
na qual Xr € uma coustante complexa. A estabilidade da solugao depende
‘de sinal da parte real de lt. Se todos o4 autovalores L tiverem panrte
neal negativa o sistema ¢ assinploticamente estdvel. A instabilidade se-
gue da existéncia de pelo menos um autovalor com parte real positiva. Na

pratica, a determinagio dos autovalores em problemas do tipo:

* Snapthaough buckling, na literatura inglésa ou Durchschleg Beulung em

slemao.
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[xzuo). (c+c)+cx.a)]'.{ -0 (8.2)
r r b 4

&, no caso geral, muito complexa, sendo por essa razao vantajoso o estudo
do sistema equivalente:

-8 7 (8.3)

onde a2 matriz A @& dada pela eq.(3.16). Cs 2n autovalores Br da eq.(8.3)
sapresentam-se em n pares de nimeros complexos conjugados. Se as partes
reais de todos os autovalores sao negativas, o sistema & estivel.

Sistemas dinimicos asimétricos da forma (3.9) si3o importantes
no estudo de oscilagoes induzidas por ondas em navios, na analise da esta-
bilidade de velculos rodoviirios e ferroviarios, e em sistemas circulato-
rios. A forma simétrica, isto &€, com H = € = 0, ¢ fundamental em rela-
gao 3s teorias lineares de estabilidade estrutural. Conseqllentemente, se-

rac enmciadas primeiramente resultados aplicaveis a sistemas simétricos.

TEOREMA 4 - Se as matrizes com coeficientes reais na eq(uqio:
2 >
[x H#XYCOK]q =0 (8.4)
r r

820 simétricas a positivo-definidas, o sistema & assinptotica-
- 10
mente estavel

Sendo M e K positivas definidas, para se ter estabilidade do
sistema, € suficiente que € seja positiva semidefinida, Com efeito, o

c2mbio na energia total do sistema por unidade de tempo &:

-+, -
SR SR VIR T Ve S L S (8.5)
at 2 2

entao, se € for positiva-semidefinida, a energia inicial do sistema nao
pode aumentar. As condigoes que € deve satisfazer para que o estado tri-

vial de equilibrio seja assintoticamente estivel foram estudadas por bbrann
e por Walker e Schnitendorfu.

TEOREMA 5 - Sao condigdes necessirias e suficientes para que o sistema

(8.4) seja assintoticamente estivel, que nenhum dos vetores
modais de
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2
[xr M+ x] '{r -0 (8.6)

fique no espago nulo de €, isto iuz

c;rfo € =1,2, coep @)

A verificagio da estabilidade assintdtica por meio do resultado
precedente, requer a determinagao dos n autovetores do sistema nao-amorte-
cido, e a posterior avaliagio do espago mulo de C. Para sistemas de gran-
des dimensGes, essa alternativa pode ser preferivel i determinagido dos 2n
autovalores da eq.(8.3), mas também nao ¢ uma tarefa trivial. O seguinte
teorema constitui uma terceira op;;olz:

TEOREMA 6 - Se M ¢ X s#0 positivas definidas, enquanto € e positiva semi-
definida, o estado trivial de equilibrio do sistema (8.4) @
assintoticamente estiavel, se ¢ somente se, a matriz de dimen-

~ 2
soes n x n:

[
¢y
(8.7)

¢ @l g™t

tem rango u.

O teorema 5 € tambem valido para sistemas giroscopicos, de acor-
do a0 seguinte tuultadon:

TEOREMA 7 - Se M e K sao positivas definidas, entac o estado trivial de
equilibrio do sistema:

2 >
[x'uoxr(coc)ox]qr-o (8.8)

-

& assintoticamente estavel se nenhum dos n autovetores do
sistema nlo-amortecido:

2 +
[Xrloltcol]qr-o (3.9)

fica no espago mulo de C”
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Imnl 3

demonstra que muitos problemas asimetricos, da forma (8.2), podem
ser transformados em sistemas simétricos equivalentes. O sistema simétriceo
4 dito equivalente se a transformagio preserva os autovalores do sistema
original. Esse tipo de transformagao foi empregado anteriormente por ﬁuseyin
& LeoPholttu para 0 caso € = € = 0. Uma matriz B & dita sdimetrizavel
se, ¢ somente se, ela pode ser expressada como o produto de duas matrizes
simetricas, uma das quais & positiva definmida. Immlu"3 considera sistemas
nos quais as matrizes wt (€+¢C) e u! (X +H) 330 simetrizaveis, em ter-

mos da- seguinte factorizagao:

-1
M (C+C) =P P

€+ =F ¥ (8.10)
u'lcxnl)'-xlnz

nas quais Pl e Rl 430 simetricas e positivas definidas, enquanto 1’2 e Rz
sao simétricas, Sobre essa base, podem-se demonstrar os seguintes resul-

tados:

TEOREMA 8 - Se C=aM+BXK e €C=8H, onde @ e B siao constantes
reais, entao a eq. (3.9) pode ser transformada oum sistema si-
métrico atraves de uma transformacao que preserve os autovalo-
res.

TEOREMA 9 - O problema de autovalores da eq. (3.9) @ similar a um problema
de autovalores simétrico se, e somente se, existe pelo menos

uma factorizagao da forma (8.10), tal que Pl - 31.

TEOREMA 10 -Se P, =R e os sutovalores de ¥l+e) e u! ® + W)

1
330 reais e positivos, entao o estado trivial de equilibrio de

(3.9) & assintoticamente estavel.

TEOREMA 11 -Se Pl - nl e se os autovalores de l!-‘ (K + H) sao todos

reais e negativos, entio o equilibrio de (3.9) & instavel.

9, EXEMPLOS DE PROBLEMAS LINEARIZAVELS

e Sistemas estruturais submetidos a cargas gravitacionais que

ndo produzem momentos primarios.

Neste caso € = H = 0, enquanto & matriz de rigidez consiste
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puma matriz de coeficientes elasticos K e muma matriz geometrica®, ou de
efeitos de segunda ordem 11,
gas gravitacionais P, através de um parametro a. Admitindo que € =0,
tem-se cntiou, da eq. (8.4),

cujos coeficientes dependem do nivel de car-

2 . o
[th! + X -n!l)] q, 0 9.1)

sendo M positiva definida, uma condigdo suficiente de estabilidade, de
acordo com 0 Teorema 4, ¢ que (K - a 11) tambem seja positiva definida.

Conseqllentemente, & suficiente estudar o problema estitico:
-+ -
Kq - ok q 9.2)

Com efeito, se O denota o mepor autovalor da eq. (9.2), verifica-se atra-
ves do quociente de Raleigh, para qualquer . que:

TKRX
Cnin = 3T > 9.3

na qual o sinal de igualdade vale quando X coincide com o autovetor E,

correspondente a a_. . Segue entio que (X - aX) @ positiva definida

s5 se a <o . . A introdugao de amortecimento de Raleigh nio modifica os
min

resultados precedentes, enquanto € for positiva-semidefinida.

o Instabilidade aerodindmics por galope de estruturas com apoios

fixos.

Também neste caso ter-se~is € =H = 0. Pode-se demonstrar que,

quando a estruturs fica submersa num fluxo de ar, & matriz € toma a forma:
c=¢c -ogC (9.4)

na qual < € uma matriz positiva definida que contém os coeficientes de
amortecimento de Raleigh. A matriz C‘ depende das caracteristicas aerodi-

nimicas da estrutura, sendo o parimetro @ proporciomal i velocidade meédia

* Sob certas condigCes, a distribuigao dos esforgos axiais ou de membrama
na estrutura pode ser gctcmimda ‘s priori', isto &€, sem necessidade
de resolver a equagidc nio homogenea. Nesses casos & matriz ‘1' pode
ser obtida diretamente.
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HIT7777477717474:7770007

Figura 9.1- Exemplo de problema de instabilidcde
do tipo de Euler.
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Figura 9.2 - Exemplo de estrutura com instabilidade
aerodindmica potencial.
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do fluxo. Por exemplo, admita-se que a estrutura seja representada empre-
gando elementos de barra 3D com trés graus de liberdade de deslocamento e
trés de giro em cada ndo j, referidos s um sistema local de coordenadas xyz.
Seja agora -V-j a componente da velocidade do vento noamal ao eixo da bar-
rn...-—j—r Se 0 campo de velocidades do fluxo for nio-homogéneo, entao Vj
sera funcio das coordenadas nodais e da orientagiao da barra, sendo dado por:

Vj =7 ¢, (9.5)

na qual Vo ¢ uma velocidade de referéencia ¢ ¢, um coeficiente adimensio
nal, Com a notagao da Fig. 9.2, verifica-se que as forgas linearizadas in-
duzidas pelo movimento da estrutura, correspondentes is coordenadas locais

sao da forma:

1 . .

X, ==pV_ ¢. A, C_, cos . R . +y, cosaQ_
577 ° Yo 95 45 Cyg o08 Ox; (x; cos Oy 0y cos Oy

v, =Ll,¥ ¢, &, C, . cosay (;:.cosc,.+;‘.cosuy.)
PR IS T RS | i s IS | j

(9.6)
2, =0

Maj My T Mt O

onde p denota a massa especifica do ar e A, uma irea de referencia igual
a b L/2, sendo 1 o comprimento do elemento. C]_j e um coeficiente aero-
dinimico que depende da forma da secao transversal. Segoes que apresentaa,
para alguma orientagao do vento, coeficientes clj' positivos, por exemplo
as segoes quadrada, retangular, triamgular, eliptica, em L, etc., denomi-
nam-se secoes aerodinamicas instaveis. As forgas dadas pelas eqs.(9.6),
caracterizam as oscilacoes por galope, responsaveis por problemas de ins-
tabilidade em numerosos tipos de estruturas. Em geral, os momentos exter-
os 030 330 nulos, dependendo também das velocidades rotacionais 62’ éx e
8§ . Quando s0 estes iltimos termos sao diferentes de zero, fala-se em ins-
tabilidade por drapejamento. Nas situagoes mais complexas, hi acoplamento
entre os diferentes tipos de instabilidade serodinidmica. A introdugao das
expressoes para as forgas nas equagoes globais de equilibrio:

->

LR RN RS FEN N0 9.7)

conduz i
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g - + 1 * .
Hq#COQOKq-;pvoclq (9.8)
de onde resulta, com a --1-_970, a equagao:
2
=z ke -
Hq+(c°-ccl)qixq-0 (9.10)

Para a=0 o sistema (9.10) & estivel, em virtude das hipdteses
usuais referentes a M, Co e K. Interessa agora determinar o valor de
a partir do qual o estado trivial de equilibrio & instivel.

Um enfoque aplicavel no caso geral, consiste na obtengio dos auto-
valores complexos Bn da eq. (8.3), na qual A vem dada por:

-1 . -1
| (co cl) : N X
A= --.-...o..----.o.-:......... (9.11)
I . 0

Ko caso de sistemas de grande dimensoes, esse processo pode exigir conside-
rivel tempo de computagao. Porém, na pratica a verificagao da estabilida-
de pode as vezes ficar restringida aos primeiros modos de vibragao.
Denardim ‘et al's aplicaram o método de iteragao direta para calcular os
autovalores de (8.3), o qual resulta particularmente vantajoso na situagio
mencionada. .0 emprego dos Teoremas 5 ou 6 tambem constituem altermativas
interessantes no presente problema.

Observe-se que, numa torre com dois planos de simetria e o vento
orientado na diregao de um dos planos de simetria, por eiemplo Ox, entao
cos “xj =0 e cos L =1 para todo j. A matriz C, resulta entao diago-
nal. Se a matriz €, for tambem diagonal, com coeficientes diagonais coj'
€ condigao suficiente de inestabilidade:

1
:<—=p ¥V . A, C,. 5. .
Co; A PV, OJ 5 C13 para qualquer j (9.12)

0 resultado precedente & imediatamente aplicavel a sistemas com matriz de
massa diagonal, e matriz de amortecimento proporciomal a M:

- 4 (n w, -

v, > (9.13)

A, C,.
P 454 Gy

onde { denota a razio de amortecimento critico mo modo de vibragio m,
cuja freqiencia nao amortecida, em rad/s, & Wy
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e lnestabilidade estrutural sob fluxo supersdnico.

Considere~se que uma placa se desloca com velocidade vo em re-
lagao ao ar em contato com a mesma. O problema apresenta-se, por exewplo,
nas placas de revestimento da fuselagem de uma seronmave. Demotando com w
20 deslocamento normal i superficie média da placa, as pressdes p sobre
a mesma produzidas pela interagao fluido-estrutura sao dadas aproximada-

mente pela equaqiols’“:

p=3 v (9.14)
14 x
na qual B representa uma constante, enquanto U denota a velocidade rela-
tiva entre o fluxo e a placa. A equagao diferencial de uma placa de pouca

espessura, com referencia a um sistema retangular de coordenadas e:

2
bV v cEimiy. (3.15)
at at

onde D = Eh3112 (l-vz) e ¢ ¢ um coeficiente de amortecimento. Introdu-
zindo a eq. (9.14) em (9.15) obtem-se:

: 2
L} v Aw v
DV w+(c—l)—+ph—-z-nu—-0 (9.16)
o 3 ° x

Numa representagao discreta por meio de elementos finitos da es-
trutura em consideragao, ter—se-ia o sistema:

b4 b ->
qu(c-cs)q+(1-un)q-0 (9.17)

o qual E ¢ uma matriz antisimétrica e a um parametro proporcional a U.
0 problema parece entao anilogo a0 problema de perda de estabilidade por
bifurcagao do estado de equilibrio, exceto que a matriz H & agora anti-
simétrica. Conseqllentemente, o Teorems 4 nao & mais aplicavel, sendo ne-

cessario determinar os autovalores complexos associados 3 eq. (8.2) ou
(8.3).
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10. APLICAGAO DOS DIAGRAMAS DE FASE A PROBLEMAS NS0 LINEARES

Ja foi estabelecido que quando existem duas ou mais configuragoes
de equilibrio, as equagoes linearizadas nio sio apliciveis na verificagdo
da estabilidade do sistema. Existem numerosas estruturas que apreseantan
essa caracteristica, dentre as quais destacam-se pela sua importancia pra-
tica, os arcos abatidos, as ciipulas e cascas abacidas, e as treligas espa-
ciais.

O emprego dos critérios de Lyapunov mo caso de uma treliga plama

6 e por Riera & Freitas Paixio!’. o

simples @ discutido por Freitas Paixio
enfoque nao tem sido até agora implementado em relacio a sistemas com nume-
rosos graus de liberdade, nos quais a2 Unica alternativa atualmente viavel e
a integracao numeérica direta das equagoes nio lineares do mvinentol7. As
dificuldades inerentes na mesma serao ilustradas por meio de um exemplo.
Considere-se a treliga espacial com as caracteristicas geometricas indica-
das na Fig. 10.1. Todas as barras tem rigidez axial EA =
0 modelo dinimico admite massas concentradas nos nds da estrutura, cada
um com tres graus de liberdade, sendo que os nos 1, 2, 5, 9, 12 ¢ 13
apresentam restrigoes nodais totais. Poi empregado um 'procedi.mento de
integragao explicito (diferengas finmitas centrais) a nivel de elemento,
nao sendo em conseqliéncia necessiria a montagem da wmatriz de rigidez glo-
bal. O esquema permite também a.atualizagdo das coordenadas modais a cada
passo de integragao, sendo igualmente possivel a obtengao de solugoes apro-
ximadas para solicitaces estaticas. Com efeito, na Fig. 10.2 mostra-se
o deslocamento vertical do nd central, devido a uma cargs vertical concen-
trada aplicada no mesmo, calculado por meio de integragao numérica direta,
juntamente com a solugio estatica de Jagannath ‘et al". Ap;sar de nio
ter sido introduzido amortecimento no modelo numérico, a sproximagao & sa-
tisfatoria. A

A definigdao de excitagoes criticas pode ser comseguida utilizan-
do diagramas de fase. Sio indicados na Fig. 10,3 os diagramas correspon-
dentes a impulsos verticais aplicados no nd central iguais & I =15 e
16.5 kgm/s. O primeiro, ligeiramente inferior ao impulso critico, resulta
num diagrama que circunda somente o ponto de equilibrio A. 0 segundo, pélo
contririo, circunda os dois pontos de eqqiﬁbrio possiveis, A ¢ B. A per-
da de estabilidade acontece de maneira brusca, designando-se o fendmeno co~
mo  flambagem por abolhamento. Quando & considerado amortecimento, presen-

te em qualquer sistema real, os diagramas de fase nio sio fechados, cowo
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Pigura 10.1 - Caracteristicas geométricas da estrutura.
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Figura 10.2 - Resposta pseudc estitica da cUpula treligada & uma

carga vertical.
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Figura 10.3 - Diagramas de fase para cargas impulsivas.
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Figura 10.4 - Diagramas de fase de treliga plana sob curga passo unitario, com & sem amortecimento.
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ilustra a Pig. 10.4 para uma treliga plana simples sob a ag3o de uma carga
passo unitario. Para uma amplitude de carga Po =0.35 MN, o movimento re-
sultante & instivel, verificando-se que 4% de amortecimento critico estabi
lizam o sistema, que tende, para t +=, a0 ponto de equilibrio A.
Observe-se que a avaliagao da estabilidade exige a inspegio dos
diagramas de fase de todas as coordenadas generalizadas, o que pode cousti-
tuir uma tarefa muito dificil mo caso de sistemas de grandes dimensoes.
Usualmente sdo escolhidas coordenadas de “controle", resultando entac con-

digGes necessirias mas ndo suficientes de estabilidade.

11. CONCLUSOES

Foram apresentados os principios bisicos relativos 3 instabili-
dade do movimento ac redor de posicoes de equilibrio em sistemas estrutu-
rais discretos e autonomos. Particular eénfase foi dada i aplicagio das
equagdes linearizadas as quais permitiram, com pequenas alteragoes nos pro-
gramas de computagao existentes, a solugao de oumercosos problemas de ins-
tabilidade de interesse pritico. Mostrou-se também o emprego dos diagramas
de fase em problemas nao-lineares, em relagao a solugSes mumericas das equa
goes de movimento. Em ambos os casos, tentou-se relacionar os resultados

tedricos a aplicagoes em problemas estruturais.
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