
SII1ULACION DEL COI'lPORTAI1IEHTO DE SOL I DOS
ELASTO-VISCOPLASTICOS

Centro Ato.1CO Bariloche (Coaisi6n ~cion~l de Energi~
At6lllic~l,8400 ~, C. de Barl1oche, Argentin~

S. present~ el c6diqo VELPEF, el~borado par~ simular el
cOMPortamlento ter.a-el~atoviscoplastico de 10s s6lidos.

EI cOdigo es de a~lia aplicaci6n ya que con el pueden
resolverse problemas tecnol6gicos en cuerpos de geometria
general. con m~terl~les de diferente ce-portamlento, ya sean
elasticos, viscoelasticos, el~sto-pl~stlcoS, etc.

EI buen funcionamiento del proqraaa fUR c~rob~do medi~nte
la resoluci6n de problemas ClaS1COS en la literatura
corriente 6 de problemas resueltos en public~cl0nes
recientes par otros autares.

Co-a un c~so de mayor compleJidad, de aplicaci6n a l~
Ingenleria Nuclear, se re~liz6 un analisis de 105 efectos
termamecanicos que producen las ra~pas de potencia sabre las
barras combustibles, cu~ndo tlene lugar una lnteracci6n
pastilla-vaina en presencia de fisuras 0 "cracks" en la
pastilla de di6xido de uranio.



E1 cOdigo VELPEF es un progr~ma de ~MP1i.s
posibilidades de ap1ic.ciOn en 1a r~so1uci6n de problem.s de
creep, p1asticidad. viscoplasticidad y demas comport.mientos
dentro de la termo-elastoviscoplasticldad; con c~acidad de
conslderar geo-.trias gener.les. medias heterOQ&neos, medios
anisotrOpicos y aedios sin cantor-no.

El progr •• a ha side desarrollado dentro de las
siguientes hip6tesis SlMPlificativas

• Pequehas deforaaciones
* Ausencla de fuerzas inerciales
* Ues_copl.-iento terac.ec~nico
• lndependencia de l.s propiedades e1~sticas con la

temperatura
* Sin endureciaiento po..-defo,·••ac16n

Las ecuaClones gobernantes son las de elastlcidad
cl.~5ica. can defor_cione •• tE.-rmicas pr"Por-CJonales al
incremento de te~eratura. y la cOMPonente vlscoplastlca
regida po..-la ley constltutlva de PERIYNA.

se uti1iza el metodo de elementos flnltos como tecnlca
de discretizaclOn espacial, .~s un esquema de diferencias a
2 pasos de tiempo con un factor ol de interpolaclOn para 1a
integraclOn temporal. El sistema de ecuaclooes algebraicas
no Ilneal resultante en cada paso t•• poral. lie resuelve
mediante el algoritmo de Newton-Raphson.



EI progra.a VELPEF resuelve las tr •• tipos d.
ecuaciones basicas en la _c~ica del continuo :

* EcuaClones de equilibria
* Ecuaciones cine •.aticas
* Ecuacianes canstitutivas

Las ecuaClanes de equilibria y la. ecuacianes
cinematicas utilizadas son las carrespondientes a la tearia
de pequetlas deformaciones.

Si cr e•• el tensor de tensionas en un punto y f las
fuerzas aplicadas par unidad de valu-en, la15 ecuaciones de
equilibrio se expresan. omltlenda las fuerza. de inercia.
iref/',)

f = [f;]
Los subindices 1,2,3 expresan 1•• direccione. de los

ejes del sistema de coordenadas.

Las ecuaciones cinematicas relacionan las defar.aciones
t • con los desplaza.iento15 Jl (ref/{ I) :

l •• f(VAl + VT
• ) (r.:)

donde [~][" '.. ,..]t: En E21 U =
s-:/'r... En

Inicialmente, el cOMportamiento del .aterial se expresa
mediante las ecuaciones constitutivas. que vinculan en
esencia las tensiones can las deforlllaclones•. La
temperatura y el tie.po tambien pueden intervenir en est.
tipo de eCU.Clones.

Sa consideran probl •• as termomecanicaMente
desacoplados. par 10 tanto la temperatura es dato exterlar y
no inc6gnita.

Las ecuaciones (1.1) y (1.2) •••• la. ecuaciones
constitutivas, las condiciones de barde y las condiciones
inciales. permiten calcular las tres cantidades basicas en
la •• canica del continuo : tensiones, desplazamlento. y
defar_ciones.



Los .ateriales present.n basic.mente propiedades
elasticas, propied.de. viscosas y propiedades p}astlcas.

A .fecto. de compr~der los feno.&nos asociados a una
deter.inada propiedad, es comun hacer un estudio alslado de
la ~is.a, suponiendo un material ideal que presente 5010 la
propledad d._.d ••.•

Nor •• lmente .5 posible .proxiaar el coaportaaiento real
de un •• terial -.di.nte un material ideal, .s decir que
presente un. s61a de las tres componentes citadas. Sin
embargo bajo condiciones sever as de ,olicitaci~" c~ .ltas
teaperaturas 0 nlveles elevados de tensi6n, se hace
necesarlO tener en cuent. mas de un. propiedad para
aproximar acept.blemente el coapertami~tQ re.l del
•• teri.l.

Surgen as1 los modelos compuestos visco-elastica.
elasto-plastlco y elastO-V1SCO-plastico.

Alas propledades citad.s tambien se aqreqa la
capacidad de dllatacloo ter.ica del materlal.

Par. comprender ei funcionamiento de estos ~elos
cOMpl.jos, que no per eso dejan de ser -edelos ideaies, se
su.le r.pr.sentar a cada una de 1.5 propiedade. basicas que
intervienen ••diante un eleeento mecanico apropi.do.

As1, la parte elastica d.l cOMpert-.iento •• slmboliza
por un resorte, la viscosa per un pistoo, la plastica per un
elemento de fricclCn y 1. termica per una resistencla
terlll1 ca.

flc~..r,*
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Cada uno de estos elementos tien. su I-V constitutiva
que indica que deformaciOn experimenta fit funci6n de la
tenslon, la temperatura y el tie.po.

Los componentes individu.les pueden disponer •• de
distint.s maneras para formar el modelo compuesto,
resultando en consecuencia distintas leyes constitutivas.

As1 per eJempl0 puede tenerse un modelo visco-elastica
tipo serie, p.ralelo 0 mixto, CDGO se indica en 1. figura
siguiente :



_ .tle I"
~eri(

LA ley eonstitutivA del MOdelo eompuesto se obtiene
ee-binando la. leyes individuale. de cadA elemento.

Para el modelo serie (elemento de Maxwell)
t : Eft +- E,tr

Ee: eompon.nte el~stiea de la defer.aeion
E~: eomponente Vlscosa de la deformaciOn

Para el modelo paralelo (ele-.nto de Kelvin-Voigt)
<S'" .: .e ~If"

tensiOn sabre el elemento e14stieo (resorte)
tensi6n sobre el elemento viscoso (piston)

La tearta de estos modelos, eonocidos COMO modelos
r.alOgieos viscoela.tieo. e.t. concebidA dentro de hipOte.is
de linealidad. No obstante ello, puede extrapolarse en
ciertos ca.os l~ortantes a cc.portami.ntos no Ilneales.

El programa VELPEF utiliza un modelo
ter.a-ela.toviscop14.tieo no lineal. Es decir, consldera la
e~onente de dilataciOn termica y la componente el~stiea en
serle con un elemento viscopl~stieo paralelo.

Model 0
TerMO-elastoviscopl~stieo

Componente
termic ••

Componente
elastic ••

Component.
viscop14stica

La defer.aciOn total es 100 suma de la. tre. eomponentes
de defon.aciOn :



Las .cuaciones constitutivas para cada c~onente estAn
dadas por 1as si gui IIOte. expresi ones (ref I 1. I) I

-l tllOSQr de dilataciones t••••ica.
I tensor unitario de 2do. orden
• telllper.atur.a

t. ~ = b-L (i
b ten.or de elasticid.ad (de 4to. orden)
er tensor de ten.i ones

Par.a ~ se .adopt.a un.a ley del tipo Perzyna gener.aliz.ad.a
(ref/ln I

funci6n de fluencia
p.arametro de nor •.alizaci6n (>0)

W const.ante de fluidez
~ potenci.al pl~stico

Como funciones F y Q el programa puede utilizar las que
corresponden .a las leyes de Drucker-Pr.ager y Mohr-Coulomb,
qUE.'contienen C08lO illlportante. casos particularE.'s ..a l.as
leyes de Von-Mises y Tresca respectiva-.nte (ref/1/).

En el c.ase F=Q se tiene l.a plasticid.ad .asociativa (refl
.t n.

Tipo
exponencial

La versi6n actual del programa utiliza la funci6n tipo
Norton. La temperatura y su tasa telllporal entr.an



illpllcit&llMlnt. COIDO dAta en lA expr_i6n de f1 y no _ dAn
coma Arguaentos (desAcoplamiento ter.aeecanico).

Resuaiendo, la ley canstitutiva general del aDd.lo s.
puede expresar cc.o

~(i - i~ - i')
lA que _ obtien. directa_nte de lA hipot_is serie del
.-adelo, par derivaciOn teaparal.

El ~del0 termo-elastoviscoplastico presenta la
illportante ventaja de que, •• diante una elecciOn apropiada
de los parametros y constante. de la ley constitutivA,
pueden obtenerse los .adelos ideales de elAsticidad, creep,
plasticldad, 0 .-adelos cOllpuestos us sillples como
viscoelasticidad, elastoplasticidad, etc. (refill).

El problema a resolver par VELPEF puede enunciarse de
la siguiente _anera :

Dado un cuerpo de .aterial ter~-elastoviscoplastico que
ocupa la regiOn.Q. de contarno (' del espacia, sometido a un
siste-a de fuerzas

f = t (i,t) e••• (~f) £ .Q clo,11 fuerzas de
volumen

1 J (i,t) eM li,t) f (1(" -{o, '1 fuerzas de= superflcie

y • un de~l.az_lenta pr~ripta.. i (i, t) (i,t) f r.c[o,r]AI. = eoM

deteraainar el desPlazallliento.M(i,tJ, 1. defer_aciOn tot.llle,t),
lA .dilataciOn t",..ic. ~li,t) , la afar_ciOn viscoplastica .
l*(l,t}, Y lA tensiOn f(i,t', tal que satisfagan las sigull,nte ••
ecu.c:ione.

..
f = 0
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Can condicion~ de cantorno :
""(T. _ = f e••• i'i,t) E r,. .(l~rl

f r•• [~rl

~li,o) =
['" (i,.)

." (X)
= l.~(i):.0

l{i,oJ= .l,{i}

U{~O) = a: (X)

obt.nidA. ca.o soluci6n del corr.-pondiente probl •••.
ter.o-el~.tico en .1 in.tAnte t=O. (ref/'/).

f'r y r.• son 1•.5 PArt•• del contorno ,. doode .stan
prescript •.• 1•.•fuerz •.•y 105 d.spl •.z.aaientos
r.sp.ctiv •.••nte. Iii es el VltCtor nor••.l exterior •.r y i _ el
vector de coordenAdA ••

PArA r-alver el prGbl •••.plAnteAdo de. retiOlver_ el
.ist •••. (no lineAl) de ltCuAciones diferenciAleS: 10 cu•.l
s610 es po.ible d. h•.cer an•.litic..-ent. en c".os d.
geo•• trias y condiciones de contorno .uy senclllAs.

Es neees •.rio entonces reeurrir •.un•.t*cnicA de
discretizAci6n, tanto espACiAI cc.o t.-por.1, par. IlevAl'"e1
sist ••• de eCUACiones diferenci •.11tS (infinitos gr.dos de
lib.rt.d) •.un sist••• de ltCu•.cion •••. lgebraica. (nueero
lieit •.do de grAdos d. libert •.d), h.ciendo que de este-ado
el preble ••.resulte AfrontAble ••di•.nte Coeput.adcrA.

L•.discretizaci6n espACi •.l •• reallz" eediante .1
eetoc:tode ele_ntos finitos (I1EFI. L•.teepor •.l. _diante
diferenci •.s finit•.••

Un deSArrollo coeplltto p••..•.1•.ebtenci6n d. 1•.5
ltCuaciones discr.tlzad •.s _ d•.en refl 5 I. Se .encion.an
•.qui s610 l.s .xpresiones fin.les del •.lgoriteo eepl.ado,
que es el de Newton-R;aphson (refI 6 I).



t.-par~les. dv durACiOn
vl ciclo un" _ tienv vl
1ncogfl1t~s • " 6i I

Ie· lll"'1 = S'"b{et";-t A aT·) •. AI·
A~""' = }) ( 6 ,1'"' - At-1-- .A. AT"")

At (que puedv ser variablv). Para
sigulentv siste_ incre_nt~l. con

...Aa vector incr•••ntAl de desplAza.lentos nodAles
..., _I ••au ••u - u

B ••trlz de gr~dient.s de funcionvs de for•••
b .atriz de .l~sticld&d

JL .atrlz de coeficientes de dil~t~ciOn ter.lca
AI vector incre-ent~l de fuerz~s d. volu..n y de

superficie.
AT ,,~ri~ciande te.per~turA

~ t~sa de de+or.~ciOn Vi5Copl~stic~
.••• 1Il •••

(3 •• f> (1""~·i)

donde se &IIlPleaCOlQOArgu_nto d. (S el vAlar d~do por el
~l gar i tlllO at (ref / 1 f)

G"'-- <r" + at Af' 0" ot' {

En c~da ciclo _ r.-uelv. un _qu_a lter~tivo de
NeNton-R~phson. ParA 1. iterAciOn ~ft _ tiene :

I(~ ~ )/,1 '" 8T~().t t Q( at l?-llatP' t.A. 6T l' ¥j- 40--1 t A~

ihl
• (r t flit)!') .[8~'"-IIi/ - AlAT] t[l-{I +«.atl1-JJtiP

8T {1ft.t C( rJ l'yt B

El progra•• tA.ttientlene unA opcian de elllPlearun
.squ••a .odlflC~do en que 1a·••trlz de rigidez «' sa
construy. solo en la priaer. iter~ciOn de C~dA ciclo.
utillZ~dose esta .is_ en 1AS iter.ciones rest.ntes.



P.ra probar el carrecto funcion_i~to del progra _
_ r_olvieran .lgunos ej-.plos d. solucione ••tltCric.s
conocid •• 6 bi~ resuelto. prevl..-nte par otros .utore ••

Los probl •••• iln.lizado. fueran I

1• Creep ~ oiseo rot.nte
2. Esfer. huec. con presiOn int••..n.
3. TrACciOn en plac. p••..for.d.
4. C.vid.a cilindric.

Los .jemplos fu•••on _cogidos par. d.-ostrar 1••
••plia. posibilidades de aplic.ciOn del proqr.~a VELPEF ~
1. resoluci6n de proble.as de creep, plasticidad,
vi.copla.ticid.d; ~ .1 trat••iento de ~edios heteroqeneos V
en la capACid.d de r.solv ••..probl •••• ~ -aios sin
cantor-no.

L•• redes de .l_ento. finito. fu.ron 9Itnerad•• can
.1 progr ••• KUBIK (ref/j/) 0 con programas auxiliar •• cuando
se trata de rede. sencillas.

En .st. ejelllplos. pr_~ta el probl.- de cr.ep en
discos huecos que giran • velocidad const.nte.

Este problema tien. soluci6n exact. sOlo ~ el caso
de ley d. fluenci. de Tresc., no .51 en 10•• otros casos,
donde sol..-nt ••• posible obtener soluclones .proxi.ad •••

Aqui se .-pl•• 1. lev de flu.ncia d. Van 111-. V se
ca.paran los resultados con los obt~ido. par WAHl. ~ ref/lll
V que tambien pueden encontrarse en ref/1.l.

5e calcu16 la distribuciOn de t~.ion_ ~ un disco
hueco de r.dio int••..ior r•.••3.18ca V radio exterior r." 1:5.2
ca que 9ir •• un. velocidad de w = 15000rpa, con _s •
••pecific. e = 7.85 gr/clIl3.

~'"I
~----JFig 11.1 Disco rotilnte. L . _
I 1'lc.•••r--·--....r----- .-l5.t_t •• •.•

El espesor del disco •• de 0.2:5 ca. Se consid ••..•un
e.tado pl.no de t~.ion •••

Teni.ndo en cuenta 1. si_tri. de revoluciOn t.,..tode
1. geometria COIllOd. 1. carg. (1. fuerza centrlfug.>, el
e.t.do de tension •• r••loIlteelCi.ill*triCOI•• dKir qU.,
emple.ndo coord~.d.s cil1ndrica., 1•• Unicas c~~t •• no
nula ••• V 'r del t~sor de t~.ion_ son SOl~te



P~r~ 1~ discretizAciOn e.p~ciAl .e USA unA red de 37
e1.mentos y 76 nodos, con d~sificACi6n creciente hACiA 1A
zona interna del diSCO, tal coeo puede obs.rvArs. en 1a
fi9LarA 11.2

,.
'" I

to;

, .
«c

,.

La densificAci6n elinec••ar1A porque en 1A zona
interna e1 c-.po de tenliion•• v.,-ia auy fuertemente (como
l/r2) •• ientr~s Que 1AS funciones de form~ de 10s elementos
10 aproMimAn con funciones 1ineAIW$.

E 6.9 Kg/ca2~ = 0.3
k 4.4E-20 (seg*(kg/c ••2)" )-r
n = 4.0

~ tensi6n de flu.nci~ se t~ ~ui Y-O, ya Que se
trAta de un prob1eea de creep id•• l, es decir que .1
.At.rial fluye par~ cUAlquier valor de tensiOn.
En la fi9ur. 11.3 se auestr~ 1. distribuci6n de tensione.
est.cion.,-i~, observandose e1 buen grade de coincidenci. con
105 resultAdos obtlll'lidospor WAtL en lIUS trabajos sobre
creep en discos.

En este ej.-plo se eMp1ica coao es posible .iaulAr e1
cOMPorta.iento de un material el.sto-pIAstico, •• decir sin
creep, ••diante una e1ecci6n apropi~a de 1~ constant. de
fluidez ••••

Este cc.portamiento •• presentA, en generAl, en 10s
••tAleli cuando son soaetidos ,.cArgas por encima de 1. de
fluencia. EI c~lculo se re.liz~ sobre un~ esfer. de p~red
gruesa sa.etid~ a presiOn int.rn~. LA presiOn se v~
variando desde el v~lor en que .-piez,. I,.fluenci~ h~stA lA
cArga de colApso. pAra obs.rvAr IDS distintos 9r~ de
pIA.tific.ciOn y 1•• distribuciones de tension ••
corr.spondiente ••

fin.l-.nt •• e ,.•• Iiz& el mi.-o c.lculo paro
suponillndo que el ••terial es .1•••to-visccaplHtico (con IDS
.i_ dat.os eMcepto I,.conat-.te de fluidez), p..,.,.pod••..
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Fig, II.3 Creep en diaco rotante
Soluciaa eatacionaria



Dbaerv4lr a.1 la. difer-eia. de compart_iento ttntre ambos
_terial_.

En aMbos ca.os •• utili:a una r~ axisimetrica de 10
elementos y 22 nodos, como se indica en la figura 11.4

Fig 11.4 Red -.pleada
para la esfera hueca.

Radio interior
Radio exterior
MOdulo de elasticidad
Coeficiente de POisson
Tensi6n uniaxial de fluencia
Constante de creep

100Cl8
150cm
2.E7 kg/cm2
0.3
1000 kg/cAl2
1

En un material ela.to-plastico ideal (sin
endurecimiento por defonaaci6nl, la t.".i6n Rquivalente no
puede superar el valor de fluencia. Ade.~s, como no
preslIf'ltac:reep-;"'1'\O'~.voluciona en el tiempo; 6 mas
exactamente, el tiempo hace la. veces de simple parametro
(ref /2n .

Para loqrar este ca.pertamiento con el modelo
elasto-vi.copl~stico que utiliza VELPEF, debe
darse al elemento viscoso una alta fluide:. Es decir, la
constante de fluidez, w, de la ley constitutiva, debe tener
un valor suficientemente alto de tal _nera que al reciblr
el material una carga superior a la de fluencia,la ten~16n
que inicialmente e. abserbida per el resorte se rela.ie
rapidament. a su valor de fluencia debido a la alta fluids:
del pist6n. ,.

Si s. 11allla ~ ~.la presi6n aplicada para la cual
cDMienza la fluencia y f~ la presi6n para la cual la esfera
e.ta total.ente pla.tificada, puede definlr.e un radio de
plastificaci6n "c· tal que si

17 < r < c
c<r<r.

el compertallliento es elasto-pl~stico.
el comportami."to .s .l~stico.

La presi6n a aplicar para di.tintas relaciones c/~
est~ dada por (ref/%/l :

t: ~ y [3 ""(e.t,.J I- ( - (t,4c)3 ]
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Fia. 11.6 Eafera bueca con presiOn interna
Elasto_plasticidad



Fi,. II.7 Eafera haeca COIl preaiOll interaa.
Elaato_yiacoplaaticidad. Solucian estacionaria



En 1& figura 11.6 se muestra 1& distribueiOn de
tensione. cbtenid& para distintas relaciones e/r. entre c/r. •
1 (limite elastico) y c/r. • 1.~ (lf~ite plastieo 0 eolapSo),
comparandolas con las soiuciones exactas, que pueden
encontrarse en ref Ill.

En todos 105 casos la tensiOn equivalent. en todos
IDS nodos difiere de la tensiOn de fluencia en menos del IX.

Se realizO luego el calculo de tensiones y
desplazamientos para un -atarial e1asto-plastieo de fluidez
w • 33.3 I/seg. Los resultados obtenidos a .edlda que el
material va evolucionando en 81 ti~mpo coinciden ~y bien
con las soluciones exactas, con algunas diferencias en la
tensiOn circunfereneial ~

£1 tiempo caracteristico es de 1.5E-6 seg. PAra t ;
1.E-5 seg (fig 11.7) las tensiones han aleanzado
practicamente el valor estacionario. Sa observa que ••
l1ega a una solucibn distinta que en el caso d.
elasto-plasticidad, ya que en un _terial
elasto-viscoplastico la tensiOn equivalente puede sobrepasar
la de fluencia.

Como un segundo ejemplo en elasto-plasticidad se
resolviO el problema de una placa con una per-foraciOn
circular en el centro de la misma, soaetida a tracclOn en 1&
direcci6n »y» (fig lI.B).(ref 110, HI) I

FIG. ILB
Placa Perforada.

Debido a la simetria de la figura, sOlo s.
toma para el analisis la zona rayada. Las constantes
el·asticas utilizadas fueron I

E • 7 ES kg/cm2
" 0.2



.iendo ~ 1. tensi6n de trACci6n ••.plicAd.. En la fig 11.9
s. muestra la red utilizada junta can 105 puntos de
integraci6n plastificados, pAra un nivel de carga de r =
1.01

La cArgA se ••.plica en un sOlo increMento y se deja
evo1ucion ••.r en el tie~o (que h&ce de si.ple p&r~etro)
h•• ta que 1.10 tensiones en 1010 puntas pl&stificAdos relajen
al VAlor de fluencia.

Se obtuvo que, c~ es conocido, 1••.pl.stificaci6n
c~ienza en la zonA del borde de 1••.perforaci6n, a 90 grades
con 1a direcc16n de AplicAci6n de 1& carga. A medida que se
Aumenta el nivel de c&rqa la pl.stific&cioA se VA
expandiendo hacia e1 resto de la pl&ca.

Para r = 1.01 (fig 11.9) la zona plastificada ha
&lc ••.nzAdo el borde exterior de lA placa, denominandose este
valor de carga COMO cArga de colapso.

Para cargas superiores a la de colapso se establece
un estado estacionario que fluye con campo de velocidad
constante en .1 tiempo.

En este ej.mplo se prueb ••.la capacidad del programa
de resolver problemas en geometriAs sin contorno mediante la
utilizacien de ele.entos infinitos; y la capacidad de
resolver problemas heterogeneos con distintos materiales y
distintos tipos de el ••• ntos.

Como primer ejempl0 •• r•••.liz6 un calculo elastico de
tensiones en una cavidad cilindrica que se extiende en un
medio infinito homogeneo y a la que s. aplica una pres16n
interna p = 14250 kN/m2.

La soluci6n exacta de este probl •• a puede ebtenerse
del problema de un cilindro infinito con presien interna,
haclendo tender e1 radio exterior a infinito. De este modo
se Dbtlene facllment. :

L••.red utlliz ••.da consiste de un elemento infinito d.
4 nod~ y 4 puntos de lntegrAcl6n, COlMJ 5e .-uestr•. en 1•.
figura 11.10



Fi,. 11.9 PlaatificaciOn en placa perforada
r= 1.01
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Fig 11.10 Red par.
el problema homogeneo.

IE:& }.ft, Et kllf,.,tV.. ,1.1 S

El elemento infinito tiene funciones de forma del
tipo Air donde A e. el coeficiente de c.1da MUltipolar V que
•• calcula como (ref4~)

siendo r. y !j las longitudes lndicadas en la figura 11.10.
CoMo se observe en la tabla 11.1, la solucion

Obtenida es exacta (salvo errores de redondeo), va que las
funclones de forma aproxl~an exactamente _I campo de
desplazamientos (pues tiene el .isao tipo de funciOn).

-------------------------------------------------------
3.0 -14230: -14250: 14230:14250: 0.2137 0.2138
4.0 - 8015: - 8015: 8015: B015: 0.lb03 0.lb03
5 ..0 - 5133: - 5130: 5133: 3130: 0.1282 0.1283
b.O - 3Sbb: - 3563: 3Sbb: 3Sb3: 0.10b9 0.10b9
7.0 - 2b21 : - 2617: 2621 : 2617: 0.0"11b 0.0910
8.0 - 2006: - 2003: 2006: 2003: 0.0802 0.0802
9.0 - 1585: - 1583: 1585: 1583: 0.0712 0.071:':;
10.0: - 1284: - 1283: 1284: 1283: 0.0641 0.0641
20.0: - 320: 320: 320: 320: 0.0321 0.0:321

Cabe destacar que en c.so de utilizar elementos
isoparametricos cow~es (como se hizo primeramente), ademas
de ser necesario discretizar con -uchos elementos y hasta
grandes radios, se obtiene una soluciOn .uy pobre, ya que
las funciones de for •• en este caso son lineales. Esto
implica ap~xi •• r una funci6n tipo llr (IDS desplazamientos)
con una recta V otra l/r2 (tensiones) con una funciOn
constante (ya que," es plapDrcional a duldr ).

Co~ segundo ejemplo se present. el problema de una
cavidad cillndrlc. en un ~edio infinito heterogeneo; como se
-uestra en 1. figura 11.11, en representaciOn .xislmetrlca.



Fig 1'.11 Medic
het.,..ogeneo.

I
I
I--r-- -,
~_l': -_..------l... ~

I ~(u/•••,): ." I "1 '~l) : '" '-" I rt...,J:-------------------------------------------------:: KateriAl 1 : 2.SE8 : 0.25 : 10000 : I.E-4 : O.~ :
: Material 2 ; 2.5E7 I 0.25 ~ ooסס1 ; 1.£-4 : 5.0 :

Se cAlculo lA soluci6n elAsto-viscoplastic&
estacionari& para comparar resultados con IDS obtenldos par
MARQUES-OWEN en ref/~, de donde fue eKtrAido este eje&plo.

Los prObleaas heterogeneos presentAn 1& dlfieultad de
poseer distintos tiempos caract.,..lstieos.c~ puede verse ~
en la tabla 11.2. Estc implica que en esquemas e~pllcltos(~ = 0) es necesario tamar un paso teMPorAl ~ -.nor que el
tieapo cAracteristico MAs pequeNo, para lograr la
convergeneia. Si se quiere usar ~ mayar.s debe eMPlearse un
esquema implicito, con un costo mayor de tiempo de caleulo.

En el presente trabajo se utiliz6 un esqu •••
expllcito y el criterlo de fluencia de Tresea.

LA red utillzada se mu.stra en 1& fiqurA 11.12
I
I

:-~~---~~III1=...II I=-
1-- ._~~----o~ ,...
I
I

Consist. en unA discretizaei6n fina con elementos
cUAdrilateros de 4 nodos abarcAndo lA zona del materiAl y
un e1emento infinito en lA zonA del materlal 2.

En lA figurA 11.13 se grAficA 1a soluei6n parA t-
~seg, en que lAs tensiones han AicAnzAdo practicAmente su
VAlor estAcion&rio. Se obtuvo una muy buena cOlncldenciA
con 1& soluci6n &nalftica hAlladA por HARQUES-OWEN.
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Fig. II. 13. Cavidad cilindrica. SoluciOn ,·WcODla..tica eatacionaria
Analitico (Marques Oven)
llmentc. finit~



Como aplicacian del prograaa VELPEF a un problema
practico en lngenleria Nuclear, se presenta una siaulaci6n
del co~orta.iento ter.omecanico de una barra combustible de
di6xido de uranio, con flsura. radiales en el pellet. cuando
se soaete a ra~as de potencia.

Para este prop6sito se utiliz6 un aodel0
bidieensional con propiedades vlscoelastica. en la pastilia
y propiedade. elastoplasticas en la valna.

El proble.a es de interes para el estudio de la
concentraciOn de tensione. en la valna produclda por
"cracks" en la pastilla cOlllbustible, y para una _jar
comprensi6n de los efectos de la interaccian pastilla-valna.

Constituye, ademas, una util experlencia en el
tratamiento nuaerico del fenoaeno de creep en la pastill.
combustible.

Las propiedades de creep del di6xido de urania
depend en en for •• no lineal can la tensiOn y auy fuertemente
(exponencialmentel con la temperatura.

El a&plio espectro de tensione. y temperaturas
existente en la pastilla en condiciones de potencia. hace
que el fen6meno de creep sa produzca con una enorme
diferencia de tiempos caracteristicos en distlntos puntos de
la pastilla. Esto hace al prebleaa muy dificil de tratar
desde el punta de vista numerico.

En este trabajo se consider6 la variaci6n no I1neal
del creep can la tensiOn, pero tomando una temperatura
promedio representativa de T = 1600 K.

Los resultados asi obtenidos permiten tener una
visiOn aproximada de los efectos que producen ra&pas de
potencia en barras combustibles.

Este calculo ha de servir coao base para uno
posterior en el que se considere la dependencia de las
propiedades de creep del UGt con la temperatura. Esto
requerir~ la utillzaci6n de tecnicas de calculo "s
poderosas coaunmente usadas en el tratamlento de problemas
"Stiff" (ref/#'tll.

Las caracteristicas del modelo utilizado pueden
r•• umirse en 10s siguient •• puntos :



pAstillA 6 fisurAs r~iales simetricAmente distribuidAs,
como 5e muestrA en lA figura 111.1
b) lensiOn plana.
c) Pequehas deformaciones y desplazamientos.
d) Conducci6n del cAlor no lineAl.
e) Criterio de plasticid~ de Van-Mises en la vaina, sin

endureclmiento par deformAciOn.
f) PropiedAde5 viscoel~sticas no lineAles en lA pastil la,

utilizAndo la ley de PerzynA, para una temperatura fiJA
de 1600 K.

g) El contacto pastilla-vAinA se produce A una potencia
lineal de 450 W/cm. Desde aqui sa deja actuar lA
relaiacion viscoel~stica durAnte un perido de 1 horA y
este estado se toma como partida para IDS c~lculos
transitorios

h) Una vez alcanzado el contaeto pastillA-vAina, a-oos se
mueven so1idariAmente.

i) Se desprecia e1 efecto sobre lA vaina producido por lA
dlferencia presi6n interna y externa.

J) Temperatura constante de 500 C en la superfieie exterior
de la vaina.

k) Depresi6n parabOlicA del flujo neutronico.

El modelo fue extraido, con algunas modificaciones,
de refA51, donde se conslderaba una ley lineal para el creep
del UO~ y temperatura fija de 1600 K.

La inclusion de una ley no lineal de creep implica
tratar con tiempos caracteristicos diferentes en un .ismo
material, dependiendo del valar d. tensiOn. S. hace
entonces imprescindible adoptar un .~uema implicito de
integraci6n temporal para lograr lA convergencial con el
consecuente aumento del tiempo de c.lculo.

La red de elementos finitos consiste d. 1600
elementos triAngulares de Courant y 8&1 nodos. Como puede
observarse en la figura 111.2, se hA dividido la red en 5
regione5 : vaina, gap, fisura y dos regiones parA lA
pastilla. En el presente trabajo estAs dos ultimas regiones
5e tomaron de un mismo material, pero tambien es posible
considerar diferenclas de propiedades del UOz entre las
lDismas.

5e anallZO el CASO de un AU.ento d. potenciA de X =
450 W/cm (1007. de potenciA nc.inal) A 't •• 600 W/cm (1337.),
situaciOn que podria corresponder a una eyecciOn accidentAl
de los el.-entos de control. El crecimiento de la potenciA
neutr6nica puede ser representAdo en este caso (ref/U/) por
una rampa lineal de duraciOn muy corta «2seg). En este
cAlcul0 se utilizo una rampa instantaneA, que carresponder!a
a la sltuaci6n ,-eal y otra lDUy lenta de durAci6n 10.in, para
poder deterlalnAr e1 efecto que tiene lA velocidad de rampA
sobre la vaina.

Las distribuciones de temperaturas carrespondiente al
.stado estacionario para 1 = 450 W/c. fue cAlculada con el
progr ••• NOLICUARM (ref rltl 1~ .ientr •• que 10. ~'l~ulQ.
transitarios 5e realizAran can el progr ••• CTRl (reflli I).
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Una descripcian co.-pleta de loti datos ge64Aetricos y
propiedades de aateriales puede encantrar.e en ref/~/.

Se dan aqui las constantes de creep utillzadas para
el U02 ' e~traidas de ref/HI

n 4.4

Fe = 1.986
[T) en K I
(kJ en lh*lpsi )/f." )-

Se toma T = 1~OO K c~ temperatura proaedio en la pastilla,
resul tando :

k = 2.01 E-22 lh * IpsUte.' )-1= 7.2 E-21 Iseg*lkg/clll')<Il..,)-t

Las condiciones de borde especificadas consisten en
condiciones de Dirichlet ltemperatura cte. de la pared
externa de la vaina).

La generaciOn de calor en la pastilla es la unica
accibn termomecanica e~terna.

EI pri •• r paso fue calcular el estado inicial de
partida para los calculos transitorios. En la figura 111.3
se Observa una distribuciOn radial en un plano intermedlo
entre 10s pIanos de sillletria de la tensiOn equivalente
correspondiente a la soluci6n elastica para X = 4'50
W/cm.IVe •. fig. 111.6 para una distribuciOn de tenslones en
toda la barra). Al deJar actuar la relaJaci6n
viscoelastica, se observa una transferencia de tenslones de
la pastilla hacia la vaina, como puede apreclarse en la
fi gur a III .:5 •

Al cabo de 1 hora, se observa en la 111.4 cOmo.e ha
de.cargado y a la vez uniformizado, la distribuciOn de
tensiOn en la pastilla.

En la vaina, la tensiOn es mayor en la parte externa
de la .isma, por 10 que se espera que, al elevar el nivel de
potencia, la plastificaciOn se produzca desde afuera hacia
adentro de la vaina. Sin embargo la presencia de la fisura
tambien introduce concentraciOn de tensiones en la parte
interna, como se vera en las figuras siguientes.

El estado corre.pondiente a la figura 111.4 se tome
como partida para 10s calculos transitorios.

Se estudiO para cada rampa, la evoluci6n temporal d.
1••• lguiente. v.ri.ble. ;
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_ TeMperatur. en el centro de I. p.still.
Oesplaza~ienta r.di.l exterior promedio
Presi6n en Itl centro de 1a p.sti11a

_ PresiOn -edia de cant acta p •• tllIa-v.in.
PiastlficaciOn de Ia vaina

Par razones de espacio s610 se ~estra Aqu1 la maxi ••
plastlficacl6n alcanzada en ambas ra"'Pas (figs. 111.7 Y
111.8). Las descrlpcion •• y graflcos de las deMas variables
pueden verse en el tr~aja orlglnal (ref/5/).

De 10s rRSUItadas obtenldos pueden _ncion.rse Ias
siguientes conclusiones (ver tambien refl5/)
* La temperatura en el centro de I. pastilla alcanza un

valor de ~182 C, por 10 Que no ocurre fusi6n del UOt (Tf =
2800 C).

* Las otras variables experilll&mtan en general Ias siguientes
etapas durante su evaluciOn :

Incremento lnicial producido par Ia ra"'Pa de potencia.
Alcance de un valor lIlaXilllo.
RelajaclOn producida por efectos vlscoeiAstieos y
reacomodamiento de tenslones.

* La primera zona en plastificarse correspond. a Ia parte
interior de la vaina prOxima a Ia fisura. Esto, como es
conocido, es debido a que 1a fisura tiende a abrirse con
el aumento de potencia y encuentra Ia oposici6n de la
vaina.
Se observa tambien una Illayor plastificaci6n en Ia parte
externa, como se supuso anteriormente al observar la
f igur a II 1.4 .

* A pesar que la raMpa de 1.) min es extrelllada.ente Ierlta
(impllca un ritmo de crecimiento de O.057./seq. cuando 10s
mas lentos usados en operaci6n normal son (refd6;) de
aproximadamente 0.27./seg). se observa que se alcanza
practicamente la misma plastificacl6n que para la rampa
instantoilnea.
Igualmente, la deformaclOn residual en la vaina, definida
como la deformaciOn remanente al enfrl~ hasta temperatura
amblente (ref/'~/1 es practlcamente Ia lIli.ma (ll 4"') para
a.lIbas rampas

La poca variaci6n en el estado llleC&nico producido por
ambas ra"'Pas es explicable per el hecho de que Ios efectos
de creep en Ia pastilla no han tenido tieMpo de actuar.

Para la temperatura escogida (1600 K) y Ios valores
de tensiOn en la pastilla (que parten de un valor "lIlediode
900 kg/cm2 en el lnstante lnicial y Ilegan a un .~imo de
1500 kg/cm2). se tiene un tiempo caracteristico maximo
lcorrespondiente a 900 kg/cm2) de 2.7. h Y uno minilllO
lcarrespondiente a 1500 kg/cm2) d. 28 1Il1n.

Esto permite suponer que en rampas ca.Unm.nte usadas
en Ia operaciOn normal de reactores, 105 efectos del creep
en Ia pastilia combustible de UO~ se hacen notorios 10610
para altas temperaturas, y tendrian Iugar prlncipalmente en
la zona central de la pastilla.

Cabe de5ta~ar .demA~ 1. fuerte dRpendenci. del creep
con Ia temperatura, COlllOpuede apreciarsa en Ia tabla 111.1
donde se dan Ios valores de la constante k para diferente.
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1!500
1600
1700
1800

4.1E-22
7.2E-21
8.3£-20
7.9E-19

Sa observ~ que con un aumento de s6lo 100 C -.l l~
tenper~tur~, el ritmo de creep (proporcionAl ~ kl ~umentA en
un orden de ~agnitud. De la distribuciones de temperaturA
existentes en 1a pastilla (que varian de 800 a 2200 CJ se
infiere que 105 efecto. de creep durante l~ duracIOr, de las
ramp •• son muy gr.ndes en 1a zona central del pel 1et y...•
prActicamente despreclables en la zona periferlc ••

Como se seha16 .1 comienzo de este trabajo.
resu1taria de gran interes agregar a este .odelo l~
dependenciA del creep del U01 can la temperatura, previa
modlficaci6n del programa para hacerl0 mAs eflciente en el
tr.ta.iento de probl_as "Stiff".



I 1/. L. MALVERN In~roduction to the Mechanics of a
Continuous Medium Prentice-Hall. New Jersey. (1969)

I 2/. E. TAROCD - R. FEIJOO Viscoplasticidad y su
for.ulaci6n variacional. 11 Escola de Matematica Aplicada.
Vol. 2. Lab. de Calculo-CBPF. RID de Janeiro. (1980)

I 3/. O. ZIENKIEWICZ Visco-plasticity, plasticity and
creep in elastic solids. A unified numerical solution
Approach. Int. J. Nu•• Meth. Engng. 8, 821-845 (1974).

I 4/. E. PEDEHONTE Trabajo especial de lngenieria Nuclear.
1~/1984 Coaisien Nacional de Energta Ato.ica

I 51. S. FELICELLI TrabaJo especial de lngenieria Nuclear.
1984/1985 Comisi6n Nacional de Energia AtOMica

I 6/. T. HUGHES - R. TAYLOR Unconditionally stable
algorithMs for quasi-s~atic elasto/visco- plastic finite
ele.ent analysis. Comp. and Str. 8, 169-173 (1978)

I 71 M. SNYDER - K. BATHE A solution procedure for
thermo-elastic-plastic and creep problems. Nuclear Engng.
and Design, 64, 49-80 (1981)

I 8/. S. PISSANETZKY "KUBIK An automatic
three-di_n ••ional finite element _sh generator".
Num. Meth. Engng., 17. 255-259 (1981)

I 9/. WAHL - SANKEY - MANJOlNE - SHOEMAKER Creep tests of
rotating disks at elevated teMperature and ca.paricon with
theory. J. Appl. Mech. Trans. ASME, vol. 76,-225,

°1954.

110/. O. ZIENKIEWICZ The Finlte Ele.ent Method in
Engineering Science. Me. Graw-Hill, London (1971).

111/. F. G. BASOMBRIO - G. SANCHEZ SARMIENTO "PLASTEF
A code for the numerical simulation of thermoelastoplastic
behaviour of materials using the finite element method".
Nuclear Engineering and Design 49 (1978) 231-241.

112/. S. PISSANETZKY An infinite element and a formula for
n~ical quadrature over an infini~e interval. Int. J.
NuM. Meth. Engng., 19, 913-927 (1983)

113/. J. MARQUES - D. OWEN Implicit-explicit time
integration in quasista~ic elastoviscoplasticity using
finite and infinite elements. Comput. Meths. Appl. Mech.
Engrg. 42, 167-182 (1984)

114/. 6. BEAR Nu.wri~.l Initi.l Value Problems in Ordinary
Differential Equations. Prentice-Hall, New Jersey. (1971)



115/. F. G. BASOHBRIO Simul&tion on the thermoMechanic&1
effects originated on •.fuel pin with. cracked pellet by
different power ramp velocities, using & two di.ension&l
finite el••ent model. Nuclear Engineering and Design 74
(1982) 247-252.

116/.
KfK.

Institut fur M&teri&l und F.stkorperforschung 111.
COMUnicaciOn interna.

117/. F. G. BASOMBRIO - 8. CRUZ Infor_ OlEA-NT 30/78,
Comisi6n Nacion&l d. Energ1. AtOMica.

118/. F. G. BASOHBRIO - G. SANCHEZ SARMIENTO ResoluciOn
num~ica POI' .lementos finitos de problemas no lineale. de
difusiOn dependi.nt.s del ti.-po. COdigo CTR1. Revista
SIGMA (Chile) 5 (1979) 37-53.
119/. F. G. BASOHBRIO Effects of the power ramp velocity
on a fuel pin within a two- dimensional simplified
thermoelastoplastic model, using the finite element ••thod.
Primarbericht PSB-8er. 1537 (Kl. 11).
K.rnforschungszentrum Karlsruhe (KfK) (Diciembre 1981).
120/. W. ERNST - H. RITZHAUPT-KLEISSL Vorschlag zu.
Einbau eines Modells zur Beschreibung des sekundaren
Kriechens von (U,PU)-Hischoxid in ein Brennstab-
Rechenprogram.. Pri••••.b.richt PSB-Ber. Nr 1413 (Kill).
KfK (1980).


