
Comoalternativa de anilisis d. las estructuras pri •• lticas de li
.!nas pleqadas •• pc'esenta un aitodo que al i9'1al que el .etodo de Ti.';
ras Finitas r_liza la •• paraci6ft de variables .edianu un desarrollo
en sarie de Fourier en la direcci6n lClneJitadinal. pero en c.mio __
plea en la direeci6ft tran_ersal .c>luciones de las ecuaciones de la
elasticidad. De est • .anera no •• preci.c> dillCretiaar la eBtructura
y los iiniC08 qrados de libertal! resultan aqueUos de laB ariBtas 9-
metricas. La conve~encia se lOCJraincr_tando 8610 el nu.ero de
modos.

Se pc'e88llta una forllUlaciSD caapleta del probl •• y del _todo de
re.c>luci6n. Las funciones de iJlt:erpolaci6n. _trices de ri9idez y
vectores de c~aabten.14os •• .aplicitall par ccapleto en los a~-
ces.

An alternative approach foe the analysis of folded plate
structures is presented. As in the Finite Strip _thod. Fourier
expansions are used in the axial direction in order to sillplify the
equations, but then exact BOlutionBare used in the transverse
direction. In this _y it is not neeessuoy to diacretize the
structure. Only the displac_ts at the intersection of the plates
hold as deqr_s of freecto.. c~_c. is r_ched by increasinq
the numberof l0ft9itudinal -odes.

A ccnplete foraulation of the probl_ and BOlution procedure is
pres_tad. The base functions. stiffness _trices and load vectors
are explicitly gi_n in the apendic.s.



Las estructur.s pcism'tic.s de pared de1ga4&de seeci6n poligona1
_ extenaamente usAdas CaBOconjuntos autoportantes pues constituyen
una e1eeci6n de ccapralliso 6ptima entre 1a a1ta efieiencia estructura1
de 1.s eucaras curvaa y 1. faci1idad de con.trucci6n de solucionas
••• robustas.

Los metodos de anilisis usual •• de este tipo de astructura. pue-
den c1asificarse en tres grupoc.

£1 prt.ero caaprende la teor!a de vig.s y 10s dencainado. metodos
ordinarios. Loll resultados que se abtienen son en general de dudosa
pceeisi& (1) •

£1 sequndo qrupo inc:1uye a1 Mtodo de E1_entos Finitos, extensa-
aente desarrollado, y e1 metodo de Tir.s Finitas (2). Ambosson suma
aente confiabl •• pere a costa de un e1evado n6aero de grados de liber=-
tad neeesario.

A 1a par de estes existe un conjunto de metodos que emp1ean solu-
cion.s ex.ctas de las ecuaciones de 1a teor!a de la e1astieidad que ri
gen e1 camportamiento de eada p1aca para plantear con el1as 1a compati
bilidad de desp1azamientos de toda 1a estructura (3-5). Estos metodo'S
requieren un m!nimo nGmerode grados de 1ibertad (tan s610 10s de 1as
aristas g-etrieas de 1a estructuras) pero presentan e1 inconveniente
d. 1a obtenci6n de solucion.. particulares (dependientes de 1as carqas
sabre cada placa) tambien _actas, con suficiente genera1idad para fi-
nes prkticos. Par ea• .ativo en ocaciones ae ha ignorado esta rea-
pue.ta, CaBO10 hAcen en general 108 .etodos del segundo grupa, obte-
niendo 1a COIlVergencia-.cliante una reducci6n en e1 ~o de loa e1e-
.entoa, al i9\1al que aqu.llos. (V"ae sin eabarqo la ref. (6), que in-
troduce una aoluci6n particular al atltodo de Tina Finitaa)

£1 present. trabajo ae encuadra en eata ultiaa l!nea de &nilisia.
Luego d. una foraJlaci6n COIIIpletad.l prob1-., ae d.sarro11a e1 pro-
cedt.iento d. r.so1uci&, exp1icitando 1a. _tricea de rigidez correa-
pondientes. se halla llMqo una soluci6n particular exacta para un ..-
plio eapectre de eatades d. carga.

Un progr_ que !apl_enta e1 el8lDento as! abtenido (que lIode1a
una placa ccapleta de' la estructura) ha aido desarro11ado par .1 au-
tor.



5e consideran estructuras for.ada. por placas plegadas de ari.tas
r!qidas. de material elasUco. lineal, homoq6neo e is6tropo con apoyos
de tipo t!mpano en los extrSlOS linfinitaaente dqidos en au plano.
infini tamente flexibles en cSi.recci6nnormal al mismol. Se supone que
105 de5plazamientos son pequeno. comparados con las dimensione. de la
estructura.

El estado de equilibrio estltico pIlede obterlerse mediante el prin
cipio de m!nima enerq!a potencial total. El cambio de enerq!a entre -
el estado sin deformacionesni tensione. y Qft estade arbitrario pIlede
escribirse:

M
r T

s-' s

donde It es el nGmero de lainas planas que componen la estructura. M
es el niimero de aristas de la ai_. n es la enerq!a potencial total
de la placa r-esima y T •• el potencial de las carqas actuantes so--
bre la arista s-esima. s

Para escribir las componentes de los campos tensoriale. involucra
dos en esta ecuacion invariante se eliqe un sistema de coordenadas qlo
bales X. cuyo primer eje coincide con 1& direcciOn lonqitudinal de -
la estru!tura y un sistema de coordenadas locales x en cada placa,
obtenido del anterior mediante una rotaciOn alrededo! de X seqUn
muestra la Fiqura '. en la cual se especifican tambi6n las '_qnitudes
que definen la qeometr!a.

Se consideran estados de carga siJMitricos respecto al planox, • L/2.

Para cada placa se Uene



cIonde se ban exl;»licitado las contribuc:ionea membranal y flexional a 1.
enerq{a. Rij, lIij son loa esfuerZOll y IIClIIIentosresultantes en el
eapesor B de la placa, £i ' Xi la. defo~ciones y cam-
bios de curvatura correspondientea, j Pi ' j ~3 la. carqas par unidad
de area de la placa, f la carqa de compresion pur unidac:lde 10n9itud
de 10s extr_ X,- O,L, 0i' U3 loa deaplu_ientoa y A repre.enta
el irea de la placa.

En estaa y en el resto de 1.. ec:uac:iones tcdos loa Indices van de
1 a 2 SAlvo menc:ilSnexpUcita.

donde F , F3 ' C son !as cargas y ••• ntos por unidad de lonqitud
de la ariata y °1, U3 ' , loa desplaz_ientos y giros res~t1voa.



La condiei6n cIeequilibria de la estructura se obtiene anulando
la pE'iaeravariaei6n de la ene~!a:

II ._
t T (U) &0 • 0

s.1 s

n; (ii) .su • I Mij 6£ij 4 A-

A

+ I "ij 6~j cIA -. I P3 ~3 cIA
A A

L

I( ri 6Ui + F 3 4U3 + C 6, ) d X1
o

Del espacio de todos 10. desplaaa.ientos virtuale. U involucra
do en Ia ecuaci6n _(06) se tomapara cacla r el subespac:ioconstitui:-
do par aquelI08 6 Uo nulo. en todo el dcainio de la estructura salvo
en el interior y SOl»re 108 extr-.os cIe1&plae. r-e.iaa. Ad una caD-
dlei6n neeesaria para el equili~io result.:

n '(u) 6u • 0
r 0

y ean cite luDelpicio 01 luficicntc para qarantilAf la valide~ del
TearemaPunamentalde Clleulo de VariaciOlles:1&ecuaeioo (09) escrita



que lueqo de inteqrar por part •• una vez: en el primer sUlllandoy doe
veces en el cuarto resulta:

- !<Rij•j + Pi) 4ui d A - !<Mij•ij + P3) &U3 d A
A A

<nOtese la ausencia de inteqrales de contorno sObre las aristas produ-
cidas por las inteqraciones parciales a causa de la condicion impuesta
a 105 deaplazamientos virtualea)I e. equivalente ala. ecuaciones

que deban satiafacerse en el dominio de la placa junto con la condi-
ciOn de equilibrio en 10s extremas:

dODde ~. D son las riqideces ~anal y flexional respectivamente,
&ij es La delta de ~onecker yVes el M6dul0 de Poissoq, tenemos fi-

nar-nte.



La dependenci. con 1. coordenad. Xl de desplazamient08 y c.rqas
se desarrolla en series de Fourier obten elldo:

1a suma se extiende de n. 1 an· -. El termino U,0X'O perm~t4
ra satisfacer la condici6n de borde en 105 extremos (17).

Considerando l.s condiciones cle v!nculo en 108 extremes y 1. st.e
trra respecto al plano X,. x.l2 la. funciones de 1&base ortonormal-
resultant

X'n (x,)
./2'

x,) ('9)L co.(a

X2n(x,) • X3n(x,) .If sen(a x, ) (20)
L

donde Q = (2n - 1/ W!L

La primera igualdad de la ecuaci&l (20) asequra el caracter vec-
torial de cada mododel desarrollo: Los desplazamientos globale.
U, , U2 ' U3 tendran un desarrollo similar a1 (18).

sustituyendo las series (18) en las ecuaciones en deriv-S •• par-
ciales (15) (16), II\lltiplicando respectivAIMIlte lOr X, , X2 ' Xlne inteqrando entre 0 y L se Obtiene par. cada n el Distemi de
ecuaciones diferenciales ordinari •• :

It 2
2 ( -(' - V) uin + 2 Q u'n - (1 + V) Q uin ) • P,n

It ( _ 2 u. + (' _ V) .2 U2n + (1 + V)2 2n u·'n ) • P2n + P20

o ( IV _ 2 a2 u •
113n 3n

las derivadas son respecto. x2 y el draino de c&rqa adicional P20
~oviene del suaando u'OX,0 de las (18) y represents el efecto de
1. carqa axial en 108 extr8llOS.



La soluci6n del sistema homoqeneo asociado al (21) se obtiene
transformandolo mediante un cambio de variables en un sistema de pri-
mer orden de cuatro ecuaciones. Los autovalores de la matriz asociada
pueden obtenerse en forma anal!tica y resulten iquales a ±a con multi
plicidad 2. Tambien es posible obtener los autovectores asociados y
lueqo de un ajuste de coeficientes lleqar a una base del espacio solu-
cion del sistema oriqinal. La ecuaci6n homoqenea asociada a la (22)
tiene solucion directs. NOtese que las ra!ces de su polinomio caracte
r!stico resultan tambien iquales a ±a con multiplicidad 2. EStO
asequra la similitud de las funciones solucion membranales y flexiona-
lea.

exp(a x2)
exp(-a x2)

a x2 exp(a x2)
-a x2 exp(-a x2)

exp(a x2)
- exp(-a x2)
(a x2 - ~) exp(a x2)
(0.x2 + ~) exp(-a x2)

~·i +
1 n

yt·C +
3 n

Loa sequndos sumandos representen las
satiaf~n £ODdicones ds borde homoqeneas.
tes A , C •• exi9s que las soluciones
borde djas Il pero arbitrariaa:

8Olucion •• particularss que
Para fijar los coeficien-

se ajusten a condiciones de

U'D (-bJ • 1 (b) • J
u'D u'n U'D

u2D(-bJ • 1
U2n (b) • Ju2D u2n

u3n (-b) 1 u3n (b) • J
uJa u3n

, _I • tu (-b). U3n(b) •3n D n



Los apendic.s I,J identifican 1•• aristas de la placa. Los se-
qundos miembros son loa coeficientes de Fourier de los desplazamientos
de las aristas y constituir&n, cuando sean escritoa en coordenadas ql~
blales, los qrados de libertad de la estructura.

Jlqrupindolos seqGn

-t I I J J
V

"'n ' 112ft • lI'n ' u2ftn
-t I ~I J

~", U3ft • , 113ft •n n

Z A • v r C .;- (28)
n n n n

de donde, lllllllllndo '1'. z-' I G. r-' a las matrices de coeficien-
tes de 1•• funciones de interpolaciCSn, Ie. dellplazamientos resultan:

• yt'1'V +uP
i n in

-t: - P
It'3 G "'. + 1I)n

Las _trices T y G es~n dadas en fOr1114expl{cita en el Apendice
I. Solo dependan de L, 8, "y n y no de la soluciCSnparticular
que no aparece en las ecuaeiones (28) porque par hip6tesis se anula en
los qrados de libertad.

En las figuras 2, 3 se haD qraficado las funciones de interpola-
cion correspondientes a los casos II,J • " u~., • ul.',
'" J • 1 • En cada caso todos los res~tes qraclOs de libert.es se anu-
~n. Para estos graficos 5e ha toaIado L/8. 2 Y n. 1 COlllO el
modomas representative. I16te•• que para tensi6n plana, (casos , y 2)
la funcion que interpola el desplazamiento en una direcci6n induce una
funcion de interpolacion que .e anula en los qrados de libertad pero
que no es idfnticamente nula para el dellplazamiento en direcci6nper-
pendicular. Bsto es consecuencia del _plea de soluciones exactas.

I JPi(x,) (8/2 - .2)/8 + Pi(.,) (8/2 + x2)/8.

I , JP3(x )(8/2 - x2)/8 + P3(X,) (8/2 + x2)/8

donde la dependencia con la coordenada x .s arbitraria siempre que
sati5faqa 1a condici6n de simetr{a respecto al plano x,. L/2 y que
sea desarrollable en .erie 4e Fourier seqGn:



La qr'fica de 1•• funcion8s (30) es una superficie reqlada seqUn la di-
reccion x2

A~s la carqa axial de compresion en 105 extremos admitida es
lineal.

Para este estado de carqas las ecuaciones (21) (22) admiten una
soluci6n particular

uinp Ix.1). ain x2 + cin

u3Dplx2) . a3n x2 + c3n
y si se llama

yPt • I I J J
n 1I,np , U2np , u,np , u2np

;Pt I 'I J 'J
n u3np , u3np , u3np , U3np

la soluci6n particular bUscada que satisface condiciones homoqeneaa en
laa ariates .a.

uP.-YC;?3D 3 n + u3np
Los coeficientea de uinp' u3nP en (34) as! COlllO loa vectores

;: • ;: en (35) ae bAllan explicitados en e1 Apendice I.
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Retomando el probl_ global, se recalculan loa t'r1IIinos(07) de
la ecuaci6n de equilibrio (06) considerando &bora loa desplazamientos
virtuales 6u con conpleta generalidad.

donde Qe2· M22, 2 + 2 M21, 1 es 81 corte efectivo.
Como la solucioo hallada satisface las ecuaciones de dOlllinioy

las condiciones de borde en loa extrGlOs, al sustituirla en (291 sOlo
queda:

se desarrollan los desplazamientos virtuales en series de Fourier
BegUn,

IS I,J IS I,J Xui • uiD in

6 I,J 1..J1,J ••u3,2· Ypn A3ft



donde

yt.
n

6vt •
n

wt.
n

•• ha llaJUdo
I

- ·120
I I

6u1n ' 6u2o '

I I OJ J- Qe!n ' 1122n ' "e~n ' - M22n

6u~n ' 6t1J~ , 6u~n ' ~

Introduciendo en (34) las soluciones halladas (29) y lueqo de un
poco de ~lq~ra se abtiene

V.Mv-vP
n n n

donde vn vn estln definidos en (27), M, F son las matrices de ri-
gidez membranal y flexional buscadas, sus coeficientes se hallan expli-
citados en el A~dice II y V p , w P son los vectores de cArga
respectivos provenientes de las ~oluci~es particulares de (29). Sus
coeficientes se abtienen en el Apendice III.

Si se agrupan los grados de libertad globales de la estructura
Be<]Un:

{~} •• {::} 14"

Be abtiene final_nte la _triz de rigidez y el vector de cargas en
coordenadas globalea:

.{~}
que repreaentan la contribuci6n de la placa a la rigidez de la estruc-
tura y A1 estado de cargas.



al vector de coeficientes de las carqas sobre las aristas, 1& ecnaci&.
de equilibrio variacional (06) ha sido sustituida por la sucesi6n de
ecuaciones alqebraicas:

It
r P +

r-1 n

5e ha obtenido una soluci&' exacta de las ecuaciones de la elasti
cidad que qobiernan la respuesta de una estructura prisaitica de liai=-
nas planas pleqadas. Con ella se iJIIplement6un el_nto que BXlela .1
canportamiento de una lamina cCllllpletade 1& estructura. Los resulta-
dos obtenidos para distintos casos particulares de acciones flexiona-
les y membranales fueron cootrastados con resultados de un proqrama d.
Tiras Finita ••

La converqeneia depende del espectro del estado de carqas. Para
carqa uniforme (cuyo desarrollo tiene canponentes en todos 105 8Odos)
es suficiente en qeneral tanar dos 0 tres aodo. para loqrar un error '
relativo _nor de 0.01 en 108 desplazlllllientos.

• Par otra parte ce:-o las funciones d. interpolaci6n son de clas.
C sobre cada una de las lS-inas, de la .i ••• clase resultan los es-
fuerzos en cada lIIOdo.

En virtue! de que se dispone de .stas funciones soluc:ian para 108
esfuerzos, •• posible localizer con aa~ facilidad puntos de la es-
tructura crtticos desde el punto de vista de algUn criterio de falla.

Par ultiao. el trabajo ha side realizado CCIIIIOpaso previo al uso
de este misma criterio de anllisis en el problema de 1& estabilidad
del equilibrio elastico de tales estructuras, trabajo que se encuentra
en desarrollo.



L Lonqitud d. la ••tructur.
B Ancho de una placa
H Espesor de una plac.
E M6dulode Young
" M6dulode Poisson
n Mu.ero de -ado

I J fl
PJD ' P3n '

Coeficientes de carqa definidos en las ecua-
cione. (30) (31) Y (32).

CI • (2n - 1) • / L d • 2 sh2(c) 2~ - c

c • a B f • sh2
(C) -

2c

s • a B / 2 K • E H / (1 _ ,,2)

1I • (3 - ")/(1 + ,,) • • E H / (1 + V)2

a (1 - V) /(1 + V) D· E H3 / (12(1 _ ,,2»

exp( )

sh(



'1'11 '1'12 "21 '""'22

Matriz '1'• "21 "22 "" -'1',2

'1'31 '1'32 "Cl -'1'C2

'1'41 "42 "31 -"32

2 2 2«-48 +3~8-~ )exp(s) + (~+p ).xp(-3s» / (Cd)

«-CS2+~8)eXp(S) - ~.exp(-3s» / (Cd)
2 2 2«-Cs -3~.-~ )exp(-s) + (-~s+~ )exp(3s» / (Cd)

«4s2+~S)exp(_S) - ~.exp(3s» / (Cd)

'1'31· «C8-~)exp(S) + ~.exp(-3s» / (Cd)

'1'32· «C8+~)exp(s) - ~.exp(-3s» / (Cd)

'1'41· «-C8-~)exp( •••) + ~.exp(3s» / (Cd)

'1'42· «4s-~)exp(-s) + ~.exp(3s» / (Cd)

&211• 2(P~- P2n) / «(l-V)CIICX)
J I 2 oJ I 2(P,n+ p,n)/(2a K) + (p2n- P2n)/(O ee)

J I 2 J I 12 --J I 2
(P2n+ p,n)/( (l-v)a K) - ((p,n - P'n)+2 L (r - f »/(a ee)

2) Flmciones fiexionales

(;" (;,2 G21 -G22
G21 G22 G" -G12

Matri. G .
G31 G32 G41 -GC2
GC1 GC2 G31 -G32



2«-4. -ls-1)exp(s) + (-s+1)exp(-ls)) / (4£)
2«-4s -s)exp(s) + s.exp(-3s)) / (4£a)
2«-4s +3s-1)exp(-.) + (s+1)exp(3s)) / (4£)

2«48 -s)exp(-s) + ••exp(3.)) / (4£a)

G31 • «4s+1)exp(s) - eXp(-38)) / (4£)

G32 • «4s-1)exp(s) + exp(-ls)) / (4fa)

G41 • «-4s+1)exp(-s) - exp(38)) / (4£)

G42 • «4s+1)exp(-8) - exp(3s)) / (4fa)

MU M14
-M14 M24
M11 -M12

M22

1) Matriz de rigidez
.embrilnal

X11• ae(~.sh(2c) - 2c)/d

x12• -ae(1+V)(~.sh2(c) - c2)/d

x1l• 2ae(c.cb(c) - ~.sh(c))/d

X14 • -2aec.sh(c)/d

M22• ae(~.sh(2c) + 2c)/d

X24 • -2ae(c.cb(c) + ~.sh(c»/d



2) Matriz de riqidez
flexional

F 11 "12 "13 "14

"
"22 -F14 '24.

"11 -"12
Sia.

'22

"11. Q30(sb(2c)+2c)/f

F 12 • Q20( (ah
2

(c)+c
2)/f + v)

'13 • -2a30(c.ch(c)+sh(c»/f

F • 2a20.c.ah(c)/f
14

F22• QD(sh(2c)-2c)/f

'24. 2aD(c.ch(c)-sh(c»/f

Apindice III VBCroRES DE CAR:;A (Eq. (43»

1) Vector de carqa membranal

yP. 1 - L /f (i' - fI) b-8 P +n acd n QC L

donde pt. I I J J
n P1n ' P2n ' P1n ' P2n

811 8'2 831 -832 b,

8
821 822 -B41 842 b

b2. .
83, 832 8'1 -812 -b,

841 842 -821 822 b2

oc + A4 .,d (1~V) (A3+ A4)811 • 2'(A2- A1) 812 • - A2 - cd

ac
- A1 - de c821 • 2'(A3+ A4) 822 • (1+v) (A2- A1) - A3 - d



- 74 -

831 • Oc + cI c2'U~,+ 702) - A•• 832 . (1+v)(A3-A .•) - A2

-..,. Oc c2'(70••- Ai - A, 842 • - T1+Vf(A, + A2) + A3 + d

, (1+v)
It,. i A4- -2-

A, • 2(ch(c)+1) (~••h(c)-e)

A2 • 2(ch(c)-1)(~.sh(c)+c)

A). 2.sh(c)(~.sh(c)+c)

A••• 2.sh(c)(~.sh(c)-e)

i1'.
11

&,1 &12

A
&21 &22.
&,2 &"

-&22 -&21

0.' {:t}

2c.sh(c) (ch(c)-1) - )(sh2(c)-e2)

3.sh2(c) _ C2 _ 2c2Ch(c)

(c(sh2(c)+c2) - 2(sh(c)+c) (ch(c)-1)/ a

(_2c2$h(c) + 2(sh(c)+c) (ch(c)-1))/ a
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