
FO&MULACl0 DI UM ELEMERTO T~IA.GULA&
PAlA ARALISE DI PLACAS COM ESPESSUlA 'A~IAvEL

Jo.e A. Ivila
Jorc. M.llo • Souza

Seeio de Ina.nharia M.canica.
In.tituto Militar d. Ena.nharia.
~io d. Jan.iro - Jra.il.

E.t. trabalho d•• envolv. a .olu~io do problema d. uaa
placa de forma qualquer ••• pe ••ura vari.vel. atrave. d. ua
.leaento trianaular de ••i. ponto. nodail e tril araul de li
b.rdad ••

Foraa levantadal a. d.zoito funeoel interpoladora. d.
Beraite. que permitea ainiaizar 0 funcional e obter 01 d•• lo
caa.ntol nodai ••

Compl.aentando a lolueio. obt.a-I. o. e.for~ol. t.n.o ••
• t••• oe. equivalent •• no. no ••

Thi. work develop. the lolution of a plate of any .hap.
and variable thickn •••• ulinC a triangular element with .ix
nodal pointl and three deare •• of freedoa. '

The eighteen interpolatine function. of Hermite w.re
det.rmin.d. and th.y allow to mininiz. the functional and to
obtai. nodal displacementl.

Stre ••es. moment •• Ihear force. and equivalent .tr •••••
arl obtainld. eo.pletinl the lolution.



Foi desenvolvido um eleaento de placa capaz de adaitir
a variacio de espeaaura no seu interior, tendo lido necess.
rio estender 0 eapaco de aolu~oes adaisslveis ao espaco de
Sobolev.

o algoritmo estabeleeido para se ehegar i solucio, ea-
bora seguindo a linba geral daqueles existentes na literatu
ra[II, distingue-se pelo elevado nuaero de operacoes e de
transformacoes exigidas na obtencio de eada termo da matria
de rigidez do elemento.

De posse da equacio de governo da placa[2] e das condi
coel de contorno, adotou-se a alteruativa doa mitodos apro=
ximados; com 0 uso da foraulacio variacional baixou-se a or
dem daa derivadas a que al funcoes de forma devea atender:
reduzindo-se as exigeucias do contorno.

Para atender i eontinuidade Cl definiraa-Ie tres graus
de liberdade por ponto nodal; para garantir a compatibilida
de. entretanto, estabeleeeu-Ie 0 ponto nodal no meio do la=
do; assim. havera uma unica rotacio normal entre as interfa
eel, relultando um eleaento nio-conforae aas compatlvei. -

A equacio diferencial da placa, considerando-se as bi-
potesea de ~ircbhoff, tem a seguinte foraa:

v • v(x.y) • 0 caapo de dellocaaeutoa no do
mlnio da placa;

D • D(x.y) • 0 CoeficieDte de Rigidez da Pia
ca no ponto (x,y);

V2 •• 0 laplaciano;
v • coeficieDte de Poisson

o operador l(D,v) • expresso por:

I(D,v).(Dv, ). -2(Dv, ), +(Dv. ).11 xx X1 xy xx 11
f •• componente vertical do carregamento

externo



Verifica-.e que a equaCao (1) pode .er expre.sa pelo
operador diferencial ellptico de ordem 2k com a seguinte for
aa:

i iD (a .. D )
1J

i • (i1 •••••••• i.) a i • (i1 •••.•••• iH) sao veto-
res H-diaenll0nail. cuias coordenadas lao in-
teirol po.itivos·

Iii· i1 + •••••• +iH : !il·i1+······+jN:
aij. aij(x) lao funcoe. definidas no domlnio G:

i1+·····+iH 1'1
Di • _3_-.- - -_3_1 _

i1 iN i1 i.
3x1 •••• 3xH aX1 •••• axH

o Operador A e dafinido nua e.paco W2 (k)(G). no qual 0
produto interno e expre'lo pela relaCao

w (k)
2

5e o. coeficiente. a .. (x) do Operador A. bea como a.
fuocoe. vex) forem syfici~~te.ante regulare. no dominio. i.
to e •• e a ..(x) £ C 1 (G) • vex) £ C(2k)(G). a aplicaCao do
operador A1J •• funcoel w(x) e pO'llvel.

Fazeodo ..••e:
k • 2 e •• 2:

&2.0:2.0
&2.0:0.2
a1•1;1.1
a ..• 0 nOI damai. ca.o.;lJ

a aplicacao do Operador A
tes aij aciaa. resulta na
eio (2).

• &0,2:0,2
• aO,2:2,O
• 2(1-v)D:

.obre ;(x,y), para o. coeficien-
aquacio (4) que e a propria equa-

~ i i-.e:::::.- D (a •• D w) • f
lil,lil" 2 1J

Considerando a equaeao (2) como 0 re.ultado da aplica-
cao do operador A .obre w(x,y), a .olueio fraca no espaeo
W~Z)(C) neeellita ter apenal derlvadal I.gundal em C. For-
malaente, .e f £ L2 (G) e aij sio funcoel aedidal no .entido
de Lebesgue ea G, entio a funcio w€ w2(2)(C) e dafinida co-
ao a .olucio fraca da equaCao



2=: / a •• Di"Djv dx. (",f)Iii,Ij I , 2 ic 1J

for valida para toda f.n~io " £ Co (-)(C).
o aeabro esquerdo da .qua~io (6) e chaaado de foraa bi-

linear e representa-se p.la rela~io abaixo:

A equa~ao (7), acrescida da foraa bi-linear no contor-
no, torna-se entio

Chegou-se final •• nte, para condi~oes de coutoruo hoao-
geneas, i expressio na foraa abaizo:

A equa,io (9) e defiuida coao a solu~io fraca do pro-
ble.a de valor de coutoruo, .e e soaeute .e aiuiaiaar 0 fu~
cional

4 - SOLuClo DA EQUACAo DIFE~E.CIAL PELO MtTODO DI
ELEMEMTOS FIJITOS

Discretiaando ° doarnio .a subdoaiuio., definindo
~oe. interpoladoras 10caisC4},de aodo a coustituir uaa
para este subespa,o de diaen.io finita, pode-se aerar
aproxiaa~io de elea.ntos finitos.

Chaaa~-se ".(r,s) as fun~oe. interpoladora. Dua siste-
aa de coordenadal locais r,., defiuida. para 0 el.aento tri
angular coa seis pontos nodais • tres Iraus de liberdade por
ponto. Ra fiiura seluiute e repre ••ntado 0 eleaento trian,u
lar coa seis pontos nodais referidos ao sisteaa local. -

fun-
base

uaa

x

Fi,ura 1 - 11eaeuto Trianlular coa 6 rJ e 11 CL



'8
v(x.y). I vi ~i(x.y)i.'

on~e ~ (x.y) lio eleaentol de uaa ba •• no elpaeo VE:~2 (2) (C)
e v. 110 coeficientel deterainadol a partir da cond~~io de
ainlaiza~io do funcional. reprelentado pela equa~io (10)

Subltituindo a equa~io(") na equa~io ('0). derivanclo
e iaualando a zero obt.a-Ie .

Delenvolvendo a equa~io (,2). ea teraol de ~un~oel in-
terpoladoral locai •• tea-Ie:

«~"" ,» «",·"2» «""~3»-----«(IP 1'''18» V,
«"2,",»«"2·"2»«"2·"3» «(lPZ,"'8» V2
«"),",» «"3'''Z»«"3'''3»-- . «"3''''.» V3

(lP1'f)

rP2,f)

("3·t)

Iiolando ua terao aenerico da equa~io ('8) e delenvol-
.endo-o le,undo al equa~o •• (12) • (13). veal



[~e) e a aatria de riaidea local;
{v} • 0 vetor de dellocabilidadel locail:
{F) e 0 vetor carre.aaento externo aplicado

nOI ponto. nodail.

Elcolhido 0 eleaento triangular coa leil pontol nodai~
de modo a garantir a continuidada. faa-Ie necelsario deter-
ainar trel fun~oes de interpolacao ,or ponto Dodal. tal qu,
para u. ponto i do eleaento:

a) a funcio ~(3'-2) tanha valor unitario DO ponto i e
leja nula nAI de.ai.: .uas derivadal primeira. ea
relacao a r.1 lejaa nula. ea todol o.pontol:

b) a funcio ~(3i-l) .eja nula e tenha derivada priaei-
ra ea rela~ao a I nula ea todol 01 ponto.; lua deri
vada priaeira ea rela~io a r .eja de valor unitario
no ponto i e .eja nula nOI deaai.:

c) a fun~io ~3' lej. nula e tenha derivada priaeira ea.1.rela~ao a r nula ea todol o. ponto.: lua derlvada
primeira e. relacio a I leja de valor unitirio no
ponto i e .eja Dula nol de.ai ••

Elta. fun~oe. ~. (r••)•• io a. funcoe. de interpola~io
her.itianas. Fora. o~tidal coa 0 auxilio do. polinoaio. de
Lagrange e apresentaa a foraa aeral(4) abaixo:

6 6 6
~(r.s). 1:f(r.••.)•.(r••)+ I f. (r.••.)•.(r)+ If. (r.••.)•.(.) (16)i.1 1 1 1 i.1 r 1 1 1 i.1 I 1 1 1

((ri••i) -

f·r(ri'·i)

e 0 valor da fun~ao de inter,ola-
~io DO ponto i;
e f. (r .•I.) - lio 01 valorel da.
deri~adll ~riaeira. da funcao de
iDterpola~io ea relacao a r.. DO
ponto i:

2.i (r ••) • {1-2[!i •• (ri'.i»)(.-.i)}! i (r••)
2.i(l) • (.-li)! i(r.l)

AI funcoel ti(r.l)
!.(r.l) -
1

e •. (r.l) lio aeradal por aeio de:
1

lio polinoaiol de Laaranae DOl poa-
tOI i;



t. (r •••. )
l'r 1 1

• t. (r .••i) - 1.0 01 valor.1 da.
1. 1

der ividal pr ime iraa dOl polinOalol
de Laaranae ea rela~io a r.1 nOI
pontol i.

AI dezoito fun~oe. de interpola~.o hermitianaa obtidal
lao al leguinte.:

"I(r.a) ·(1~6r)(1+61)(I-r-.)2(I_Zr_2.)2 (a)

"Z(r.a) • r(l_r_I)2(I_Zr_Z.)2 (b)

"3(r.a) • a(l_r_I)2(I_Zr_2a)2 (c)

"4(r.a) ·(7-6r) (_r+2r2)2 (d)

"S(r.s) ·(r_l)(_r+2r2)2 (e)

"6(r,s) • s(_r+2r2)2 (f)

"7(r ••) ·(7-6s) (_••212)2 (I)

"S(r ••) • r(_1+212)2 (h)

"9(r.s) ·(I-I) (_1+2s2)2 (i) (19)

",O(r,s) 2 (j)·(1+4s)(4r(l-r-I»)

~,(r.s) 2 (It)· (r-O.S)[4r(l-r-I)]

"J2(r,s) 2 (1)• 1(4r(I-r-s»)

",,(r.l) ·(3-4r)(3-4a)(4rs)2 (a)

"J4(r,a) · (r-O.S)(4rs)Z (n)

"IS(r,a) ·(a-O.S)(4rs)2 (0)

"16(r.a) ·(1+4r)[4.(I-r-a»)2 (p)

",7(r ••) 2 (q)• r[4a (1-r-a) ]

"18 (r,l) 2 (r)·(I-O.S)[4s(l-r-I)]

Para 0 mapeaaento da aeometria faz-a. uao da. fun~oea
de interpola~io Laarangianaa para 01 verticea. ea coordena-
daa locaia r.a. da forma abaixo:

Y1 (r,a) ·I-r-a a)

Y2(r.,) • r b) (ZO)

y3(r.l) ·• c)



Na obtencio da equacio de loverno, definiu-se a expre •
•io do Coeficiente de Risidez, em coordenadas Ilobais x,,:
conforme se apresenta a se,uir:

Considerando que
ria linearmente e que
funcio Coeficiente da
a sesuinte forma:

a espessura do elemento triansular va
e conhecida n08 vertices, obteve-se •
lli,idez em coordenadas locais r,s, com

Optou-se por trabalhar 0 alem.nto triansular num sist.
ma de coordenadas naturais r,s, a que se chamara sistema de
referencia, devido is facilidad.s que propicia, tanto na .-
laboracio como na operacio do prosrama de computador; entra
tanto, 0 que se busc. e a solucio do problema no sistem.
real. Hi necessidade da se prover uma transformacio que par
mita 0 uso das comodidad •• do .istem. de referencia, a que
ao mesmo tempo, produza a aolueio no aiatema real.

Para operar a equaeio (14), enunciada no aiatema real.
atrav •• de funcoes obtidaa no siatema de referencia, dev.-a.
efetuar aa aesuintea transformaeoeatS]:

1. transformacio da leometria;
2. transformacao do intelrando;
3. transformacao daa dealocabilidadea.

Exprimindo x e J como combinacoes linearea daB coorde~
nada. noa verticea. tem-ae:

3
x • x(r,a). t Yl(r.a)xii.'



3
y • y(r,s). I y,(r,s)Yi

i.1

y.(r,s) sio forneeidas pelas equa,oes (20).
1

!xpriaindo OS vetores unitarios do sisteaa real em re-
la,io aos unitarios do sisteaa de refereneia, obtem-se:

dxdy • det(J)drds
onde det(J) e 0 jaeobiano da transforaa~io.

5.2 - Transforaa,io do intecrando

Considerando que sio nulas as derivadas dos termos da
.atriz (J), obea-se para a transforaa~io do integrando a se
guinte rela,io:

32 a2
;;r ar2

a2
[T2] 32

3,2
.

~

i.- a2
ax 3, 3r as

onde

.2 .2 2 i11 iUJ "
J U

[12]
.2 j222 2 i21 ju• J 21

Como a solu,io deve oeorrer no siste.a real e neeessi-
rio adaptar as desloeabilidades obtidas no siste.a de refe-
reneia para 0 sisteaa real.

A equa,io (") supoe uaa aproxiaa,io de solu,io no sis
teaa real, da foraa

18
v(x,y). I v, ~~(z,,)

i.1



o que ae uaou ate aqui, antretanto, foraa fun,oea in-
terpoladoraa locaia, da aodo ,ue DO aiateaa de referencia a.
teDha

18
w(r,a) - t wi ~i(r,a)

i-l

Para a obten,io da aatriz de transforaa,io daa "dealoca
bilidades, vai-se operar apena. no ponto Dodal I, aabendo-s.
que 0 eatabelecido para 0 ponto 1 aplica-ae aoa outroa pon-
tos do eleaento.

Derivando v(x,y) ea rela,io are iaualando a derivada
de w(r,a) ea rela,io a r, .ea:

a; a; ax av.!I.
a;- axa;+17"
av avar - ar

V1 - v1 (32)
!xpriaindo aa equa,oes (30), (31) e (32) na foraa aa-

tricial:

{ ::1 [:
0 0

]{ ::}ax * (JJ)• arax *11



Subatituindo aa equacoea (30), (31) • (32) na equacao
(34), te.-a.:

v (r , a) • v," 1 • 1;2ax • ; /.1:} "2 • {v2ax • v3!I.} " 3 (35)
Clr ar h aJ

na for.a .atricial:

[:
0 oj!"'.(r,a) ,;,{","2"3}

ax it - (36)ar r v2
ax if v3a;

Pode-ae obter v(x,y) baaeado naa funcoel de for.a
aiate.a de refereneia, deaenvolvendo a equacao (11) no
to 1 e 'ubatituindo ~. por ". da equa,ao (35), ou aeja:

1 1

do
po!!.

• v {ax" .1l" l
3 Clr 2 aa ,

V,
-2
-3

(40)

v16
r -I

v'7: J :
I I
•• 1 v18

r "I

I J I
I I
I I- .,/



Desta forma pode-.e sarantir que embora .e trabalhe no
si.tema de referencia, a .olu~io e obtida no si.te.a real.

Para a determinacio de cada u. dos termo. «~ ,~ )~ de
finidos pela equa~io (14). u.ar-se-a 0 metodo de i&teira~io
numerica de Cau ••-Legendre, co•• ete ponto. de integra~io.
no elemento triansular.

A matriz de rigidez obtida, afetada da. condi~oes de
contorno que incidem sobre os pontos nodais do elemento, e
adicionada a matriz de rigidez slobal a qual e.tara comple-
ta apos 0 proces ••mento de todos o. elemento ••

De posse do carregamento aplicado aos nos ds placa e
da matriz de rigidez global, obtem-se 0 .istema de equa~oes
abaixo:

A .olu~io da equa~io (41) fornecera o. deslocamentos
nodai. procurado •.

Para resolver a equa~io (41), u.a-.e a tecnica de .olu
~io direta, atraves de alsoritmo baleado no metodo de eli.I
na~io de Cau.l.

A matriz de risidez [~}, obtida ea decorrencia da apli
ca~io do operador diferencial eliptico, e limetrica e posi=
tiva definida; pode-se afiraar que a estrutura da placa i
estavel e que os termo. da diasonal, •• edida que forem de-
finidos o. pivos, serio .empre positivos. Em decorrencia de.
ta propriedade, a .olu~io da equa~io (41) pelo metodo de e=
liminacio de Causs e de elevada eficicia, chegando-.e rapi-
damente as deslocabilidade ••

Ad.itidal a rela~io linear entre tenlio e deforma~io,
al simetria. em rela~io ao. plano. coordenado.~ bea como as
isotropias ne.te. planol, a. equa~o •• coastitutiva. forae-
cem para a. tea.oe.:

°ij • 1~\I [£ij + 1_'012'01 5ij £kk]

Abandonando na deforma~io da placa, a influencia
componentes do ten.or da. tea.oes relacionada. com a
cio normal a superficie media, chesa-se para 0 e.tado
a:

das
dire-
plano

Observa-Ie que o. elforcos e tensoe. serio obtidos •
partir do ca.po d. d.sloca.ento •• levantado para cad a ele-



.ento, es ,re.eaca da. d•• loeabilidad •• caleuladas no. pon-
tos nod4i ••

Vai-.e definir u. poliao.io d. quinta ordes que eonte-
nha cada us do. de.loea •• nto •• Como 0 pOlinomio completo po.
sui 21 termo., f8r-.e-i a eonden'8~ao de tre. termo. de mo=
do a .anter a propri.dade d•• i.etria do campo.

Alsi •• w. w. a w. a.,ume. a. seguintes formas:x 7
2 55 44 3223W(X.1) • 81+a2:1:+83,+a4:1:+•••+816(x +7 )+a17(x y+xy }+818(x y +x 7 )

(44 )

2 4 3 4 22 3-'x(:I:.7)• a2+2a4:1:+85Y+347:1:+•••+5a,6x +a,7(4x y+, }+a,8(3:1:, +2xy )
(45)

2 4 4 3 3 22V.7(x.7) • a3+a5x+2a6,+a8:1:+••••5a,67 .a,7(x +4xy )+a,8(2x y+3x y )
(46 )

Desenvolvendo a. equa~oes (44). (45) e (46) para os pon
to. nodai. do ele.ento. obtea-.e 0 .i.te.a que resolvido for
aece o. coeficiente. a .• i.t ••••• '8 de modo a definir 0 cam
po de deslocamento. Do~do.[nio do elemento. -

A partir dai chegam-.e i. derivadas segunda. dos de.lo
casento. e do ope radar harmonico.

o coeficiente de rigidez. cujo. coeficienta •• ao obti-
do. atrave. do .i.tema de aqua~oel que relacionam a. espe.-
.ura. eoahecida. dos vert ice. do elemento. e dado pela ex-
pre.sio na for.a:

A partir da equa~io (47) obte.-se as derivadas do coe-
fieiente de rigidez e. rela~ao ao. ei:l:o.coordenados.

rinalmente ,ode-se ealcular o•• sfor~os e as ten.oe.
que ocorres no. ponto. nodai. do. alemento ••

A. ten.oes obtida •• io cosparada. co. aquela eapa. de
levar 0 .aterial i pla.tificacio. obtida .elundo 0 criteria
d. Yon Mi.a.(6) que ne.te ca.o a.suse a formal

2 2 1/2
[(0 -a ) - a a • 3a) •x y x y x,
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