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RESUMO

Este trabalho desenvolve a solucdao do problema de uma
placa de forma qualquer e espessura variivel, através de um
elemento triangular de seis pontos nodais e treés graus de 1li
berdade. -

Foram levantadas as dezoito fun¢oes ianterpoladoras de
Hermite, que permitem minimizar o funcional e obter os deslo
camentos nodais.

Complementando a solugao, obtéem-se os esforcos, tensdes
¢ tensdes equivalentes nos nas.

ABSTRACT

This work develops the solution of a plate of any shape
and variable thickness, using a2 triangular element with six
nodal points and three degrees of freedom.

The eighteen interpolating functions of Hermite were
determined, and they allovw to mininize the functional and to
obtain nodal displacements.

Stresses, moments, shear forces and equivalent stresses
are obtained, completing the solution.
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1 - IRTRODUGAO

Foi desenvolvido um elemento de placa capaz de ldnxtxr
a variacdo de espessura no seu interior, tendo sido necessi
rio estender o espago de solucoes admissiveis ao espaco de
Sobolev.

0 algoritmo estabelecido para se chegar a solucio, em~
bora seguindo a linha geral daqueles existentes na literatu
ra(t}, dxst1ngue se pelo elevado nimero de operacdes e de
transformacoes exigidas na obtencao de cada termo da matriz
de rigidez do elemento.

De posse da equacio de governo da placa{2] e das condi
¢oes de contorno, adotou-se a alternativa dos métodos lpro-
ximados; com o uso da formulacao variacional baixou-se a or
dem das derivadas a que as funcoes de forma devem atender,
reduzindo-se as exigencias do contormo.

Para atender i continuidade C! definiram-se trés graus
de liberdade por ponto nodal; para garantir a compatibilidl
de, entretauto, estabeleceu-sc o ponto nodal no meio do la-
do; assim, havera uma umica rotacao normal entre as 1nterfu
ces, resultando um elemento niao-conforme mas compativel.

2 - 0 OPERADOR DIFERENCIAL {3]

A equacao diferencial da placa, considerando-se as hi~
poteses de Kirchhoff, tem a seguinte forma:

v2(dv2u)-(1-v) £(D,v) = £ m

onde

v = w(x,y) € o campo de deslocamentos no do
minio da placa; -

D = D(x,y) &€ o Coeficiente de Rigidez da Pla
ca no poanto (x,y);

V2a ¢ o laplacianc;

vV = coeficiente de Poisson
o operador L(D,w) ¢é expresso por:

I(D,w)-(Dv.’y).x:-Z(Dv.:’).xy+(Dw,‘x).

f = a componente vertical do carregamento
externo

A equacao (1) desenvolvida toma a2 forma:

A azw> R Gn a2 , 22 [
2 3:2 3:2 3y 3y2
) (2)

32 2 2
. 2/ 3wy , 3 2(1-v)p—2Y- | . ¢
3y \ 3! ax dy 3x 3y
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Verifica-se que a equacao (1) pode ser expressa pelo
operador diferencial eliptico de ordem 2k com a seguinte for

na:
A > -0l pice. pi) (3)
lil ]5l <x H

onde
ie (i',......,i e j = (jl”"""jN) sao veto-
res N-dimensionais, cujas coordenadas sdo in-
teiros positivos:
|i|- Lp+eeeiensiy g Ijl = jgree... c+igs

a;- aij(x) sao funcées definidas no dominio G;

Loteoenoeiy

1 i i
1 N

' ....3xn ax‘

i 3

211l
iy

1 N

9x ....Bx“

O Operador A é definido num espaco Hz(k)(c), no qual o

produto interno € expresso pela relacio

(u,v)" (k) = :EE: ’//'Diubivdx. uevewW (&)
2 il <x /¢

2

Se os coeficientes a_..(x) do Operador A, bem como as
funcoes w(x) forem suficiefitemente regul;ret no dominio, is
to €, se ai.(x) e c il (c) e wix) € c(2K)(G), a aplicacio do
operador A'las fungies w(x) ¢ possivel.

Fazendo-se:

k =2 e N = 2;
« D3
= VD3

%22,0;2,0 * %0,2;0,2
*2,0;0,2 ¥ %0,2;2,0
84,151,1 = 20-vID;
lij = 0 nos demais casos;
a aplicaciao do Operador A sobre ;(x.y), para os coeficien-
tes a{; acima, resulta na equacao (4) que € a propria equa-
cao (2;.

. > p(a, . Dlw) = £ (4)

il ]il <2 J

AY
Prova-se que o operador A € uniformemente eliptico.

3 - SOLUCAO FRACA DA EQUACAO DIFERENCIAL

Considerando a equacdo (2) como o resultado da aplica~
¢do do operador A sobre w(x,y), a solugcdo fraca no espago
Hé”(c) necessita ter apenas derivadas segundas em G. For-
malmente, se f cLz(G) e a;; sao funcoes medidas no sentido
de Lebesgue em G, entio a iuncio we Hz(Z)(G) ¢ definida co-
mo a solugao fraca da equacao
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Av = f (s)
Se

Z a. .Divij dx = (p,f) (6)
m.mu[ 1

for vilida para toda funcdo ¥ ¢ co(')(c).

0 membro esquerdo da equacdo (6) é chamado de forma bi-
linear ¢ representa-se pela relagciao abaixos

A(p,v) = z /.i.ni-p Djvdx (7)
[il.lil«2 /e *I

A equacao (7), acrescida da forma bi-linear no contor-
no, torna~se entao

((¥,w)) =A(P,w) + a(¥,v) (8)

Chegou-se finalmente, para condicoes de contorno homo-
géneas, & expressio na forma abaixo:

((v,u)) = (v,f) (9)

A equacido (9) & definida como a solucdo fraca do pro~
blema de valor de contorno, se ¢ somente se minimizar o fun
cional

Fw « ((v,u)) - 2(v,£) (10)

4 - SOLUCAO DA EQUACAO DIFERENCIAL PELO METODO DI
'ELEMENTOS FINITOS

Discretizando o dominio em subdominios, definindo fun-
¢Ses interpoladoras locais(4],de modo a constituir uma base
para este subespaco de dimensio finita, pode-se gerar uma
aproximacdo de elementos finitos.

Chamam-se ¥.(r,s) as funcoes interpoladoras num siste-~
ma de coordenadad locais r,s, definidas para o elemento tri
angular com seis pontos nodais e trés graus de liberdade por
poato. Na figura seguinte ¢é representado o elemento triangu
lar com seis pontos nodais referidos ao sistema local.

Y

(on)
b %

Figura 1 ~ Elemento Triangular com 6 PN ¢ 18 GL
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Admite-se que a solucao seja aproximada por

18
vix,y) = L ;i ¥ (x,y) (11)
imt
onge wi(X.Y) $30 elementos de uma base no espaco v:ﬁ Q)(c)

e 'i sdo coeficientes determinados a partir da condicdo de
ainimizacdo do funcional, representado pela equagio (10)

Substituindo a equacao (11) na equacdo (10), derivando
e igualando a zero obtém-se

18
if] ["1((,i"j)) - (Vi.f)] = 0 (12)
para j = 1,......,18

Desenvolvendo a equagao (12), em termos de funcoes in-~
terpoladoras locais, tem-se: N

- ) a1 Y ( -
(98I (P 0,0 (9, 8,0y ® 2, 0| [ W, | (0,00
(008 ) (9,80 ((#,8))—- (w2 0| W, | |e,.0
R e (C V]| KN | {40 |

o o (13)
_(("18"1))((wll"z))((vla'%)) ((018','8))#'L "18J ‘(’18’f)J

Isolando um termo genérico da equacio (18) e desenvol-
vendo-o segundo as equacdes (12) ¢ (13), vem:

32¢ az,‘ 32,' az,t
((v,,9,)) = n—T'- a—-rdxdyo vD-—y" a—rdxay+
(3 x y

Ix (A ox
atv, a?e, ate, ale,
+ —g— dx dy « Do dx dy + (14)
¢ 3y’ ax? e 3y? a2yl
aZy azvt
. 2(1 - v)p—2 dx dy
(4 9x 9y 9x 3y

A equaciao (13) toma a forma compacta abaixo:

(X) i) - 1) (13)

ounde
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[(K®) é a matriz de rigidez local;
{w} & o vetor de deslocabilidades locais;
{F}] é o vetor carregamento externo aplicado

nos pontos nodais.
4.1 - Puncoes de Interpolacao
t - Fungdes de Forma

Escolhido o elemento triangular com seis pontos nodais,
de modo a garantir a continuidade, faz-se necessirio deter-
minar tres funcoes de interpolacao por pomnto mnodal, tal que,
para um ponto i do elemento:

a) a fungao ¥ tenha valor unitério mo ponto i e
seja nula n%l demais; suas derivadas primeiras em
relaciao a r,s sejam nulas em todos os pontos;

b) a fungao ¢(3’-1 seja nula e tenha derivada primei-
ra em relacac a2 s nula em todos os pontos; sua detl
vada pr1ne1ra em relacao a r seja de valor unitario
no ponto i e seja nula nos demais;

c) a fungao 031 seja nula e tenha derivada primeira em
relagcdao a T nula em todos os pontos; sua derivada
primeira em relacao a s seja de valor unitdrio no
ponto i e seja nula nos demais.

Estas fungoes ¥ (r,s), sao as funcoes de interpolacdo
hermitianas. Foram ottxdas com o auxilio dos polinomios de
Lagrange e apresentam a forma geral[4] abaixo:

6 6 6
?(r,s)= iEif(ri,si)oi(r.:)#iflf.r(ri.si)ti(t)0 ifif"(‘i"i)*i(‘) (16)
onde
f(r..ui) - ¢ 0 valor da funcio de interpola-
1 cao no ponto i;
£ (r..si) e £, ,8:) = sdo os valores das
r i der13adis prxuexras da fungdo de
interpolacao em relagao a r,s no
ponto i;
¢, (r,8) = (12218, (e, 801 (eme ) 1% (x,8)
‘r
2 (17)
*i(r) - (r-ri)t I'.(t’.)
ou
0 (e = 0=208;  (rg 0801 Geme )12 (xy0)
y (18)

v (8) = (s-s 22 (r,0)

As fungoes 0.(: 8) e 0.(:.3) s3ao geradas por meio de:

L (r,s) - sao polxnontos de Lagrange nos poun-
tos i
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li’r(ri.li) . ti. (ri,li) - sao os valores das

derivldas primeiras dos polinomios
de Lagrange em relacao a r,s nos
pontos i.

As dezoito funcOes de interpolacao hermitianmas obtidas
830 as seguintes:

¢, (r,8) = (1-6r) (1468) (1-r=s)2(1-2r-26)%2  (a)

v,(e.8) = r(1-r-s)?(1-2r-24)2 (v)
03(t,s) - s(l-r-s)z(i-Zr-Zs)z (e)
$,(r,8) « (71-61) (-re2r?)? ()
9 (r,8) = (r-1)(-re2c?)? (e)
Pelr,s) = s(-r+2r2)2 (f)
$,(r,s) - (7—68)(-s+232)2 ()
ws(r.a) - r(-s*th)z (h)
Polr,s) = (s=1)(-ss28%)? (i) (19)
Yo(ri8) = (1eka)(or(1-r-s)]2 ()
%, (r,3) = (r-0.5)[4r(1-r-2)]? (x)
9,(x,8) = slbr(1-v-5))2 ¢S
95(r,8) = (3-41) (3-48) (bra)? (m)
9,(r,8) = (£-0.5) (4rs)? (n)
95(x,8) = (3-0.5) (srs)? (o)
96(r.8) = (etr)[ea(1-r=2)]2 ()
¥ ,(r,8) = r[bs(l-r-s)lz (q)
$,5(r,s) = (3-0.5)[4s(1-x-3)}7 (r)

2 - Geometria
Para o mapeamento da geometria fag—se uso das funcdes
de interpolagiao Lagrangianas para os veértices, em coordena-
das locais r,s, da forma abaixo:
1,(:.:) = j~r-g a)
yz(t,s) - b) (20)

Ys(ro') - 8 c)
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3 - Coeficiente de Rigides
Na obtencao da equacao de governo, definiu-se a expres

sao do Coeficiente de kxgxdez, en coordenadas globais x,y,
conforme se apresenta a seguir:

3
D(x,y) = —EE{zag) (21)

12(1-v°)

simplificadamente DP(x,y) & dada por:

D(x,y) = D_b>(x,y) (22)
onde
E
D =
° 12(1-v?)

Considerando que a espessura do elemento triangular va
ria linearmente e que & conhecida nos vértices, obteve-se a
funcao Coeficiente de Rigidez em coordenadas locais r,s, com
a seguinte forma:

D(r,8) = D [b +(h,~h )r + (hy-h )s]> (23)

onde hl’ h2 e h3 $30 as espessuras nos vértices.

S - ESTUDO DAS TRASNFORMAGOES

Optou-se por trabalhar o elemento triangular num siste
ma de coordenadas naturals r,8, a que se chamari sistema de
referencia, devido as facllldndcs que propicia, tanto na e-
laboracao como na operacao do programa de computador; entre
tanto, o que se busca é a solucao do problema no sistema
real. Ha necessidade de se prover uuma transformaciao que per
mita o uso das comodidades do sistema de referencia, e que
2o mesmo tempo, produza a solucdo no sistema real.

Para operar a equacao (14), enunciada no sistema real,
atraves de funcdes obtidas no sistema de referencia, deve-se
efetuar as seguintes transfor-acéeclslz

1. transformacdo da geometria;

2. transfor-acao do integrando;

3. transformacgiao das deslocabilidades.

5.1 - Transformacao da geometria
Exprimindo x ¢ y como combinacoes lineares das coorde-

nadas nos vertices, tem-se:

3
x = x(r,s8) = [ Yl(t")"
iml
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3
y = y(r,8) = I v, (r,0)y,
imt

7.(:.5) sao fornecidas pelas equacoes (20).

txprxnxndo o8 vetores unitirios do sistema real em re-
lagdo s0s unitirios do sistema de referéncia, obtém-se:

dxdy = det(J]drds (24)
onde det[J]) € o jacobiano da transformagdo,
5.2 - Transformaciao do integrando

Considerando que 330 nulas as derivadas dos termos da
matriz [J), obém-se para a transformagio do integrando a se

guinte relacao:

r \
32 ) 22
axi r
2 2
F I G o i 3 25)
ay? [ [ 2] 32 ?
2?2 22
kax 3% Lar 3q
onde
_ -
.2 .2 .
344 1742 234y dy,
.2 .2 ..
[rzl - 3422 2 §py da, (26)
S FTRE PTUNE PPIR PYRR S FY TR PYRR S RPR PYRA |

jus 830 os termos da inversa da matriz [J].
$5.3 -~ Transformacao das deslocabilidades

3

Como a solucdo deve ocorrer no sistema real ¢ necessa~-
rio adaptar as deslocabilidades obtidas no sistema de refe-~

réncia pars o sistema real.

A equacao (11) supde uma aproximacido de solucdo no sis
tema real, da forma

18 _

vix,y) = I W, ¢ (x,y)
iet
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O que se usou até aqui, entretanto, foram funcées im-
terpoladoras locais, de modo que no sistema de refereéncia se
tenhs

18
w(r,s) = ¢ v, 9i(r.s) 2n
iwi

A relacao entre w(x,y) e w(r,s) chamar-se-a adaptaciao.

Para a obtenc2o da matriz de transformagao das'desloc:
bilidades, vai-se operar apenas no ponto nodal 1, sabendo-se
que o estabelecido para o ponto | aplica-se aos outros poan-
tos do elemento.

Derivando w(x,y) em relacio a r e igualando a derivada
de w(r,s) em relacao a r, vem:

v _ 9V 3x , 3w 2
or or
V‘ “ '1
2 -9 x,3
ot <01%2%37 | Valm I { N a1 B2 %f (29)
Y3 3 vy
desenvolvendo e simplificando obtém-sea:
= 9Ix = 2
v, m W, BT ¢V, 5% (30)

Usando o mesmo procedimento em relacido a s, obtém-se:

- X - 3
vy, 5y 3T n

Fazendo agora
W =W
desenvolvendo e simplificando chega-se &
v, = w, (32)

Exprimindo as equacoes (30), (31) e (32) na forma ma-
tricial:

v 1

<

0 0
1 1
ax [ -
v, = 0 TS s% v, (33)
ax ) -
vy o 3 3 vs




- 24 =

Desenvolvendo a equaciao (27), mo pomto 1, vem:

w(r,s) = v'¢' + vzvz + w3¢3 (34)

Substituindo as equacoes (30), (31) e (32) na equagio
(34), tem-se:

v(t,s)-;’v'o ;2-3-5+;3—!-}¢2+{; .5 3-1}'93 (35)
ar dx s 3
na forma matricial:
1 0 0 v,
vir,e)sle o 3lo 3= L3 (36)

3 3
° 3 5= 3

Pode-se obter w(x,y) baseado nas funces de forma do
sistema de referincig, desenvolvendo a_equaciao (11) no pon
to | e substituindo vi por vi da equaciao (35), ou seja:

v(x,y) = v‘v‘ + vzvz + v3¢3 (37)

COmO W = W, VeRm!

- - - X X - 1 ax ]
wix,y) -v"P' +v2{ ; ¢29:V3} + vs{—vzolﬂﬁs} (38)

na forma matricial:

1 0 0 l v,
Ix 3 -
V) ey 0 3 3 Y2 (39)
. Ix L) -
L R AR
a equacao (11) uﬁune a forma global abaixo:
- 90
1 v, W
_ Y -
i i | v2
- )
\ .
V)= 149 05—1% %) R Vo[ wod
\‘ .
1 '16
r (s
I Y
Lo -
- 4 \vis
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Desta forma pode-se garantir que embora se trabalhe no
sistema de referéncia, a solucao ¢ obtida no sistems real.

Para a determinacao de cada um dos termos ((¥_,¥ )), de
finidos pela equacao (14), usar-se-a o método de iﬁtegtaci;
numérica de Gauss-Legendre, com sete pontos de integragcao,
no elemento triangular.

A matriz de rigidez obtida, afetada das condigdes de
contorno que incidem sobre os pontos nodais do elemento, e
adicionada 2 matriz de rigidez global a qual estara comple-
ta apos o processamento de todos os elementos.

6 - OBTENCAO DOS DESLOCAMENTOS

De posse do carregamento aplicado aos nés da placa e
da matriz de rigidez global, obtém-se o sistema de equacdes
abaixo:

(k] {w} = {F} (4t)

A solucao da equacao (41) forneceri os deslocamentos
nodais procurados.

Para resolver a equacao (41), usa-se a técnica de solu
¢ao direta, atraves de algoritmo baseado no método de elimi
nacao de Gauss.

A matriz de rigidez [K], obtida em decorréncia da apli
cacao do operador diferencial eliptico, & simétrica e posi~
tiva definida; pode-se afirmar que a estrutura da placa ¢
estavel e que os termos da diagonal, a medida que forem de-
finidos os pivds, serac sempre positivos. Em decorréncia des
ta propriedade, a solucao da equacao (41) pelo método de e-
liminac3o de Gauss ¢ de elevada eficdcia, chegando-se rapi-
damente as deslocabilidades.

7 - OBTENCAO DAS TENSOES

Admitidas a relacao linear entre tensao e deformacao,
as simetrias em relaciao aos planos coordenados, bem como as
isotropias nestes planos, as equacoes constitutivas forme-
cem para as tensdes:

E v
%35 = Tev [‘ij * o S ‘u] (42

Abandonando na deformacao da placa, a influéncia das
componentes do tensor das tensoes relacionadas com a dire-
cao normal a superficie media, chega-se para o estado plano
a:

zE

p [(!-v)’v,a8¢v638 "ll] (43)

Observa-se que os esforcos e tensoes serido obtidos a
partir do campo de deslocamentos, levantado para cada ele-

g = -
af 1ev
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mento, em presenca das deslocabilidades calculadas nos pon-
tos nodais.

Vai-se definir um polindomio de quinta ordem que conte-
nha cada um dos deslocamentos. Como o polindmio completo pos
sui 21 termos, far-se-i a condensagio de trés termos de mo—
do a4 manter a propriedade de simetria do campo.

Assim, w, Ve, ® "y assumem as seguintes formas:

v(x,y) = aioazx+13y¢a‘x2§...4116(x5+y5)+a'7(x‘y+xy4)+ala(x3y2¢x2y3)

(44)

2 & 3 4 22
v.x(x,y) = 12+Zabx+a5y43n7x +...¢5:16x *a'7(hx y+y )0:18(3x y ¢2xy3)
(45)

v,,(x,y) - 13*a5x+236y+a812¢...451‘61A0117(x‘+4xy3)+a‘8(2x3y+3x2y2)
(46)

Desenvolvendo as equacdes (44), (45) e (46) para os pon
tos nodais do elemento, obtém-se o sistema que resolvido for
nece os coeficientes a,, i=1,...,18 de modo a definir o cam
po de deslocamentos no’dominio do elemento. -

A partir dai chegam-se as derivadas segundas dos deslo
camentos e do operador harmdnico.

O coeficiente de rigidez, cujos coeficientes sao obti-
dos através do sistema de equagées que relacionam as espes~-
suras conhecidas dos vértices do elemento, ¢ dado pela ex-~
pressiao na forma:

D e Do(c1 +e,x 4037)3 {(47)

A partir da equacido (47) obteéem-se as derivadas do coe-
ficiente de rigidez em relacao aos eixos coordenados.

Finalmente pode-se calcular os esforgos e as tensdes
que ocorrem nos pontos nodais dos elementos.

As tensdes obtidas sdoc comparadas com aquelas capaz de
levar o material & plastificagiao, obtida segundo o critério
de Von Mises[6] que neste caso assume a forma:

)1/2

y (48)

2 2
o, = ((ax-o’) - 0,0, 430x
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