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Se d•• arrolla IIIlel_nto •• p1aca fine a .ader~nte lruesa. La
,ran,iano, de nueve nodos, .iguiendo 1a teor!a de Mindlin. Las COIIpooen
t•• de 1&deformaci6ncortante en 1&bae covariante se aproxiaan _- -
di_te po1inomos de _nor orden. que loa obtenidos direct_nte de 1u
relaciones ciaeutica (deforaaci6n, desplazaJliento) uociadas al ele-
_nto; con ello se evita el fen.no de bloqueo y la aparici6n de ~dCMI
espurios. Se analiza su capacidad de copiar estados de deformaci6ncons
tante y lineales (Patch teat) para confiluracionea COIllados rectoB y -
curvos.

A recunaular, thin or ~rately thick. 9 node Laar-sian el_t
is presenled, follovina the Mindlin theory. The covariant ca.ponents
of shear defo~tion are aproxiaatted by lover order poli~als than
tho.e resu1tina directly froa the ele•• nt cin••• tic equatioos. As a
CODaecuence,locking and .purious ~des are .-idecl.

Patch test resulta for .trupt an cUl1leciside patterns are
obtained. Its perfonaance i. also e"aluated for -7 tjpica1 prob1••••



El prob1_ de b1oqueo de los e1el1ent~ de placa. de COD tilluidad C·
ba aido tratado extens~t.. Bacient_nte Belytschlto y otros [ll en
1a preaentaci6n de su trabajo realizan una reseh biat6dca del prob1_
1 de 1•• distint •• soluciooea al 1lia1lO(intearac:i6n recl~c14 ae1ectiva.
eatabilizaci6n de mc10sespudos. fo~ooea ~. etc.) citando u-
•• ..,lia biblioarafta.

Se coincide en que e1 probl... de b1.oq_ por corte se debe a una
repreaentaci&l inadecuada de la enerau de c1efo~ci6n cortante cuando
al eapeaor de 1a placa ae rec1uc:e.

11 bloqueo por corte fue reportado prt.rllllente por Zienltieviu 1
ouoa [2] quien al aiaD) tieJlpo propuderon cc.o solaci6n 1a intelraci6n
nduei'" selectiva (XU).

Esta tfcnica introduce cc.o COIltrapart.idaloa llaaadoa modosespu-
rios. •• decir que el el_nte puede adoptar ~os de desp1azamientoe no
naidos sin poderse cClllPutareDllrgu de deformaci6n por 108 mismos. La
extstencis de dich08 mdoe ob1iga a sobrerestrinair artificia1mente un
mc1e1opara evitar 1a Bingub,ridad de la utrb de rigidez.

En este trabajo se presenta una fonaulaei6n en 1&cual la energ!a
de deformaci6n por corte ea eva1uada a ,artir de interpolar laa compone!!,
tea covariantes del tenaor de defo~ciones cortantes con po1inomi08de
menororden que 10s obtenic1oapor ap1icaci6n de laB re1acion.. deforma-
ei&n-desp1aza.iento sobre e1 campode deap1azaaientoe original. Eats
interpolaci&n se realiza a nift1 elemental. no introduc:ifn~ variables
&diciona1es al probl•••.

11 aiSIlO_tockJ be side>propuesto anteriOrlente POI' E.M. Ovorkin p.!
ra el desarrollo cia BUSelemeDtosKITC4 y KItC8 [3] [4].
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El elemento propueato es basicamente _I s61ido degenerado propuesto
POI' Ahaad(5]. basado en la teoda de Mindlin. de nueve DOdos. Los gra-
doa de libertad nodales Be_SU'. en 1&Fil. 1.



En·es ta placa 1a enerl!a potencial total puede expre•• ne en 1. b,!
se cartesiana (x, 1, z) ca.o:
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Como puede ob.ervlr.e en (~) 11 cner,!. de ~orte ~ue4a tota~nt.
desacop1ada de las defomacioa •• por flexi6n ai •• describe en una base
ca.o 1a (x, ." z) de 1a ria. 1. 1.0aU •• auc:e4eat •• describe en una
baae curvil!nea como18 •• la fiC. 2.



Fig.2. Base curvi1!nea.

Para esta base (rt St ~) 1a energ!a de corte se expresa COllI):
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Irr, Isr • Irs, ,aa son 1•• cOIIponenteadel tensor Mtrico contra-
variante que se obtienen de invertir e1 tensor MtriCO covariante del
sistema curvilmeo [6]. Las componentesdel tensor Mtrico covariante se
obtienen a au ve~ del producto de la matri~ de tr_fo~ci6n ~ por su
transpuesta. Para este caao 1•• cOllPODentesde l son:

ax ~ 0as aa
001

Las componentescovariantes de 1a deforaacion cortante y~r, yzs pue
den obtenerse a partir de lix, yzy a travis de 1•• siguientes re1acion•• :

C.x
yzy + ar

ax
lZY + aa

INTERPOLACI(B DE LAS COMPONEN'IESCOVAlllANTES DE LA DEF01lKACIOif
Q)lIAN!I

Laa defomaciortes cottantea ,ueden· expre•• ne en feci6a de loa IE'.!.
40a de libertacl oocl&1.ea!
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Los puntoa del dominiodon_ ae evalua In y BioS, ae muestran en
la Fig. 3a y 3b respectivlII!IeIlte. Las funciones interpolantes Ii s_:

1.
1- s (a-1) (l-r/a)/4

~- 0_s2) (1-r/a)/2

13- s (s+l) (l-r/a)/4

14- s (s+l) (l+r/a)/4

2 (1+r/a)/2B.s- (1-. )

1.6- s (5-1) (l+r/a)/4

clondea - l/n. La obteoci6n _ las S. ea directa
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•• *Beemplazaudolu y BioS en lugar de lir '1 BiB en (8). obtene_ Y".
Exigiendo la estacionariedad de 1&energ{a potencial total (6~- 0) obte-
nelllOa:
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Las aatrices de rigidez a la flexion y corte resultantes de esta
expresion se calculan con integraci6n gaussiana da 3 x 3 puntos en el
plano (r, s).

La aupresion de .,dos espurios se debe a la cantidad de puntos ae-
leccionaclos en la interpolacion de .-bas deforaacionea cortantes ya que
el campode de.pla~entos prop~sto para el elemento no puede anular
yzt y )':.:5 silllUltaneamenteen dichos puntoe.

Para comprobarla capacidad del elemento para copiar estados de de
foraaciOn constante se proponen dos discretizacionea (Fig. 4 a y b) de-
una placa cuadrada y sa la somete a los estados de carga que aparecen
en la Fig. 5 a, b y c. Los resultados obte~idos con al presente elemento
aon comparadoscon loa de aplicar IRS.

Sa restringen los giros y desplazaaientos en A-I. La solucion da
este probl•••• requiere \11\& variacioo line.! del giro en la direccion X.
!sto no es exact_nte obtenillo por ninguno de los dos _todos, agregh
dose una falta de simetrta. El elemento propuesto presenta una falta de
si.-trra recien en la tercera cifra significativa, no notandose •• yor de
terioro en la discretizaci60 COD lados curv•.cIoa. Tabla 1, T~la 2. -

Se restringen tollos 108 giros del el~mento. £1 desplazaaiento w sa
restring. sol_nte en al lado A-B. La solucion ea una variaci6n lin_l
de w en direccian de x. La integracion reducida selectiva presenta una
soluci~a que varra liDeal_nte en x y respeta la simetrra aunqueel re-
sultado ea sobreevaluado. £1 elemento propuesto eta resultado. total.-n-
te asillftricos. Tabla 3. Tabla 4.

El ele.ento esta simplemente apoyado en loe ladoe A-I y I-C. (w-O).
La soluci6n de plaes fina as una variaci60 bilineal de v y por enda li-
neal para alllbosgiros. £1 elemento propuesto brinda una 'excelente re.-
puesta que incluso coincide exact_nte con la teories. Tabla 5,Tabla 6.

Para analizar el bloqueo del alemento se analiza el problema de una
plaes cuadrada, empotrada con una carga puntual en su centro. Se dis-
,rct111 1610 \In "I.no lie 11 plltl J H ban tle&ido 101 patronel de 411-
cretizacion representados en la Fig. 6, con al objeto de variar el orden
clel determinante jacobiano da la tranaforaaci6n. En la Tabla 7 ae compa-
ran 10s resultados del presente elemeoto con 10s obtenidos con el Lagran
siano de 9 nodo. COIl intearaci6n c:o-..1Alta., loa obtenidoa COIl integract6a
re4ucieta .alectba.
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J«JlO 8 Te6rico Presente elemento IRS

1 0.3889 0.397lS
2 0.3639 0.3812 0.3lS23
3 0.3877 0.3960

J«JlO 8 Te6rico PreSP.nte elemento IRS

1 0.3882 0.3943
2 0.3639 0.3814 0.3788
3 0.3874 0.3873

NC1X) w Te6rico Presente elemcnto IRS

1 0.lS666 x 10.5 0.lS065 x 10.5 0.1040 x 10-
It

2 0.7lS45 x 10-5 -It0.1040 x 10
0.7403 x 10.5 -43 0.1040 x 10



NCDO w Te6rico Presente elemento IRS

1 0.7667 x 10-5 0.1040 x 10'"

2 0.11666 x 10-5 0.73911 x 10-5 0.1040 x la-At

3 0.7066 x 10-5 0.1040 x 10-At

Presente elemento IRS

N(J)() \II axl0-1 8Xl0-t ItI CXXl0-1 8Xl0-t

1 O. 0.0 0.2600 O. 0.0 0.2575
2 0.1300 0.1300 0.2600 b.l304 0.1325 0.2614
3 0.2600 0.2600 0.2600 0.2623 0.2626 0.2614
4 0.1300 0.2600 0.1300 0.1299 0.2621 0.12119
5 O. 0.2600 0.0 O. 0.2541 0.0

Presente elemento IRS

rmo w axl0-t axl0-1
w cxxl0-1 8xl0-1

1 0.00 0.0 8.2600 '0.00 0.00 0.2036
2 0.1300 0.1300 0.2600 0.1080 0.1118 0.2234
3 0.2600 0.2600 0.2600 0.2147 0.2204 0.2026
4 0.1300 0.Z600 0.1300 0.1065 0.22SS l>.957

5 0.00 0.2600 0.00 0.00 0.22115 0.00



Se-ha utilizado la als •• discreti~aci6n para el problema de una pla
ea cuadrada con loa bordes simplemente apoyados sometida a carga unifor~
me. III la tabla a puede observarse COllI) el Lagrangiano de 9 nodos eon
intearaciSn ec.pleta coaien~a a bloquear para la •• 118 C para tla • 0.001

En ambos eaaoa descriptos el elemento propuesto presenta un excele~
te c:o.port.m.ento.

Loa resultados obtenidos para .1 proble.. de UD solo elemento some-
tido • la flexo-toni&l Pia. observaae en laa Fip. 7 y 8.

- ••• STRAPS

o Ull ELEM. ttIIOPUQTO
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• •
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Presente elemento •.••grangiano 9 nodos 1 R S
tl A B C A B C A B Ca

0.1 0.746 0.729 0.727 0.788 0.781 0.779 0.696 0.700 0.716

0.01 0.994 0.998 0.998 1.393 1.351 1.754 0.993 0.983 1.011

0.001 0.998 1.002 1.002 1.417 2.999 45.59 0.998 0.987 1.017

~

Presente elemento Langrangiana 9 nodos 1 R S
tl

Ca A B C A B C A B

0.1 0..895 0.891 0.899 0.901 0.905 0.903 0.878 0.877 0.873

0.01 0.996 0.996 0.998 1.018 1.024 1.064 0.969 0.968 0.976

0.001 0.997 0.997 0.999 1.020 1.052 4.544 0.970 0.969 0.977
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El ele_nto presentado es un elnento cOllputacionalaente caro ,a que
requiere la evaluacion de las deformaciones de corte en 12 punto. para
poder interpo1arla ••

Los resultados respecto al Patch Test no j~tifican a priori dicho
costa. Sin elIDarlO lo8 obtenidos con IRS no son _jores, con el agraVaD-
te de la introducci6a de .ados •• purios.

Cabe aclarar que .1 e1emento KITC8(4] pasa el Patch Te.t para 4is-
cretizaciones con lados rectos 1 nodos ceDtrados.

En 10s deal. eje~lo. la perfo~ce del presente ele_nto e. muy
buena convirtihdose en una opci6n vilida en el tratlllliento de problemas
de placaa fina 1 .aderadamente grue.a.
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