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Se desarrolla un elemento de placa fina a moderadamente gruesa, La
grangiano, de nueve nodos, siguiendo la teorfa de Mindlin. Las componen
tes de la deformacifn cortante en la base covariante se aproximan me-
diante polinomios de menor orden, que los obtenidos directamente de las
relaciones cinemdticas (deformaciln, desplazamiento) asociadas al ele-
mento; con ello se evita el fenSmeno de bloqueo y la aparicifn de modos
espurios. Se analiza su capacidad de copiar estados de deformacibn cons
tante y lineales (Patch test) para configuraciones con lados rectos y
curvos.

Se evaliia tambifn su performsuce ante varios problemas tfpicos.

ABSTRACT

A rectangular, thin or moderately thick 9 node Lagrangian element
is presented, following the Mindlin theory. The covariant components
of shear deformation are aproximatted by lower order polinomials than
those resulting directly from the element cinematic equations. As a
consecuence, locking and spurious modes are avoided.

Patch test results for straight an curved side patterns are
obtained. Its performance is also evaluated for many typical problems.
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IRTRODUCCION

El problema de bloqueo de los elementos de placa de continuidad C°
bha sido tratado extensamente. Recientemente Belytschko y otros [ 1] en
la presentaciSn de su trabajo realizan una resedia histSrica del problema
y de las distintas soluciones al mismo (integracifn reducida selectiva,
estabilizacifn de modos espurios, formulaciones mixtas, etc.) citando u-
na amplia bibliograffa.

Se coincide en que el problema de bloqueo por corte se debe a una
representacibn inadecuada de la energfa de deformacifan cortante cuando
el espesor de la placa se reduce.

El bloqueo por corte fue reportado primeramente por Zienkiewicia y
otros (2] quien al miswo tiempo propusieron como solucifn la integracidn
reducida selectiva (IRS).

Esta técnica introduce como contrapartida los llamados modos espu—
rios, es decir que el elemento puede adoptar modos de desplazamientos no
rigidos sin poderse computar energfa de deformacin por los mismos. La
existencia de dichos modos obliga a sobrerestringir artificialmente un
modelo para evitar la singularidad de la matriz de rigidez.

En este trabajo se presenta una formulacifn en la cusl la energfa
de deformaciSn por corte es evaluada a partir de interpolar las componen
tes covariantes del tensor de deformaciones cortantes con polinomios de
menor orden que los obtenidos por aplicaciln de las relaciones deforma-
cidn-desplazamiento sobre el campo de desplazsmientos original. Esta
interpolacifn se realiza a nivel elemental, no introduciéndose variables
adicionales al problema.

El mismo mftodo ha sido propuesto anteriormente por E.N. Dvorkin Pa
ra el desarrollo de sus elementos MITC4y MITC8 [3] [41].

ENERGIA DE CORTE EN COORDENMADAS CURVILINEAS
El elemento propuesto es bisicamente el sSlido degenerado propuesto

por Ahmad (5], basado en la teorfs de Mindlin, de nueve nodos. Los gra-
dos de libertad nodales se muestran en la Pig. I.
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Fig.1l. Definicidn de grados de libertad nodales.

Las interpolaciones para los desplazamientos son:
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donde: Bx = lli (r,s) Bxi, By = .i (z,s) Byi i= 1,2...9

En esta placa la energfa potencial total puede expresarse en la ba
se cartesiana (x, y, z) como: -
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E = M5dulo de Youmg
v = coeficiente de Poissom

k = 5/6 = factor de correccién de corte

Como puede observarse en (4) la energia de corte queda totalmente
desacoplada de las deformaciones por flexién si se describe en una base
como la (x, y, z) de la Fig. 1. Lo mismo sucede si se describe en una
base curvilfnea como la de la Fig. 2.
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Fig.2. Base curvilfnea.

Para esta base (r, s, z) la energia de corte se expresa como:

LU S
_21_ 2 g ida (5)
A /)
2
donde:
Yzr rr ST
V. _ PO 88
- Yz8 E<: 2(1+Y) sru 'ss

rr _Sr rs _ss . :
£ , 8 =8 , 8 son las componentes del temsor métrico contra-
variante que se obtienen de invertir el tensor mftrico covariante del
sistema curvilineo (6]. Las componentes del tensor métrico covariante se
obtienen a su vez del producto de la matriz de transformacidn J por su
transpuesta. Para este caso las componentes de J son:

x 3y 0

1 = or or

B = 3y o
as os
o o 1

Las componentes covariantes de la deformacidn cortante yar, Yzs pue
den obtenerse a partir de yix, yzy a través de las siguientes relaciones:

vie = 2 yay o+ B o (8)
vee = L vy + B yn ™

INTERPOLACION DE LAS COMPONENTES COVARIANTES DE LA DEFORMACION
CORTANTE

Las deformaciones cortantes pueden expresarse en funcién de los gra
dos de libertad nodales a
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Las funciones Bzr, Bzs son aproximadas por Bzr y Bzs tal que:
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Los puntos del dominio donde se evalia Bzr y Bzs, se muestran en
la Fig. 3a y 3b respectivamente. Las funcicnes interpolantes ki son:

Rl =g (s-1) (1l-r/a)/4
(1-s3) (1-r/a)/2
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Fig.3. Localizaciln de los puntos de interpolacidn.

Reemplazando B:r y gzs en lugar de Bzr y Bis en (8), obtenemos ¥*.
Exigiendo la estacionariedad de la energfa potencial total (6u= 0) obte-
nemos:
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- pvw dA = 0 (11)
A

Las matrices de rigidez a la flexiSn y corte resultantes de esta
expresidn se calculan com integracifn gaussiana de 3 x 3} puntos en el
plano (r, s).

La supresidn de modos espurios se debe a la cantidad de puntos se-
leccionados en la interpolacifn de ambas deformaciones cortantes ya que
el campo de desplazamientos propuesto para el elemento no puede anular
Yzr ¥ Yzs simultineamente en dichos puntos.

RESULTADOS

Para comprobar la capacidad del elemento para copiar estados de de
formacidn constante se proponen dos discretizaciones (Fig. 4 a y b) de
una placa cusdrada y se la somete a los estados de carga que aparecen
en la Fig. 5 a, b y c¢. Los resultados obtenidps con el presente elemento
son comparados con los de splicar IRS.

Flexidn

Se restringen los giros y desplazamientos en A-B. La solucifn de
este problema requiere una variacidn lineal del giro en la direccidn X.
Esto no es exactamente obtenido por ninguno de los dos métodos, agregin
dose una falta de simetrfa. E1l elemento propuesto presenta una falta de
simetria recién en la tercera cifra significativa, no notédndose mayor de
terioro en la discretizacidn con lados curvados. Tabla 1, Tabla 2.

Corte

Se restringen todos los giros del elemento. El desplazamiento w se
restringe solamente en el lado A-B. La solucifn es una variacidn lineal
de v en direccién de x. La integracifn reducida selectiva presenta uns
solucifn que varfa linealmente en x y respeta la simetrfa aunque el re-
sultado es sobreevaluado. El elemento propuesto da resultados totalmen-
te asimétricos. Tabla 3. Tabla 4.

Flexo-torsidn

El elemento estd simplemente apoyado en los lados A-B y B-C. (w=0).
La solucidn de placa fina es una variacida bilineal de v y por ende li-
neal para ambos giros. El elemento propuesto brinda una ‘excelente res-
puesta que incluso coincide exactamente con la teSrica. Tabla 5,Tabla 6.

Bloqueo

Para analizar el bloqueo del elemento se analiza el problema de una
placa cuadrada, empotrada con una carga puntual en su centro. Se dis-
cretiza 8610 un cuarto de ls placa y se han elegido los patrones de dis-
cretizacidn representados en la Fig. 6, con el objeto de variar el orden
del determinante jacobiano de la transformacién. En la Tabla 7 se compa-
ran los resultados del presente elemento con los obtenidos con el Lagran
giano de 9 nodos con integraciSn completa y los obtenidos con integrac
reducida selectiva.
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Fig.4. Discretizaciones empleadas para el Patch Test.
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Fig.5. Estados de carga propuestos para el Patch Test.




Tabla 1. Patch Test a flexifn -~ Lados rectos.

® Tebrico Presente elemento IRS
0.3889 0.3978

0.3639 0.3812 0.3823
0.3877 0.3960

Tabla 2. Patch Test a flexidn - Lados curvos.

8 Tebrico Presente elemento IRS
0.3882 0.3943

0.3639 0.3814 0.3788
0.3874 0.3873

Tabla 3. Patch Test para corte - Lados rectos.

w Tebrico Presente elemento IRS

0.8666 x 10°> | 0.8065 x 10~5 0.1040 x 107"
0.7545 x 1075 0.1040 x 10°Y
0.7403 x 1070 0.1040 x 10"‘




Tabla 4. Patch

Test para corte ~ Lados curvos.

NCDO w Teérico Presente elanento‘ IRS
1 0.7667 x 1075 0.1040 x 10~
2 0.8666 x 1075 | 0.7398 x 1075 0.1040 x 107
3 0.7066 x 1075 0.1040 x 107"
Tabla 5. Patch Test flexo-torsidén - Lados rectos.
Presente elemento IRS
-1 -1 -1 -1
NCDO w ax10 Ax10 w ax10 x10
1 0. 0.0 0.2600 0. 0.0 0.2575
2 0.1300f{ 0.1300 | 0.2600 0.1304 0.1325 0.2614
3 0.2600| 0.2600 § 0.2600 0.2625 0.2626 0.2614
4 0.1300{ 0.2600| 0.1300 0.1299 4 0.2621 0.1289
S 0. 0.2600 | 0.0 0. 0.2541 0.0
Tabla 6. Patch Test flexo-torsidém - Lados curvos.
Presente elemento IRS
-1 -1 -1 -1
NODO w ax10 gx10 w ax10 8x10
1 0.00 0.0 0.2600 0.00 0.00 0.2036
2 0.1300] 0.1300] 0.2600 0.1080 0.1118 0.2234
3 0.2600{ 0.2600| 0.2600 0.2147 0.2204 0.2026
4 0.1300f 0.2600{ 0.1300 0.1065 0.2258 0.957
S 0.00 0.2600} 0.00 0.00 0.2285 0.00
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Fig.6. Discretizacisn de 1/4 de placa.

Se ha utilizado la misma discretizscifdn para el problema de una pla
ca cuadrads con los bordes simplemente apoyados sometida a carga unifor-
®e. En la Tabla 8 puede observarse como el Lagrangiano de 9 nodos con
integracién completa comienza a bloquear para la malla C para t/a = 0.001

En ambos casos descriptos el elemento propuesto presents un excelen
te comportamiento.

Los resultados obtenidos para el problema de un solo elemento some-
tido a la flexo-torsifn puede observarse en las Figs. 7 y 8.
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Fig.?. Flexo-torsisn debida a cargas puntuales.




Tabla 7. Placa bordes empotrados, carga central. w

gy

teSrico
malla Presente elemento Lagrangiano 9 nodos IRS
A Al B C A B c A B c
0.1 0.746 | 0.729{ 0.727 {0,788 | 0.781 { 0.779 | 0.696 { 0.700 | 0.716
0.01 0.994 | 06.998 | 0.998 | 1,393 | 1.351{ 1,754 | 0.993 | 0.983 | 1.011
0.001 0.998 1 1.002] 1.002 | 1,417 | 2.999 | 45.59 | 0.998 | 0.987 | 1.017
Tabla 8. Placa bordes apoyados, carga uniforme. 't-&rico/"BF
R malla Presente elemento Langrangiana 9 nodos IRS
/‘ A B c A B C A B C
0.1 0. 895 0.891 | 0.899 | 0,901 0.905| 0.903{ 0.878| 0,877 | 0.873
0.01 0.996 | 0,996 | 0.998 | 1.018 1.0241 1,064] 0,969 | 0.968| 0.976
0.001 0.997 0.997 | 0.999 | "1.020 1,052 4,544 0,970 0.969 | 0.977

- ‘l -
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Fig. 8. Flexo-torsién debida a momentos.

CONCLUSIONES

El elemento presentado es un elemento computacionalmente caro y& que
requiere la evaluacidn de las deformaciones de corte en 12 puntos para
poder interpolarlas.

Los resultados respecto al Patch Test no justifican a priori diche
costo. Sin embargo los obtenidos con IRS no son mejores, con el agravan-
te de la introduccidn de modos espurios.

Cabe aclarar que el elemento MITCO( 4] pasa el Patch Test para dis-
cretizaciones con lados rectos y nodos centrados.

En los demfis ejemplos la performance del presente elemento es muy
buena convirtiéndose en una opcifn vilida en el tratamiento de problemas
de placas finas y moderadamente gruesa.
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