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REQUHZN

Esta conferencia describs el probleas de Stefan (prodle
nas de¢ comduccién del calor com cambio de Zase) s través de
las inecuacianes variacionales eifpticas (easo sstacionario)
7 perabdélicas {caso de evoliuciéa) Y sus aproxilaciones nuné-
ricas.

A3STIACT

This lecture describes the Stefan prodlex (heat comduct
tion zrobleas with chan:e of phase) throu-h eliptic (steady-
state case) and parabolic (evolution case varational iaequa
lities and their nuzerical approxizatioms.
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I. IXNTRODUCCIOH

Las inecuaciones variacionales (I.7¥.) son un conjunte
de desijualdades o de ijyualdades que reeaplazan las ecuacio
nes de Suler-Lazrange del cdlculo de variaciones cldsico
cuando éstas no son mds vdlidas. Estas I.V. aparecen en nus
nerosos problemas, a saber: cdlculo de variaciones con res-
tricciones, mecdnica del continuo (problema del obstfculo,
torsién elasto-pl{stica, fluido de Bingham, dique poroso,
canbio de fase), teorfa de control (tieupo final éptimo,
sistemas a parfmetros distribuidos), prorrazscién natemdti-
ea, f{sica del plasaa, etc.

La teor{a de las I.V. conensé a cobrar importancia com
el trabajo [Stal] ¥y sobre todo can [LiSt].

A partir ds ese noxento se hicieron nenerosos trabajos
sobre el tena, entre los cuales merecen destacarse difsren-
tes arlicaciones en la teorfa del control [Ba1, Belitl, 3Beli
2, .Li1, Li2], en la cecdnica y la_2{sics [DuLi, Li3], en el
anflisis nunérico [2i, 31, GlLiTr], en problemas de fronte-
ra libre [BaCe, 210e¢, #rii, Tal, 7a2], y aquellos de funda-
zentacién satendtica [Br, XiSt, LeSt, si2].

La teorfa de las I.V., gue venfs cumplienio un papel
iaportante, cobré une mayor relsvancia en el afioc 1971 al re
solverse, previo cambio-de funeién incéznita, un oroblema
no-trivial de frontera libre en Hidrduliea, conocido en la
literatura cozoc el problexza del digque noroso [3ail BiEl.

Con respecto al problesa de Steflan (conduccizn del ca-
lor con caubio de fase), la teorfa de las I,.V. fue aplicada
en 1973 el probleua a wna fase en {Dul, Du2], y posterior-
nente a2l ce dos fases en [Dn}. Du4, Frel, Fre2, Pal, TaB].
v en [Aa1] oars el caso wunidimensional. A partir de ese no-
zento se reelizaron nuzerosos trabaios sobre la teorfa de
ias 1.V, aplicudos al problema de Stefan, va see desde un
ounto de vista %edrico, nuaérieo o de las avlicacionesj por
ejemplo se hen realizado los siguientes con:rssos [AlCoHo,
3cDaFr, Feafr, Fu, Goiio, Lo, ‘a2, Deio, Tad, »iSoBo], libros
[Ca. Cr, 510e, *ri, Jel, Ki3t Ru] 7 trabajos de revisién
con una extensa bibliograffa [Cry, a3, Pr, Ta5, 1iSoTr].
ustos trabajos pueden ser utilizacdes para obtener informa-
cibén seneral scbre el tena.

L continuacidn analizaremos suscintanente el problepa
de Stefan nultidinensional a una y dos fases, el caso esta-
cionario correspondiente al de dos fases y ulsunas de sus
aproximaciocnes numéricas,

II. PROSLEHA DI STEFAN JULTIDIMELSIONAL A UiWA FASE

Se considerarf el trabajo (Dul, Du2] en 2l cual se es-
tudia un blogue de hielo a 0 C que ocupe el dominio =cotado
LeR con frontera =3 regular., Se supone que I =stf com-
puesta de tres porciomes I';, I'; y T's 2in puntos en coniin.
Se supone adeads que F, y I'sy no tienen frontera coafn y que
'y tiene una zedids de superficie positiva (ned(l';)>0),

31 problema consiste en hallar la evolucidn del bloque
de hielo cuando la froantera [; es una pared impermeable al
ealor, I'; es zantenida a 0 C y sobre I'; existe un flujo de
calor del tipo Ley de Hewton (con coeficiente de¢ transferen
cia de calor a y tezperaturs exterior 9>b).

.
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Se supone que todos los coeficientes térrmicos son icua-
les a la unidad y se desizna con P(t) & la superficie de sg
aracién Ge las fases sélida (a temperatura 0 C) y lfouida
?a temperatura 6>0), conocida como la frontera libre del pro

bleaxa de fusidn en anflisis,
Si se supone, por aonotornfa del problema planteado, que
ls frontera libre est{ definida por la ecuacién

t= 2(x) (x= (xx.xz.x,) € R') (1)

entonces el problema consiste en hellar £=2{x), T>0 y
9= 5(x,t) con xe«:2 y t €(0,T) de nanera que se satisfazan
las si;uientes condicionres:

(

1) %% -0 =0 , ti(x)

i) ¢ =90 , t<i(x)
{ 1iy) -ve8,V2 = 1 ey x=L{x) (2)

a3 a0,
iv) - ﬁ'r a(o a‘) » v) anlr Is]
1 . 2
vi) ﬂ =0 . vii) 9(x,2) = 2 y X&0%.
T
\ s

5i se introduce la nueva funcidn ineérnita u=u(x,t), de
finida de la sizuiente nanera:

t
5 8{xz,s) is si t>2(x)
£(x)
u(x,t)= (3)
3 si  t<i(x)

el srodleze (2) se transforza en &l sicuiente

1) W s =1, t22(x)

t
ii) u =0 » t<2{x)
ii1) u=0 , Vu=s0 , t=£(x) (L)
iv) - %%lr = u(u-e‘t) ’ v) %%lr =0
h 2
vi) ”r = 0 s vii) u(x,0) =0 , xe2.

3

Adeads, de (4), se deduce que la aplicacidén u=u(t) (fuscién
de la variable espacial x) satisface la sijuiente inecuacién
variacional parabélica:
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(ut(t),v-u(t)) + a_(u(t),v-u(t)) 2 L (v-u(t)) , ¥veK,
u(t)ex , u(0)=0 (5)
donde !
V= {VGH'(Q) / v'r. -0 }
K= ‘{"€v / ¥v>0 en 2 ;
s (u,v)= j?n.?v dx + aj uv dy

2 rl (6)
L“(\v)- - JJV dx + aelti v dy

3

(u,v)= dx
k u,v jﬂnv

3n [Dut,du2] se estudia la existencia y unicidad de la
solucién de la inecuacién variaciomal (5), cozo as{ tanbién
la convergencia cuando el para’netro e tiende a infinito, od
tenidrcdose de este nodo la solueién del problema (2) 'reen-
olazando la condiecién (2iv) por

(21vbis)

al = 3
r 3
1

v

Puede notarse gue el conjunto convexo que se obtiene en es-
te caso depende dsl tiezpe.

Esta formulacién y aljunas de sus gzenerslizaciones han
sidec estudiadas desde un piunto de vista tedrico en [Ca. Ca-
Fr, DiSh, Friitl, Sa, Lid-5, lo2-304] y desde el punto de
vista de su cflculo p andliisis nunérico en [Z11, Fel, Jel,
Je2, JdKii, PiVe, 313]. hdeuds, se han realizado aplicaciones
&l problema de la colada continua (solidificacién de metales
les) ?Br1. Br2, ChRo, Zol-Ro3, Rob], a la teorfa de la homo-
geneizacién [BoDa, Da3, Li5, Li6, R05], a la teorfa cuasi-
estacionaria (Hele-Shaw flow y electrochemical machinje)

211, 113, ElJa2] con su correspondiente andlisis nunérico
£12, ZlJal, ElJa3], y a la tsorfa de cortrol éptimo [Ba 2,
..05a, Sa3, Sa4, Sabj, -

Con respecto caso unidinmensional del problexa de
Stefan a una fase pueden nencionarse desde un punto de vista
teérico [Co, Fri2, 5a, .lal, Sa2, Sa5, Ya], del cficulo o anf
lisis nuoérico [Dj, XaSa, Ni-§ib6, Sal, Sa2, Sa5], del con-
trol 4otimo [Sat, 815]. Por otra parte, el problema es estu-
diado]a través de una inecuacién cuasi-variacional en [Fri3,
FrKki2j.

Se considerard{ a continuscidn el anflisis numérico del
Trob}ena de Stefan multidizensional a una fase siguiendo

Fel
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{ (u',v-u) + a(u,v-u) > (f,v-u) ., vUrvex(t),

(7)
usu(t) € K(t) » u({0)=0
donde
v-{ua'(:z) / Yir so}
2
K(t)= {v(‘l / v>0 en 2, . sw(x.t)}
r (8)
1
a(u,v)= jVu.Vv dx R {(u,v)= Juv ix R f€ L2(Q)
9] Y]

Si se penaliza la condicién de Dirichlet sobre I'; se obtiene'
la siguiente inecuacién variacional:

b - - - - M d
(ul,v-u.) + a (u ,v-u ) > <t ,v u> , dvel

(9)
nttua(t)EK. R uc(O)-O
donde
K.- {VCV./ v>0 en a‘l} »
ae(u.v)aa(u.v) +% )’uv-dv .
i o)
<fe.v>=(f.v) +% SW dy .
r
1
obteniéndose que ‘
lim Hnt-uH 0 {11)
€e+0

L2(0,73V) )

Para haller la solucide de ia inecuacidn variacional (9) pug
de utiliszarse la metodolog{a dada en GlLiTri: diferencizs
finitas en la variable tismpo % € [0,T] y eleuentos finitos
o2 las variables esdaciales x=(x1,X3,X3) € il

El intervalo [0,7] se divide en Y sub-intervalos de anm-
plitud k y el conjunto 2 se triangulariza (T €t1,) con elemen
tos finitos regulares, affn equivalentes de clafe C°® con pa-
rdcetro h, obteniéndose un conjunto Vv, de dimensién finita
que aproxims a V, Sea

K- {vhevh / vh(b)g_o. %b nodo de la tr:l;ngulaei&n} (12)

el conjunto que anroxima a K,
8i la funcién u=u(x,t) se aproxima por
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%n
, (13)
xi : funcibn caracter{stica de [ik,(1+1)x]

=g g 1
uh.k(x.t)'i{_:,o uh(x) xk(t) ’ th »

entonces se define la aproxinacién de la inecuzecibén variea-
cionel (9) de la sizuiente nanera (se sigue notando u en 1lu
gar de u_, per convsniencia):

g - u 1 1
h k 14 148 14
{ T ¢ p~% ) tagluy T e ey ) 2
A+ 141 ,
2 <Tep o Vp¥ > 0 ¥ WErn (14)
1+1 :
uy €Ky
donde if1)k
<x‘1” v.>m o <f _(t),v.> dt
eh °* & % AR
1k
148 s 141 i (15)
up o= ouy a(uh - “h)

g€ [0,1] (o=1 : i3plfecito, 0=0 : explfcito,
0=3 : Crank-iicholscn),

Le inecuacidn variescicnal elfptica (14) con incéznita ul

cuede sxpresarse de la siguienle forna: h
i+l i+ . it i+l
(uh . Veup ) + x8 ‘e(uh » Veup ) >

> (ui » v-ui*‘) -« k{(1-3) ac(ui , v-u§*1) +
(16)
+ =z <f§” ’ v-ui”> N 4 v(!{h

i+l

-
u €k,

Teniendo en cuenta la relacibn existente entre inecua-
ciones variacionales elfpticas con forna

bilineal simdtri-
ca y nininizacidn de funcionales, se tiene que uy satisfa-
ce el sizuiente problema de ninizo:
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LM 3, #vex,

(17)
U €&y

donde

Ji(v)-% [(v,v) + «a a_(v,v)] - [(“!11") -

18
- xk(1-9) a (ul,v) + k <£it? 5] (18)

con lo cuzl en cada paso de tieapo se debe hallar la solu-
?i&z de un problesxa de mfnimo nazra el funciomel Ji on ?‘h
i’O..ho -1 .

in tFe1 » S8e dazn condiciones pars que la aproximaciéa
utilizada sea econversente,

IIT. PROBLZHA DI STEFAN XULTIDIKZIISIONAL A DOS FASZS

Se consideras un doninio materisl RcR? a una tempera-
tura inicial 8e=84(x) (xe ), al cual se le adlica une ten-
peratura b=b{x) sobre Iy y un flujo de calor 3=K(x,%t) sobre
Pz a un instante de tiempo t>0, Se conaidera adenéds, sin
pzrdida de zeneralidszd, que la tecperatura del cacbioc de fa
se es 0 C. Se estudia la tezperature 5=9(x,t), definide PE~
ra x€R y t €(0,T) con ™>C, tieupo dade. A cada irnstante
t>0, el conjumto 2 estd dividido en deos reziones ocupadas
por la fase adlida 3(t) y la fese 1fquids 2,(t) las guales
se encuentren separadas por la frontera libdre B(t) (FH(0)
¢3 un dato del problema),

Se definen los si;uientes conjurtos:

s U s (e)xiy
C<t<T

0<t<T
3= ax(0,T) = o,V QaVY.

con lo cual la tenperatura 8 puede expresarse en ( de 1la si
zuiente forma:

a‘(x.t)<o si (x.'r-)eQl

o({x,t)={ © si (x,t)el (2)
ez(x.t)>0 si (x.t)ii‘.z

debiendo satisfacer las sisuientes condiciones:
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28,
( Ci 35 -k 88, =g, enQ (1=1,2)
8 (x,t) = g(x,t) =0 , =xef(t) , octer

26 29
E opr -k, gpteLlVa xe.‘f(t) »  O<te?

0' adb
r, (3)
38 -
-k -k =h  si 6 <0
1 o1 Ir 'r
2 2
20 -

z, sgllr =h sl BI >0
2

k 6(:,0)36.(x) . xXER

donde ;>0 es la conduectividad térniea de la fase i, C, >0
o8 2l c&lor especifico por unidad de volumen de la fasi i,
5=2(x,t) es el aports de energfa por unidad de tiempo vy de
volumen, n es un vector noraal a J(t) en R® , L>0 es sl ca
lor latente de fusidn por unided de volumer, I'=sI';UT; es la
frontera de & con T NT2= § y ned(r;)>0, 1=t y i=2 reprasen
tan la fase sdlida y 1l{quide respsctivazente.
3i se rezliza cl cambio de funcién inedznita

t
ul(x,t)= 5 [z, 8 (xe8) - x_ 0 (x,8)] ¢s (4)
0

entorices u satisface el nroblezz (se sinboliza con u'(t) la
aplicacién gue a cmds x €& le hace corresponder u,(x,t)):

B(u') - su =g - L X{9>0} » en D'(Q)

LI‘ = tb
s

—

1 (5)
u
n |

@

e sf n(s) da
2 0

Q)

Iy
u(0)=0

Y», en consecuencies, l2 inscuacién variacional parabdlica de
tipo II siguiente:
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(8(u'(t),v-ur(t)) + a(u(t),v-u'(t)) + L j(v) - L j(u'(t)) >
2 <t(t),v-ur(t)> , *#vexk , telfo,1]

(6)
wi(t)ex , Hilex |, u(o)s0
donde
( V= A'{Qq) , K= {v €V / v'r = b.}
2
. + - "
< it)=c 07 - CeT 4+ L (3) +S: 2(s) ds
] c 7
s{v)= E‘ A E* v . (n,v)= juv dx )
2 b3 (]
<t(t),v>= <G(t),v> - l n(t) vdy , j(v)= Jv+ dx ,
\

&)

donde i es la funcién de Heuviside y X, representa la fun-
eién catacter{stica del conjunto A,

Puede notarse que si b=b(x,t) gsobre 'y , eatonces el
econjunto coanvexo X depende del tieapo.

Obssrvacidn 1:

51 en (5) se incorpora la funcién caracter{stica x a la
funcién B, se obtiens de este modo una funcién, llamada en-
tllg%a, qus tiene un salto en el orizen igual al calor laten
te. De esta nueva ecuzcién surce la gogaulaci6n eatf{lvica,
gue no se tratard aquf, y sobre la cual se han .realizado nu-
negrosos trabejos, ya sea desde un punto de vista tedrico, au
aérico y de las aplicaciones.

La formulacién (6) y al;unas de sus ceneralizaciones

har sido estudiadas desde un punto de vista tedrico en [Ag?r.
Co, Dal, Da2, Du3-Dué, Frel, ¥re2, Pal, Pa2, Ta3, Ta7] y des
de el bunto de vista de su cdlculo o anflisis nuaérico [3o,
Fe2, Ic Ki, Xile, MiPa, Paé, 2alii, TiTi]. Adends, se han rea
lizado aplicaciones & la teorfa de contrel [NeTi, PaB-Pas],

a la solidificacién Ge aleaciones binarias Do]. & la ident
ficacién de pardmetros [HoiiPaSp]. Zn el caso unidinensiona
fue aplieado a la teorfa de control en [Sal].

Iv. CASO ESTACIONARIC DEL PROBLEYA DE STIZFAN MULTIDI-
JEJSIONAL A DOS FASES Y SU ANALISIS NUKERICO

Se considera un material ., dominio acotado en R?, con
frontera I'=3i,.rezular. Se supone que la temperatura del cam-
bio de fase es 0 C y que ' est{ coapuesta de dos porciones
Ty y Ty con med(l,)>0, Se apliea una teaperatura bsb(x) so-
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bre T'; y un flujo de calor g=q(x) sobre Ij.

Zl probleaxa consiste en estudiar la tenperatura 9=8(x),
definida pera x €. Z1 conjunto Q pueds expresarse de la for
Da 2= 2, UVUQ; VL, donde

2 =fxen/ e(x)m} v aexeny a(x)>o}

L= {xcﬂ / O(x)-tc}

son la fase sélida, la fase lfquida Y la frontera lidre que
las separa.

Le teaperatura 8 puede ser representada en 2 de le si-
cuiente manera:

(1)

el(x)<0 si 1:5,(21

8(x)= 0 si xel (2)
9 (x)>0 ai xe2
2 2

y satisface las sijuientes condieiones:

a9, = 0 s ea R (i=1,2)
38 30

§ = o= 9 kx ﬁl = ):z T;‘ sobre L
el = b
r
1
30 (3)
-kz-—-&an 'r = q si Glr >0
2 2
30
-tl—‘a_.‘ ll‘ = g si elr <0
2 2

donde x.>0 es la conductividad térmica de la fase i (i=1 :ifa
se s8lide, i=2 :fase 1fcuida).
51 se delins una nueva funciba inecbgnita [Tai, Ta8]
us k s"-kl 8" ena, (4)

donde 6 ¥ 67 representan la parte positiva y la parte nega-
tiva de la funcida & respectivazente, esntonces el problexa
(3) se transforma en

du= 0 , en D*(Q)

- + -
up mhEk B ok b (5)
)
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au k
- 33l. *a (5)
{ anlrz
cuya foraulacidn veriacional estd dada por:

a(u,v-u)= <f,v-u> , ¥ vek

(6)
uek

donde

v= B MG . = . -
ve 21(G) v, {vev/v'r 0; .
1
Ke{vev /vy =% g ,  Es L¥a)
r .

&e(u,v)= 5 Yu.%v dx » <f,v>= - 5 qv dy .
fH] T
. 2
Bajo la hipétesis be H‘/’(P ) se tiene que existe 3¢€V
tal que 3,. = Be. Intonces, ai sd dafine Us u-3€V,, se tie-
ne gus (64 las equivalente a (8), donde

a(U,v)= <F,v> . ¥ve V.

(8)
vev
[

con
<F,v>= <f,v> - a{B,v) . (%)

Si acdeads se tiene la hipndtesis o € L2(T2), eantonces vor
el Teoremz de Lex-iilgrar se deduce que existe una dnica so-
lueidn U de (8) y por ende una dnica solucidn u de (6).

Sean i ur dominio polironal convexo econ frontera regu--
lar y t, una triangulacién recular de 01, donde h>0 es un ns-
rinetro’ destinado a tender 2 cero, foramade por elementos {i-
nitos aff{n-equivalentes de clase C®. Seo toaa h iszual a la
lonzitud del lado nmds zrande de los trifngulos T¢ T, 7 se a-
proxima Ve por:

Vv, = “oa >=
iy ivhgc @ / SYARNFR R LN N2 oj (10)
1

donde P, es el conjunto de los pclinomios de 3:rado aenor o
izual a 1.

Sea R, el operador de interzolacidn lineal correspon-
diente, Se considera el sizuiente probleza aproxiszado, en di
aensidén finita, del probleza continuo (8):
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a(Uh.vh)t <F"h'> s ¥ € Vh

(11)
Uy€¥y
obteniéndose los sizulentes resultados:
Propiedad 1:
Bajo las hipétesis anteriores, so tienen las sizuientes
oropniedades:

i) Z3xiste una finica solueién U, de (11), que satisface

a(U-Uh,vh)s 0 , ¥vev (12)

h
es deeir que U, = P, (U).
h \h
i1) La sucesida LN estéd acotada en V; mds adn, se tiene

Hu, by < 11§1l s ¥ w0, (13)

donde ¢ es la constante de la coercitivided de la forma bili
neal a ec VYo, 28 decir:

a(v,v)= H\'H: 2a [iv]i* ¥vev . (14)
L v
iii)uh-* U en ¥ débil cuando h+0,

iv) Uh-+ U en V fuerte cuando h+0, es decir:

iin lluh-ull =0 . (15)
n+0 v

v) 3Se tiene la sicuiente estinmacién:

1 .
fluh-uilv i = Inf" l'J"hll

(16)
L ‘
Yh‘th

vi) Ixiste una constante C >0 (independiente de h) de
ssnera gue t :

Ho,-0ll <¢ n. (17)
L 4

3i se definen

K= Vy + 1,(3)
u.= U + R (3)€x 6= o ul - Lyt ev
h™ “h h *‘h * Bk, "n E: h
u=10+4+BeK v etk—1u+-£-u'ev
] 1
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entonces se deducen los sijuientes resultados:
Propiedad 2
i) Bajo las hipStesis snteriores, se tiene:
lim llnh-ull = lin Ilsh’sll,= c . (19)
h+0 V a+0 4

rey

11) 81 adeads, los datos del problema b y q son tales
que se tenga la hipdtesis suplementzaria 3 €H(R) (ver Propie
dad siguieate), entonces existen dos constanies C2>0, Cy>0
(independientes de L) de manera gue:

llu -ul| <cCa
& v 2 (20)
Hah-ell: <cho.

"iii) Bejo nipStesis adicionales, los resultados (20)
pueden gensralizarse comn hf tormando Py {polinomios de crado
kE>1) en lugar de 2?;.

Propiedad 3

i) 51 se nota conm u=u.__ la solucidn correspondiente a
los dates b y 3, entonces se %iene el resultado de conpara-
cibén siguiente:

b < b sobre I
1= 2 1

= <u en 2, (21)
qz < q‘ sobre Pa bqu bzqa

11) Si b=b(x)>0 sobre I'y r q=q(x)>0 sobre ', verifican
la desigualdad (con med(rz)>0;: .
k med(r )
Inf qx) > -j—_TT——J- - Sup b{x)
xel xcl‘1

doncde C es una constante adecuada TaB]. entonces sa tiene un
probleme de Stefan a dosg fases,

i11) S;.los datos b y q son coso en (ii), satisfacen
(22) y pe E¥(Iy) entonces 3eH2(2).
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