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Las in8cllaclooe. vanacionale. (I.i.) son 1JI1 ConjUDto
de desi~ualdades 0 de i~ualdade. que reeoplazan las .cuac1~
nea de ~u1er-1aGrang. del c'lculo de variaciones cl'sico
cuando istss no son mia v'lidaa. Estas I.V. a~arecen en DUF
:er080S problemas. a saber: cllculo de vartactones con re.-
tricciones. mec&nica del continuo (~robleQa del obstlculo.
torsi6n elssto-~l'stica. tluido de 3ingham. dique poroso.
caQbio de tase). teor!a de control (tiempo tinal 6ptimo.
sistemas a parailletros distribuidoa). p!'o~ra:aaci6rlaate.ati-
ca. f!sica del pIaa~a. etc.

La teor!a de laB I.V. cooena6 a cobrar imnortaneia COD
el trll.bajo (Sta1] y sobre todo CCID [LiSt]. .

A partir de eae ~o~ento se bioieran nemeroso. trabajos
sobre el teua. entre los cuaies ••recen destacarse diteren-
tes ap1icacianea en 1a teona del control [3111. !leLi1. 3eLi
2. Li 1. I.i2]. en 1. ucinica .,l!1 t'!sica [DuLi. L13]. en eI
an{lisis nU:H~rico (C1.:.I1. G1Lil'rl. en proble:JIas de fronte-
ra libre [naCa. 310c. Iri1. Ta1. 1&2J. y aquellos de runda-
z;:entaci6n :Iate.llttica(Br. KiSt. LeSt. St2].

La teor!a de laa I.V •• que yen!a cumpliendo un papel
1~portante. cobr6 ~~a mayor rel.vL~cill. en el afio 1971 al re
solverae. ?revio ca.bio'de t'Unci6n inco;:,n1ta. un u!"ob1ellla-
no-trivial de frantera llbre .a Hidr'ulica. conocido en la
li teratura como e1 problema del tUque ~oroso [:Sai:l~ a!i21.

Con res":)ecto a1 nroblell& d. Stefan (conduccion del ca-
lor con ca:Jbl0 de fase). 1& teona de las I.V. fue a::.>licada
en 1973 alproblelJa a eara •• en (Du1. Du2]. y ;>osterior-
cen te al de dos rllses en [n.). Du4. Fre1. Fre2. ?a 1. la3].
'.! cn [;.;al]~ar& e1 caao .illl.enBional. A partir de eae :30-
:::entose rea1izaron DWllJroaoa tra~;os sobre la teor!a de
las I.V. &?licadoa al problema de Stefan. ~a Bea desae un
pU-'ltode ~sta te6neo. nu'ricoo de las a!'11c8.cionea, por
eje~plo se han realizado los F.lffuientes con~resos [AICoSo.
3aDaFr. ~'&.i'r.Fu. "iJoi!o.~o. E&2. 00..':0.'1'110.;:iSoB01. 11broe
[:;a. Cr. ::;lOc.:!'n. Je1. KiSt." au] y trabajos de revision
con una extensa biblio:rraf'!a LCry. ;·:a3.Pro Ta5. l:iSoTr].
~stos trabajoa ~ueden Ber utilizacos para ebte~er informa-
cion::eneral sabre el te:la.A cantinuacion ~'lalizaremos su.cinta~ente el ":)roblea&
de Stefan ~ultidicensional a una y dos tases. el caso esta-
cianario corre8pon~ente al de dos faaes y al~unas de Bua
aproxilllaciones nUllericaa.

Se conaid.rar' e1 trabajo (Du1. )02] en 01 cual ae es-
tudia un bleque de hi.lo a 0 C que OCU;>L al dominie acetado
.-;cricon frontera r-ihl rep;uIar. Se supans que r sstat:coa-
~uesta d~ tr~8 porc1on.s fl. ra y fa sin puntos en com4n.
S9 supane ade~'s qlle Fl y r. no tienen frenters co~dn y que
fl tiene una =e~ida de 8uperticie positiva (oed(rl»O).

31 probleQa conaiate en ballar 1a evolucion del bloque
de Juelo cuando la troa~era fa 8. un& pared i3perneab1e al
calor. f. IS 3antenida a 0 C Y aobr& fl existe un flujo d.
calor del tioo Ley de newton (con coe!1ciente de tranataren
cia de calor" Q 1 temperatura exterior el>b). -



S. supone que tOdOB 108 coeficientes t4r~icos son i~ua-
le8 & 1& u:11dad y se de8i~na con -let) e. 1& supcrf'icie de so
~araci6D de 1as raBes s&lida (a te~peratura 0 C) y l!quida -
(a tem~eratura 8>0). conociua como 1& trontera libre del oro
blo~a de tUBi6n en an&lisis. - -

Si Be su~one. por ~onoton!n del problema p1aDte&do. que
1& frontera 1ibre est' de~inida por 1& ecuaci&n

entoncea e1 proble~a consiste en hallar i=l(x). T>O r
u= O(x.t) con x~.'l y tc(O.T) de ::laneraque 8e 8atiBra~an
las si~uientes condiciones:

1) ,HI AI = 0 t>f.(x)n-
E) • - 0 t.9·(x)
Hi) -Ve.VL = 1 xzL(x) (2 )

iv) a5 - ,ca( 6-a ) v) .,0 = 0- Jiil r 1 Elr
1 2

vi) e'r - 0 vii) O(x.O) = ::> x. ~,.
•

5i se introduce la nueva tunct6n inc&~nitn u-u(x.t). d~
fint da de la si;ui en te cane ra :

I
(t e(x.s) js
Jr..(x)

u(x.t)-
o

el ?roole~a (2) so transforuR en

1) ilu Au z -1 t>l.(x)n-
ii) u - 0 t<l(x)
Hl ) u-a Vu·O t=,£,(x) (4)
iv) ilu - lI(u-a t) v) ()u • 0- aiilr 1 anlr

1 2

vi) ulr ••0 vii) u(x.O) = 0 x. :2.
•

A~'w'l, gO (4), I' ge4uco que 1. ap11cac1on u-u(t) (runclon
de 1& variable e8~acial x) .attBtace 1a si;ulente inecuacion
vartacional parabolica:
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} (ut(t).y-u(t.)) + &.(ah).y-u(t.» ~

1u(t) € K • u(O)-O

Va J Y€H1(n) I Y1r • 0 }

•
K a Iy 'V I Y~O ell i2 I
a. (u. v) - 11U.Vy dx + IIJ uv eh

Q r
1

dx + 118It ~ Y dY

1

3D [Dul.~2] se cstadi& 1& existencia y unicidad de 1&
soluei6n de la ineeuaei&n variaeioeal (5). e030 aa! ta~bi~
1a conver~encia euando .1 par~Qetro II tiende a infinito. o~
teni~nciose de este 3odo 1a soluei6D del probled (2) 'reem-
?lazando 1& candici6n (2iv) per

Puede notarse que e1 eanjuato CODyeXO que S& obtiene en es-
te caso depende del tiecpo.

Es~ formu1aci&' =' aJ.i;un&. de SU8 .;enera1iaacioc •• ban
side estudiada8 deade IUl punta de Y~stll.teorico en [Ca. Cll-
Fr. DiSh. FrKil. ~a. L14-5. J02-ao;J 1 deade e1 punta d.
vista de au Cltlculo 0 anili.1. !luaerico en [Ell. }'el. Jel.
Je2, OdKi. PiVe, 3&3J. Ade~'a. se han realizado aplicacionea
al nr~blema de la colada continua jsolidificaci6n de metal ••
le8) LBrl. Br2. ChRo. Rol-RoJ. Ro6j. a la teor!a de 1a bo~o-
geneizaci6n [BoDa. DaJ. Li5. L16. Ro5J. & 1& teor!a cuesi-
estacionaria (aele-ShaW flow y electrochemical ~achinig)
[::11. ':::13.El.Ja2J con 8Q correspon:Uente an.tlisis nUl:I'rico
[212, SlJal. EIJa3':t y a 1. hor!a:te coetrol 6ptiao [B. 2.
;:05a. Sa3. 5&4. Sa~. -

Con res?ecto caeo aaidimeftsioaal del proble~. de
Stefan a una fase pueden ~encianar8e desde un punto de vista
te6rico (Co. Fri2. ~ • ..Ial.5&2. 5&5. Ia]. del ga1culo 0 an!
1is1s nuc&rico [Dj. KaSa. ~i-Hi6. 5&1. 5&2. 5&5j. del con-
trol 6otimo [5&1. 5&5]. Por otra parte. e1 probleca es e.tu-
diado a trav's de una 1necuaci&n cuasi-veri.cional en [FrlJ.
FrKi2] •

Se considerar' a cont1nuaci6n el an'lisis num&rico del
Problega de Stefan multidiQensional a una fa •• si~uieQdo
[Felj:
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f (u'.v-u) + a(u.v-a) ~ (t.v-u)
l uau(t)£ K(to) • u(O)-O

donde
val ye li1(.l) / Vir -0 J

a

K(t.)-l v« V / v~O en Q.

a(u.v). J iu.iv dx
\)

Ylr .\!I(x.to)l
1

(a.v)- J uv :ix
~

$1 .e penaliza la eondic16n de Dirichlet sobre rl so obtiene
I. 8igUient.e ineeuacion variacianal:

j (u~.y-uc) + ac(ll.e.V-Ue) ~ <tc'v-ue>

lUc·ue(t) £ I. uc(O)-O

K • - {v C V / v~O en :1 1
ac(u.v)-a(u.v) + 1 1uv dy

£:
r (10)1

<t c'Y>-(!'V) + 1 J" dyc
r

1

1111I /lu -ull -0c+O e L1(O.T,V)
Par. ballar la aolucl~ d~ 1a inecuaci&n variacional (9) pUG
de ut.ili.erae la meto..odOlo~!a dada en [GlLiTrJ.: direrenci.s -
tiDi ta. an 1. variable ti empo t £ (0. '1'J )" elefilentos tini tos
8n 1.8 variable. es-aaciales X-{XlIXhX, En.

El interYalo [OS] S8 divide en r. 8ub-intervalo. de aJOl-
pUtud k 1 el conjunto n .e triangulariza (T c''t ) con elomen
to. tinit.os regulares. at!n equivalente8 de claia C· ean pa=
rimatro h. obtGDi'ndo •• un conjunto Vb de dilllensi6n tinita
que aproxima. • V. Sea

Ib- {Yh EVa / vh(b)~O • ..iIbnodo de la trianl!ulaci6n J (12)

al COftiunto OQa a~roxilll•• K.S 1& rijac16n .-u{x,t) al aproxima por



H-1
uh lc(X.1',)- 1:, U~(X) X~(t,)

• 1-0

X~ : runci6n caract-er!aUca de [ik. (1+1 )k]

en1',once. se derine la aproxiDaci6n de la 1necuaei6n Taria-
eional (9) de la .1gUiente ~anera (ae 81gue notando u en l~
gar de u£:' por conveniencia):

1+1 uiuh • h
( k·

f.1+1)k
• +1 1<~h • Th>a r- <f (1',).T.> d1',£: ;c E: 11

1lc

i::apl!eito. 0-0 : ex;:>l!ci1',o.
Crar.k.;aeho18on) •

1n ineeuaci6n Tariacional el!otica (14) con inc6Gn~ta u~+1
puede expresara. de In sigUiente rorns:

+ ~ <fi+1 1+1
A h • v-Uh >

Teniendo en euenta la relaci6n exi.1',ente entre ineeua-
ciones variacionales el!nticas con roraa b11ineal aim$tri-
ca y ~ini~izaci6n de funcionales. se tiene que ~ 8a1',1.ra-
ee el siJuiente probleDa de c!ni~o:



J'i(ut+1) ~ J'l(v)

1+1 _
uh ~ loh

J'i(V)=! [(v,v)

- k(1-9)

co~ 10 cua1 en cada ?aso de tie~po se debe ha11ar 1a solu-
ci6n ~e un ~rob1e~a de 2!ni~0 ~ra e1 funciona1 J1 en hh
(i-O, ••• ,..:-1}.

~ LFe1J, se d&D condiciones ~ara que 1& aproximaci6~
utilizada sea conver"{eDte.

III. PROBL.:i::UDE S'i'EFAl{ :':UL'1'IDn~~rSIOl~ALA DOS ?ASZS

Se considera un dOQinio material Uc:1R1 a una tempera-
tura il1ic:ia1e.-e,(x) (x Eo12), al cua1 Be 1e a:llica une te:::-
peratura b-b(x) sobr6 rl y un r1ujo de calor ~.n(x,t) sobrer, a un in.tante de tiempo t>O. Se considera ade~~s, sin
perdida de ~enera1idad. que 1a te~peratura del ca£bio de r~
se es 0 C. Se estudta 1a te~peratura g=S(x,t). de~in1da pa-
ra x E g y' t ~(O,T) con ~>C, tier.po dado. A cada instante
t>O, e1 conjunto ~ esta divid1do en dos re~iones ooupada.
por 1& tase s611da ~ldt) y 1a fase l!quida 'h(t) las .juale.
se enoaentran aeparadas por la :'rontera li hre ,.(t) (", (0)
•• u~ dato del proble~a).

Se definen 10s ai,;uientes conjw::.tos:

~i - V \;;1(t)x{t)

C<t<':

I = \J .f(t)x{t} (1)
O<t<'l'

." • ;1X(O,'1') - Q V Q VI-. 1 2

con 10 cual la temperatura e pued. expresarse en 0. de 1& sl
.;pdente rOnla:

o (x,t)<O si (x,t)£ Q
1 1

e(x.t)- 0 .1 (x,t)(I (2)

e (x,t»o 81 (x.t)&:o
2 2

debiendo ••tistacer 1as sl:=uientes condi ciones:
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Ci
aei A&i - C - Qi (1-1.2)n- - lei •

e (x.t) - e(x.t) - 0 • x €1>(t)a I

~e U
x € -let)k ~- k ~ • L '.n •a ,

ell' -b
a

as
-k ~ wb 81 G I <0a on II' r

I I

ae
-.0:: ~II' -h ri elf >0a

I I

6(x.O)-e (x) x€!2•
dO!lde I: >0 es 1a conductirldad t~rcica de 1e. tas. 1. C >0
8S el ~lor ~spec!~ico por unidad de vol~e!l de 1a fast i.
~=f.(x.t) es e1 a?orte de energ!a por unidad de tieopo y de
volumen. n as un vector nor~a1 a ~(t) en R' • L>O e8 e1 ca
lor latente de fusi6n por unidad de vo1umen. f=faUrz 8S 1&
trontera de n can ranI',= " y ::Ied(rd>o. 1-1 y i&2 reoreaen
tan la iaae 86114& y l!quida re8yectiTB3ente. .-

5i se rea11s. El cambio d. funci6c 1nc6;nita

u(x.t)- r[~,e+<x•• ) - lea a-(x •• )] ds (4)
o

entonces u sati.face e1 ~rob1.3a (se sicoo1iza COD u'(t) 1&
aplicaci6n que a cads x ••• 1e haec eor:eaponder ut(x.t»:

i$(ul) - Au aG - L X{e>O} en D'(Q)

Ulr
a

OU
-1iiiI~

! , =£o
y. en consecuencie.. le. inecuaci6n Tariaeional parab61iea de
tipo II si~;uient.:



{

(S(u'(t),y-u'(t» + a(u(t),v-u'et» + L J(Y) - L Jeu'et» ~
~<t(t),v-u'(t» .y.vel{ tcfO,T] (6)

u '( t) ~K u{ to) € I u( 0) -0

donde

y- a·(n) x- lYE 'i / Y Ir • b. 1
•

~(t)- C e+ - C e- + L ~ (a ) + ~ ~(.) d.
2 ••••• to

<f(t),v>- <~(t),y> - J h(t) y dy

z

donde fi e. la funcian de a••• iside 1 Xi representa la fUD-
c1&. calacter!.t1ca del CorlJuntO4.

Puede notar.e que ai bsb(x,t) sobre r. , entODce. el
cODJunto CODyeXO K depende del tieapo.

Oba6rYaciOa 1:

5i en (5) ae incorpora 1& funci6n caracter!atica X a la
funci6n S, .e obtlene de este modo una funci6n, ll.mada en-
talPta, au. t1ene un .alto en el orisen i~ual &1 calor latea
te.e esta nueva ecuaci6n sur~e la F01QUlact6n e~t'l~ica, -
que no ae tratarl aqui, 1 sObre la cua ae han .realizado nu-
m~roaos trabajos, ya aea de.de un punto de vista te6rico, nu
;J'rico "i de laa aplicacionea. -

La foraulaci6n (6) ] al;unaa de aua ~enera1izaciaaea
han aido estu:Uadas deade un punto de vista te6r1co en [Agl"r,
Co, Del, 0&2, Du3-Du6, Frel, Fre2, ?al. Pa2, Ta3, Ta7] v dea
de el ?unto de Yista de su calculo ° ani11ai. nU3erico !30,-
Fe2, Ie Ki, ~ilc, NiPa. Pao, ?aUi. TiTi]. Adea' ••• e han re~
lizado aplicacione. a la teor!a de control [NeTi, Pa)-Pa5],
a la solidificaci6n de aleacionea binariaa [Do]. a 1a identt
ticaci6n de parlmetros (doNiPaSp]. 3D el caso unidicensiaaa
rue aplicado a la teor!a de control en (sal).

IV. CASO BSTACIOURIC DEL P?OBU:.JA DE ST:::FAl-l :·IULTIDI-
.1.r:::SIONAL A DOS lASES Y SU AIULISIS :iU/<;ERICO

Se cons1der•.un material ,l, dOl:linioacotado en Ill. can
rrontera r-au.regular. Se 8U?One que 1. temperatura del cam-
bia de fase e. 0 C '7 que rest' co:apuestade dos porciaae.
f1 y rz con m.d(r.»O. Se aplica una teoperatura b-b(x) 80-



bre rl y un tluJo de calor q-q(x) aobre ra•
El ~roble~a conaiate en .atudl&r 1. teD~eratura a-S(x).

def'in1da para x E .1. £:1 conJunto {) puede axpreaarae de la tOJ:
en ;1'"' i11 V lla V L. d on de

1
~l'"' 1 x€ 1"1/ 9(x)<O J
L '"' {x~:1 / O(x)-O 1

son la faaa a611d •• 1& taaa l!quid& y 1& rrontera libre qua
las separa.

L~ te~?8ratura e puede .er repre8ent&da en ~ de 1& 8i-
gu1ente oanera:

I601 (x)<O

e(x)-
d (x}>O

a

.\9i- 0 en ni (1-1.•2)
as 36

5 :: e - 0 k ~- k ~ .obre L
1 a 1 a

elr '"' b
1

ao
-k --1.

1 - q
.i elr >0

adn r
a a

ao
-k -1. • Cl a1 elr <0li:l Ir

a a

donde ~i>O
se s6b.tu••

51 se

ea 1& ccoductividad t&rm1ca de la rase 1 (i-1 :f~
1-2 :r••e l!cuida).
de:J,"ne una ~.ueva runci~- 1nc6anita [~a4 Ta8]_ •• QG".> J..

u= k a+ - k a-
a 1

conde e+ y 0- reErasentan la parte positive y 1& parte nega-
tiva de 1& func16n 6 respectiva2ente. entances cl problema
(3) se transforaa en

en D' (n)

- b ::k b+ - k• a I



a(u,v-u)= <f.v-u>
u~r.

v,a~V€VIVlr aoj
1

K- {V ~ V I V Ir a b, J
1

fi( U,V). j VU. Vv dx
n

<t .y>- - 5. qv dy •

r z

3ajo 1& r.ipotesis bE.H~/z(r ) se tieDe que existe 3E V
tal oue BLr - It,. ~toncell. al s~ define U* u-B E 'I" se tie-
De que (67 les equivalente a (8), donde

Si ademis se tiene la hlnotesis ocr,z(rz), entonces por
el 'l'eore:lIlI.de L&.x-;·:il~ramse deduce que existe una \inlca so-
~uclon U de (8) y por ende una ~nica soluclon u de (6).

Soan ;l un dOl!linio ,01i;onal convexo con trontera re;;u--
lar 1 Th una trian.;ulacion re~ular de fl. deade h>O es un !)So-
r~metro'destin&do a tender a cero. formade ~or ele~entos fi-
nitos ar!n-eouival&ntes de clase ct. S. t~a h i~ua1 a la
10n;i tud del'lado c's i<ran~e de 108 tri:(ngulo8 TE Th 'J se :1-
proxima " por:

Vh· 1vh " c' (0) I YhiT€ P 1 J ¥ T E: T h

donde PI e8 el conJunto de 108 pc1ino~ioa de {rado ~enor 0
i:;ual a 1.

Sea I el operador de inter?olacion lineal correspan-
d1ente. Sehconsidera el siguiente prable:a eproxi~ado, en d!~8nI16n f1n1t&. del proble~l continuo (8):



obteni'ndose 10. sl:u1entes result&doat
Propledad 1t

Bajo 1a. bip6t ••ls antenores. so tienen 1as si;uientes
:lrouieda.des:
- . 1) 3xiste ana6nlca soluci= Ub de (11). que satiatace

a{U-Uh •.•.h)· 0 J# "'h~ Vh (12)

es decir que Uh• PVh(U).
ii) La 8uc.si6D Uh 6sta acot~da en V; a's a4n. se tiene

IIUlt", ~ ~ .• h>O. (n)

donce a es 1& c~~.taate de la coorciti .•.idad de 1a forca bi1i
neal a en VOl 6S d.air:

lii)Uh - U en Y debt1 ~do h+O.
iv) Uh -+ U en V tuerte cut!ldo h+O ••• declr:

UllI IIUh-U II • 0h+O V
v) 3e tiene 1a .1,;uiente osti~aci6nt

HUh-ail It ~ ~ Int" 1 IU-.•.h' 1
• "'hEth V

vi) ~xlste ana constanto C >0 (inde?endlento do h) do
:::e.nera 'lue 1

~

;\h= Vh + nh(3)

Uh + nil (3) ~ Kh
1 + 1 •

u· - Gh- it uh - it uh € Vn a 1

• U + BEK e 1 + 1 u- £ Vu a- U -r-Jc
! 1



BaJO la8 hip6tesia anteriorea, se tiene:
11m Iluh-ulI • 110 Iish-all = c
h~ V h~ 3

ii) 51 ade~'s. loa datos del ?roble~a b y q son tales
<lue se tenga la hip6t.esis 8up1eaentaria :3C HZ (a) (ver :?rop1,!
dad s1guie~te), e~toncea existen dos constantaa 01>0. 0,>0
(lndependientes de h) de ~anera que:

.i11) BaJo hip.6tesia a£1cionales, los resultacios (20)
pueden generalizarae con h' t.owando ?k (-:>ol1no:nloade grado
k~1) en lugar de :1.

Propieda.d 3

i) S1 so nota con u·u. 1& soluei6n corros?ondiente a
los datos b y q, entonces se~iene el resultado d~ compara-
ci6n sigulente:

b < b sobre r j
1 - Z 1

->
". < 0 sobre r
"I. - "I Z

il) 51 b-b(x»O soore rl :
la des1gualdad (con med(r2»O):

Ie :ned(r)
In! q(x) > I c Z
xCif

I

donde C as una constante adecuada [7a8], entonces se tiene un
~rob18oa de ste~an ados fases.

iii) S~ 10s de.toa b '1 q so::;.COtiO e~ (11), sa ti sfacen
(22) :I b£rilla(rd entoncea BeH1(n).
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