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RESl.M>
Oescoamento per.l8nente, laminar, inc~ressi'vel e plano, emtor

no de loa cilindro girante e analisado mediante a solu~ao nt.nerica das e=·
qua~Oescompletas de Mavier-Stokes. Utiliza-se 0 metododos residuos p<)!l
derados de Galerkin, resolvido pelo processo dos elementos finitos e ba--
seado no mdelo de Taylor e Hughes.

Sic estabelecidos os C8JI1lOsde pressio e de vorticidade ell tomo
da superficie cilindrica e sic calcu1ados os coeficientes de susten~io
de Magnuse de arrasto para UIlI!IQIero de Reynolds, COlIbase no raio do
cilindro. de 10 e velocidades tangenciais adimesionalizadas emrel~io i
'VIelocidadeda corrente livre de 0.0, 0.5 e 1.0. 0 desbalanceanento do
CllIIp)de Ilressao em tomo do cilindro girante. devia> a ~ cisalhante
cia superfrcie cillndrica. e 0 principal responsa'Vlelpelo surgimento cia
fo~ de susten~io de Jegnus.

ABSTRACT
The two-dimensional, incompressible, laainar and steady flow

past a rotating cylinder is analyzed through the nUlllericalsolution of
the full Navier-Stokes equations. The Galerkin weighted residuals appro
ach, solved by the finite eleJIEnt Jllethodand based on the Taylor ani!
HughesM>del. is used to detennine the p1"essure, the velocity and the
vorticity field.

The Jegnus lift coefficient and the drag coefficient areevalua-
ted for a flow with Reynolds mlli>er. based on the cylinder radius .0flO
and for tangential speeds. llClIldimensionalisedwith respect to the free -
strealll velocity. of 0.0. 0.5 and 1.0. The unbalancing of the pressure
field. causedby the friction of the tOtating cylinder surface on the
viscous fluid, is the main responsable for the resul ting Jegnus lift.



a estudo 40 eseoaaento ea tOrDO 4e ua eilindro girantee de fundamental importineia ea Aer04iniaica Aplicada e ea
Mecanica dos Fluidos. devi40 ao apareciaento de uma for~a de
sustenta~io normal a dire~io da velocidade da corrente livre•
conhecida como for~a de Magnus [1]. No terreno pritico, 0
efeito Magnus encontra aplica~io no aproveitamento da ener -
gia eolica em cataventos [2] e e. propulsao de barcos [3]. A
Balistica Externa e taabem uaa area interessada na a~io aero
dinaaica do fenomeno. uaa vet que por sua causa os proj~tfi
estabilizados giroscopicamente sofre. desvios de trajetoria
em rela~io ao plano vertical de vOo [4].

As pesquisas teoricas sobre 0 efeito de Magnus come~a-
ram no seculo passado coa 0 estudo intitulado "On the Irre$!!
lar Flight of a Tennis BaU"nalindo por Lord Rayleigh [SJ.
utilizando ua modelo mateaatico baseado na teoria do escoa -
mento potencial em torno de ua cilindro coa circula~io. En-
tretanto. os avan~os teoricos relacionados ao fenomeno foraa
muito lentos por ser a for~a de Magnus resultante do desba -
lanceamento dos campos de pressio e de tensio cisalhante ea
torno da superficie do eorpo. Esse efeito e consequencia da
a~io de fric~ao da superficie ea aoviaento circular sobre -0
fluido visco so em escoaaento. Por essa ratio. uma analise
apropriada do problema tequer 0 emprego das equa~oes de
Navier-Stokes, de dificil solu~io analitica.

a advento dos computadores de grande capacidade possibi
litou a utiliza~io de tecnicas nuaericas na solu~io de pro =
blemas complexos governados por equa~oes diferenciais nio
lineares. como as de Navier-Stotes. So recentemente. foraa
realizados estudos computacionais sobre 0 efeito Magnus ea
projetis, mediante 0 emprego de diferen~as finitas para a
solu~io das equa~oes parabolizadas de Navier-Stokes ea caaa-
das finas [6].

Por outro lado, no campo e~eriaental. 0 fenomeno
sendo exaustivamente pesquisado l2.S] desde gue Magnus.
1851, realizou as primeiras investiga~oes praticas sobre
desvio da trajetoria de corpos estabilizados por rota~io.

Neste trabalho, 0 escoamento ea torno de um cilindro gi
rante e analisado mediante a solu~io numerica das equa~oes -
de Navier-Stokes. Utiliza-se 0 metodo dos residuos pondera-
dos de Galerkin, resolvido pelo processo dos elementos £ini--
tos e baseado no modele de Taylor e Hughes [7].
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o escoa.en~o la.inar, plano, ineo.pressivel e em regiae
permanente ea torDO de va eilindro airante (fiaura 1)

Fieura I - Efeito Masaus ea cilindro girante
e inteiramente descrito pelas equa~Oes da continuidade e de
Navier-Stokes:

au • av • 0 (1)1i 11

.!I!.l(W ~
onde u e v sio as componentes do vetor veloeidade ao 10ngo
das coordenadas cartesianas x e y, respectivaaente. A pres-
sio e p e 0 nu.ero de Reynolds, baseado no raio a do cilin -
dro, e Ra • a U,/~, onde ~ e a viscosidade cinematica do
fluido e U, a velocidade da corrente livre. Por convenien -
cia,todas as variaveis estao adiaensionali%adas.

As condi~oes de contorno para 0 problema sio:
i)lia ( ). u:d~'Y) 1 O' ( ) 0x + _ •• u, x.y • • ; v x.y •

p,(x.y) • p;(x.y) • 1.0
PO:

u(x.y) • u:(x,y) .• I~O
U,

p(x,Y) • p;(x,y) • 1.0
PO:

,III
y ) • 1: u.(x.y). vr cose; V.(X.7)· vr sene



i ) Ii au(x.r) • 0 . h(x,7'l • 0.'
v ax • • : lX • )x

oade p: •• pressio uDifora. da ~orrente liYTe: , • a~s~a e!
pecifica do fluido, ".,Ja •.velocl-dade de rota~ao do cl111actro
e 0 subscrito • denota ua val~ ealculado Da superfieie ei -
l1Ddrica.

o ea.,o cte vorticictaclei ctado ,or:
., • .,. a • h auu;- 1i - IT
o eoeficiente de pressi •

• p.- pI
e, (1/Z) ,ul

onde p' i • pressio teraodiniaica • ntn pul • pressio di.i-
aiea e calculado por:

Cp • 2 (p - p.l (7)

o vetor tensio. Ga, que atua ea cada poato •• superfi -
cie do cilindro,e da40 por:

CJa • (GucOSI +orx seae) i,. • (GxyCOSI ~yyseA8) iy ell

~ CJi; i 0 tensor tensio para escoaaentos iDcoapressiveis

-i; • -p. 'ij • i; [=; + :~ I.
e 'i i 0 delta d. Ironecker. A substitui~io d. G. aa equa
~io 10 vetor tensio peraite a identifica~io 4&s co~lribui~da pressio e •• viscosidade aa for~a total de superiteie:

I
o coeficiente de arrasto .clefinidopor Co • DIUit') ,O,a. OD-

de D e a for~a de arrasto. pode ser obtido pela intelra~io do
eoaponente -x adineDsional do vetor tensio ao loneo da super
ficie cilindriea: -

'.~.CJW

~·l J:1I (-Cpa ~osO) ••



e;,.' ~ s~ 12(~. co•• • (~ • ~. no.1 d.

e ~ i 0 coefici ••te cle .1'Tasto liep~ssio a Coy 0 coeficiea-
te •• erre.to yi.coso.

De for•• identica, 0 coefieiente d. sustenta~io de Ma••••
d!fi.~do por CL • L/(I/Z)~U:•• onde L i • for~a de 5usteata -
~aD. e obtido pel. intelr.~lo do eoaponente -y ediaen5ioDal do
••tor tensio .0 lonlo da superfieie eilindrie.:

oaete

~LP • iJr:-c-cp• seae) de

~y • ~(2.(2(~) sene + c~ + -li>.cose) de~. .
• ~P i 0 coefiei.ate de sustenta~io 4. pressio • ~y 0 coafi
ciente de suste.ta~.Yisco$o.

o aodelo nuaerico. haseado no tr.belho de Taylor e ~f7]. i resolyido co•• teenic. dos elementos finitos .plic&-
da ao .etodo dos residuos ponderados de Galerkin.

lasicaaente. & idei& i discretizar ua setor iaportante
do do.inio de interesse ea ua nu.ero finito de ele.entos pa-
rabolicos isopara.etricos (figura 2). Sa 5eguida, supor que
cade variivel no interior de ua eleaento 5eje defioida ea
teraos de valores discretos ne fronteir& do eleDento,

•z • E Ij xj • IjX,j-l

•
1 -

E Ij 1j - Ij1jj-l

•
U • t.l•j .j •• j.j

y- 1.1 Ij .j • IlYj
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Figura 2 - Diseretiza~ao do dominio de eseoamento
onde Ni sao £un~oes de forma eseritas .m termos de eoordena-
das loeais (t.n) assoeiadas com os oito nos considerados na
fronteira do elemento. A nota~ao de Einstein e utilizada pa
ra simbolizar um somatorio quando dois indices sao repetidos~
A varia~ao da pressao i caleulada por fun~oes de.foraa lineares Mj [8]: -

o metodo de Galerkin e extensamente empregado [9] na
solu~ao de problemas por elementos finitos. A aplica~io [7]
desse metodo de residuos ponderados ao sistema de governo(1)-(3) leva a

n
e f (aN. aN. ~

t ~ ~ u. + -# v. dAe ••0 (22)
1 ~ J J
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-f i;Xi (~) dr ]. a
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ondeone denota 0 numero de e1emntos, r as fronteiras reridas
por condi~oes de contorno naturais e Ae a area do elemento •
Os iadices vale. t - 1•••4; j - 1•••8; k - 1•.•8 ; ei-I ••• nn. oade an e 0 nu~ero total de ao5.

o sistema de equa~oes aciaa e expresso na forma matrici
a1 [7] por

onde A e a matriz global em banda cujo5 elementos sao da for
••

nel
& •• - t
1) 1 e

A

e I e 0 vetor referente is condi~oes .de contomo naturais(deNewman)
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it1 ~r{" n }

rJ 0 dr (28)
ri •

G~rr i-rti {n }

~ condi~oes de {ronteira essenciais (de Dirichilet) sio subs
tituidas diretamente na equa~io (25) reduzindo 0 numero de
incognitas do proble... Os co.ponentes aij apresenta. teraos
Ni Nk uk a~i que resulta. e. contribui~io nio simetrica para
a matriz global. A tecnica lIais adequada para a solu~io des-
se tipo de esua~io aatricial e adotar ua processo iterativo
de atualiza~ao da variavel responsivel pela nio linearidade-e
empregar 0 metodo de elillina~io frontal de Irons [7]. Esse
metodo utiliza 0 piwteamento dialonal e e baseado na Elblina -
~io Direta de Gauss.

A vorticidade. equa~io (5). pode ser calculada e. cad.
no i por

0i • ~.8 (::i' vj - (a:i" uj (29))-I:,1i ';)1

o coeficiente de pressic. equa~io(7).e avaliado em cadano i por

Os coeficientes de arrasto de pressio e viscoso sio cal-
cuIados por inte8ra~io numerica. utilizando 0 metodo -Spli-
ne. por intermedio das seguintes equa~oes:

I .p
CDp • - ! t Wk(8k) Cp(a.8k) COS8kk-l



onde week) sio fun~oes peso. mp i 0 numero de pontos com da-
dos de pressio para integra~io ao longo da superftcie do ci-
lindro. entre 0 e 2_. e my 0 nu.ero de pont os com dados de
velocidade.

De forma similar. sio obtidos os coeficientes de susten
ta~io de Magnus de pressao e viscoso:

o processo iterativo estabelece a convergencia com ba-
se no erro relativo das variaveis primitivas calculadas a
cada etapa de integra~io (n+l) e em cada no i da malha compu
tacional: -

I.p+l - u~ I I~l - J;' I
1 u~ 1 < 0.1. ~< 0.1 e ~

+l n I
i - Pi.< 0.1

n+lPi

o estudo considera um escoamento com as seguintes cara£
teristicas: .
- Humero de Reynolds. baseado no raio do cilindro: Ra • 10 ;
- Velocidade adimensional da corrente livre: uo • 1.0;
- Pressio adimensional da corrente livre: Po • 1.0;
- Velocidades tangenciais adimensionais da superficie cilin-

drica: v, • 0.0 ; 0.5 e 1.0.
o dominio de escoamento discretizado (figura Z) corisis-

.te de 146 elementos. 500 nos e 1177 incognitas. As dimen -
soes da malha computacional envolvem as seguintes grandezas:
- Raio adimensional do cilindro: a • 1.0;
- Distincia adimensional a montante da origem do sistema de

eixos ortogonais. localizada no eixo longitudinal do cilin
dro: LI • 9.0; -
Distancia adimensional a jusante da origem dos eixos: L2 •
19.0;

- Largura adimensional do dominio: L3 • 4~.0;
A varia~io da vorticidade na superficie cilindrica esta



mostrada oa figura 3. No caso do cilindro parado. sao apre-
sen tados tambem os resul tados de Dennis e Chang [1OJ. basea
do no metodo das diferen~as finitas. e de Furtado Dl], obtT
do com 0 metodo dos elementos fioitos. ambos aplicados a for
mula~io vorticidade-fun~io de corrente. U•• anilise da fig~
ra per.ite observar que a distribui~io de vorticidade caleu-
lada neste trabalho se aproxiaa muito daquela computada por
Dennis e Chang [IOJ.

S de se notal' que 0 aumento da velocidade tangencial tea
uma a~io aais pronunciada sobre a vorticidade superficial na
parte do cilindro a jusante do eseoamento. A vorticidade e.
9· n permanece nula e ea e· 0 ela cresee: para vT nulo •
a e nulo; para vT igual a 0.5. n e 0.81; e para vT igual a 10.
a e 1.70.

---- Y, aQO ·DDOIIS~_(tol

WI : 0.0 fUlnloDO (If 1

- W,.O.o
»--It WI. 1.0

I : IUp. superior
i :sup. inferior

Figura 3 - Distribui~io de vorticidade na superficie do
cilindro •..

As curvas do coeficiente de pressao na superficie do
cilindro estao mostradas na figura 4. No caso do cilindro
parado, os resul tados sao comparados com os obtidos .l?or
Dennis e Chans (10] e apresentam UIIli ruoivel corresponden-
cia.

Com 0 aumento de velocidade tangencial da superficie c!
lindrica, observa-se que a pressao na parte inferior do ci-
lindro (w , • , 2w) se torna "ior~o que a pres~io na parte



superior (0 , • 'Y). Esse desbalanceamento crescente de
pressio e a principal causa do efeito de Magnus e esta refle
tido DO valor do coeficiente de sustenta~io de pressio. No=
ta-se taabe~ que 0 ponto maximo do coeficiente de pressio •
indicativo do ponto de estagna~io da face de ataque do cilin
drot se desloca para baixo atingindo para vI igual a O.S 8;
aproximadaaente igual a 1919 e para vT igua a 1.0 8e aproxlmad.mente igual a 2029• -

C, ---- -'=0.0_ .-s~ClWle (tol__ ",=0.0
+----+Y05
a----a ••= 1.0

.: auperficle lUPerior

I: lIII*'ficie iIlf.ior

.,.r... III.'· 10" e'l 4'. 11.5.•.
-4-

110" _.. aar 14'.· IN" a.a.. SI.. QT•• ,. ~

Fiaura 4 - Distribui~ do c:oeficiente de pressio DB superficie



De maneira identica, 0 mixi~ local do ponto de fuga do
cilindro, que no caso estacionario se situa e. e • 360., se
desloca para baixo a aedida que vT cresce. Entretanto, a es
ta~io onde ocorre esse mixi~ relativo nio fica nitida e.
decorrencia da discretiza~io relativamente grosseira adotada
para 0 calculo de pressao. Final.ente. 0 coeficiente de pres
sao minimo permanece estacionario na regiao de e • 90., cor~
respondente i regiio de velocidade potencial maxima.

A figura S apresenta as curvas dos coeficientes de ar -
rasto de pressio, viscoso e total como fun~io de velocidade
tangencial cilindrica. para Ra • 10. Para efeito de compara
~io de resultados. a figura tambim aostra os coeficientes de
arras to calculados por Dennis e Chang [10].

_.-(--1 ..1
e-

Ll

c.,--, en-

0.lI .
OJ

Figura6 - Coeficientede Sus-
ten~o de MlfJ1US

A interferenc:iaciarota~io do cilindro no coeficiente de
arrasto i muito pequena. 0 coeficiente total, que para
vT • 0.0 i igual a 2.141, atinge 2.111 para vT • 0.5 e
2.052 para vT • 1.0. Essa queda de cerca de 4.2\ no CD e
aotivada por uma perda no coeficiente de arrasto de pre~sio
superior ao lanho nocoeficiente de arrasto viscoso,

A figura 6 mostra a varia~io do coeficiente de susten-
ta~io de Magnus co. a velocidade tangencial da superficie
ci1indrica. para Ra • 10. Diversaaente do que ocorre com 0
arTasto, a sustenta~io i auito sensivel i rot.~io do cilin-



dro. A principal contribui~io advem do coeficiente de sus-
tenta~io de pressio Com cerca de 89\ enquanto que as a~oes
viscosas contribuea coaapenas 11\ para 0 efeito de Magnus.

A tabela I .presenta os valores calculados dos coefi -
cientes de arrasto e de sustenta~io nos divers os casos de
estudo.

Arrasto Sustenta~ao
YT CDp CDv CDt "'Lp "'Lv "'Lt

0.0 1. 285 0.856 2.141 0.0 0.0 0.0
0.5 1.246 0.865 2 .111 0.221 0.151 1.372
1.0 1.160 0.892 2.052 2.453 0.294 2.747

Tabela 1 - Coeficientes de Arrasto e de Sustenta~io.pana
Ra & 10.

Os resultados obtidos neste trabalho sao preliminares
e espelham 0 andamento dos primeiros passos da pesquisa teo
rica realhacia no Insti tuto Mili tar de Engenharia coa 0 ob=
jetivo de aelhor compreender 0 efeito de Magnus. No atual
estagio. as principais conclusoes sio:
a) 0 metoda dos elementos finitos possibilita a analise do

efeito Mapus, mediante a solu~ao das e9ua~oes de Navier-
Stokes na sua forma completa e a obten~ao dos campos de
velocidade, de pressao e de vorticidade;

b) a anilise realizada envolve tio somente um Numero de Rey-
nolds e 0 escoamento laminar. Entretanto, investiga~oes
subseqUentes estio sendo conduzidas para avaliar 0 fename
no numa ampla varredura de numeros de Reynolds, e~volven=
do inclusive 0 regime turbulento;

e) no caso estudado. para ~ & 10, 0 desbalanceamento do cam
po de pressio ea tomo do cilindro girante, devido a a~io
cisalhante da superflcie cilindrica em noviaento circular,e a principal responsivel pelo surgimento da for~a de sus
tenta~io de Magnus. 0 coeficiente de sustenta~io e muito
sensivel i v.ria~io· da ve10cidade tangencia1 da superff-
cie cilfndrica e

d) no caso estudado, para Ra • 10, 0 coeficiente de arrasto
dialnui suavemente coa 0 aumento de rota~io do cllindro.
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