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Se presenta un procedimiento para encarar la construcciSn de siste
mas de coordenadas curvilineas en dominios planos, 10s cuales pueden ser
miltiplemente conexos. El mftodo permite generar mallas para dominios /
de formas arbiiraria no necesarismente conexos. Con este procedimiento
numérico la soluciSn de ecuaciones en derivadas parciales puede reali-
zarse indistintamente en el dominio ffsico o en un reccingulo con una /
malia regular. También se inciuys um procedimiento para el coatrol del
espaciamiento de las coordenadas en ¢l dominio figico.

ABSTRACT

A procedure for constructing curvilinear coordinate systems on a /
tvo dimensional body 1s preseanted. The method allows the generation of
grids on arbitrarily shaped. regions no necessarily simply connected.With
the techaique numerical solutions of diferential equationscan be obtained
either in the physical plsne or ia ractangular regions with a regular /
mesh defined. It 1s also included a procedure for coarrclling the spacing
of the coordinates belonging to the physical ‘field.
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INTRODUCCION

Para elegir entre los diversos tipos de sistemas de coordenandas,
primero deben considerarse 1las restricciones del probiema dado, dichas
restricciones consisten generalmente en ia geomerrfa de 1a frontera. /
Cuando el sistema de coordenadas se adapta a 1a frontera, desaparece 1a
necesidad de interpolacibn en el contorno y 1a grilla queda alineada con
1a goluci8n en puntos cercanos al borde.

En el caso bidimensional los sistemas coordenandos conformes son /
generalmente los preferidos, Sin embargo cuando se requiere ademis de /
1a geometria de 1a frontera la distribucisn puntual de 1a solucién a /
1o largo de ella, las transformaciones conformes dejan de ser apiicables
debido a 1a pérdida de analiticidad.

El sigulente paso natural serfa el uso de gistemas ortogonales, /
pero en regiones 3D la ortogonalidad es muy restricriva Y en general ao
¢8 aplicable; 10 mejor que puede hacerse en este cago es acotar la re-
B16n con sistemas ortogonales de wodo tal de tener una ortogonaiidad com
pleta en 1a frontera.

Por otra parte pueden existir condiciones de contorno que especifi
quen, ciertas derivadas. Esto requiere la capacidad de crear una malla
cuyos ensambles sean "suaves" de modo tal de conseguir configuraciones
topolSgicamente complejas.

Existen otras restricciones que también deben satigfacerse, por /
ejemplo que la estructura de 1a malla egié inmersa continuamente dentro
de 1a regidn y que exista 1a posibilidad de refinar ia grilla en alguna
parte del dominio.

La principal desventaja del uso de sistemas ortogonales (o casi /
ortogonales) es que fuerzan la aplicacibn de las condiciones de fronte-
ra en puntos cercanos a ella, involucrando as{ frecuentemente en 1a re-
presentacifn puntos adyacentes al borde (1o cual requiere el uso de ex-
trapolacifn).

Un sistema curvilfneo de coordenadas con 1{neas coincidentes con /
toda 1a frontera de un dominio se denomina Sistema Natural de Coordena-
das "S.N.C.". La definici6n de los puntos de la red por este S.N.C. /
pProvee una estructura organizacional que permite que toda la computacidn
posterior a la generaciSn de 1a grilla, se haga en una malla rectangular
fija.

Un aétodo general para la conmsiruccidn de um S.N.C. congiste en ha-
cer que estas coordenadas sean 1a solucifn de un sistema de ecuaciones
en derivadas paredales elfprico con condiciones de Dirichlet sobre 1a /
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frontera. Concretamente, deben tomarse las coordenadas naturales como /
solucifn de ecuaciones de Laplace en el plano (el procedimiento puede /
extenderse a mis de dos dimensiones). Esto permite distribuir arbitra-
riawente 1as coordenadas tangentes a 1a frontera a lo largo de la misma.

En 1o que sigue se urilizari la siguiente notaciba:

Fr(D) = frontera de D

kY
*f 2S5
L T AT

CONSTRUCCION MATEMATICA

Sea D (dominio ffsico) una regiSn acotada de forma arbiiraria, com
tenida en el plano, y sea R un rectingulo en el que se tiene definido /
un sistems cartesianoc de coordehadas. Sea f una funcibn tal que ////

f: Fr (D)—~e Fr(R) con F(x,y) = (fl(x,y),f2(x,y)

Se busca vaa transformaciln T: D-—> R tal que T = f en Fr(D), coa
1a cual 1a malla en D se generari a partir del S.N.C. en D definido co~-
mo la preimagen por T del sistema en R.

81 T(x,y) = (€ (x,y), M (x,y), el procedimiento adoptado para ge-
nerar T es tomar € Yy™m como ia solucibn del gistema:

Ag =0 con € (x,y) = f1(x,y) en Fr(D) (1)
am=20 con m (x,y) = £2(x,y) en Fr(D)

Modificando 1a funciSa f se puede controlar el espaciamiento de /
las 11neas coordenadas en 1a frontera, pero para modificar el espacias-
miento en el interior serf necesario cambiar el sistema utiiizado cowmo
generador. Como debe asegurarse que T(D) = R el nuevo sistema no puede

elegirse en forma arbitraria: la solucibn deberi satisfacer el Principio
del MEximo. Una ecusciSn que cumple este principio es:

Ah = H(h- ho) )

donde:

- H es una funcibn de (x,y) no negativa en D y continuamente dife-
renciable

- ho es una constante entre los valores nixino y minimo de la fun-
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¢i8n h en 1la frontera.
Luego, un S.N.C. puede ser generado por la solucifn del sistema:

AE =P( g - Bo) con € (x,y) = fl(x,y) en Fr(D) (3)
‘ AM=0(M - Mo) econ w(x,y) = f2(x,y) ea Fr (D)
donde:

Las funciones P y Q son continuamente diferenciables y no negaci-

vas en R y su frontera

Las constantes €o y Mo son los valores afnimos de las funciones
E.{( M respectivamente.

El efecto de reemplazar el sisiems (1) por el (3) es el siguiente:
Sean ga y w2 1las funciones armSnicas tales que gus valores en 1a fron
tera coinciden con 1os de € y 7| respectivamente. Por una propiedad de
las funclones armbnicas & ¢ €ay M & TNa.

Para refinar 1a malla en una zona determinada hay que conseguir P,/
Q, €oy Mo de forma tal que el gradiente de la solucibn sea grande /
en 1a zona deseads.

S1 Eoy Mo son por ejemplo los valores miximos de 1as funciones
E‘y M respectivamente ge obtendrf un refinamiento en la zona préxima /
al punto en el que 1as funciones €, y M alcanzan su mfnimo.

,El método rambi&n fue utilizado por Thompson, Thames y Mastia {1} /
quienes proponen calcular directamente la rransformaciba T : R -=> 0; /
para esto se deben resolver las ecuaciones:

AtXg. - 2B*Kg, +te*Ky, = 0 “)
a ;‘& - Zb*Y;m *C*Yﬂ'-‘ = 0

l'x‘ X,‘ *Y“*Y-\

beX  AX +Y, *Yy

c-x‘tx" +Y§*Y§

con condiciones de contorno dadas.

S1 bien las condiciones de contorno se representan con mayor facili
dad en (4) que en (1), las ecuaciones a resolver son no lineales y consi
derablemente mis complicadas.

IMPLEMENTACION NUMERICA

El procedimiento antes descripro se implement5 en una computadora /
PDP~11/23 con 192 Kb de memoria central y sistema operativo TSX PLUS. Por
este motivo, aunque los casos corridos mo son de gran magnitud ni el con
trol del espaciamiento es todo lo completo que la reorf{a permite, los e-
jemplos evidencian 1as boandades del métodc empleado.

Las ecuaciones que el paquete de programas utilizado resuelve son /
de 1a forma:

Ab =-U2%h-g )
donde:
= U2 es una constante
- g es una funciba
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Estogs datos se pueden elagir arbitrarfiamente com la Gnica condicifa
de que el segundo miembro de la ecuaciSn (5) sea no negativo en D.

La resolucifn de los sistemas de ecuaciones para generar ia transfor
macibn se realiza por el Método de Elementos Finitos. Se utilizan elemen
tos conformes de tipo triangular y polinomios de primer grado. El paque-
te incluye 1a opcién de refinamiento semiautomfitico de la triangulacibn.
La eleccibn del tipo de elementos a utilizar ge hizo teniendo en cuenta
que para generar el S.N.C. era necesario invertir localmente 12 transfor-
macibn T; por esto, se tomaron como nodos los vértices de los trifingulos
y como grados de libertad los valores de la funciBn en estos puntos. Asf
se consiguil que el cilculo de la inversa consistiera en un par de iater
polaciones para cada trifingulo. Las 1ineas coordenadas obtenidas (tomadas
como funcibn de € y M ) son poligonales y por lo tanto no tienen deri-
vadas continuas. Sin embargo no se juscifica pedir mayor regularidad a /
estas curvas ya que en los usos posteriores las 1fneas serin aproximadas
entre dog puntos de 1a malla por el segmento que los une.

Un casc seancillo para probar la eficiencia del método consiste en / ;
tomar D = (0,3} x (©0,3] , R = D y £(x,y) = (x,¥) en Fr(D). Resolviendo /
el sistema (5) con U2 = 0 y g 1a funciban identicamente O se obriene el /
S.N.C. que wuestra la Fig. 1.

S1 ahora se toma U2 = 5, se conseguir§ menor espaciamiento de las /
coordenadas en la zona prbxima al puato (3,3) (cfr, Fig. 2). No se puede
controlar el espaciamiento en la frontera ya que por las condiciones de
contorno las curvas se ven forzadas a pasar por puntos determinados.

También es Gril realizar cambios en la funciSn g para controlar el
espaciamiento. Por ejemplo tomar U2 = 5 y g = 5 en el caso considerado /
produce el efecto que se muestra en la Fig. 3. Es decir que, cowo conse-
cuencia del refinamiento en la frontera,ias celdas obteanidas en un entor
no del puato (1,1) serfin mfs grandes que en el resto del dominio.
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Fig. 2 - S.K.C. para D = P, 4 x 0,3 con v2 - Syg=0

A paitir de los S.N.C. anteriores se obtuvieron las mallas de las /
Fig. 4,5 y 6. En ellas los puntos indican la interseccidn de las 1igeas
coordenadas,

Las celdss que en definitiva se utilizarfn para resolver las ecuacio
nes por los Métodos de Volumen Finito son las deseriptas por las siguien
tes figuras 7, 8 y 9.

,:iﬁ

Mg

T

i

W
)\
1

14

L ]
-k
o

Fig. 3« S N.C.para D= [0,3 x 0.3 ccaU02-85y4-5




- 337 -

LR
LI )
L g
LR J
s 00
. 0
s 0
LI 4
LI 2
LI 2 4
LI
s

® 6 90 9 0T P OL P SO P TS S e LI OGO SN
LR I B B I B IR B B Y IR IR 3N N WO S SR WY

fev e e e
s s veveverem e
tv s e e v s re
s e vevsev e e
is e s 9 s 000 eecvecw
.
L]

® 5 5 9 R OOV VOO YT PO

L
(3
L 3
L]
.0
*e
e
LN
L
LN ]
LR ]
L]
LN ]
LR ]
L
L]
L
LY
.
e
LY
..
.
L)
()
LY
..

IEC A N I NN A A B AR N B A A A N A A

Fig.4 - Malla obrenida para ¥ -D,a 2 P com2=gs0

e eessecncccsccncccncssrvonocs |

® ey

e,y ,.,,

ot'....'.."c

aoves®e s,

e v ew oSO LTS, o e

TR LA LI A I RPEPOPPa

1 98 8 8 ST e SR LE PR OeEL s 0ee e

,3] con U2 =5yg=0

Fig.5 - Malla obtenidapara D = [0.3] x !)




- 338 -

IR

I N |

® ¢ @ % 9 T E PO VG O O OO YD

® 9 % ¢ 9 ® & P PF o e

spses e rap b b s

i

(AR TE N B NN ENEEASS N
®oap e rss e v v
L I I )
®Ses o et P e
S5 006 ® P RSBSOS H»e

® e 9 00 9 e P T TSP E T TSNP O
® 9 PP P RO S esesecnsnecsesePeOE e |

Ll

Fig.6 - Malla obtentdapara D = E),i x b,jj con U2 = 5yg=3>5

Fig. 7 - Celdasautiidzaren D = [0,3] x [0,3] conU2 =g =0
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Fig. 9 - CeldagautilizarenD = [0,3] x 0,3 con U2 =5y 3 =5

También se puede obiener un refinamiento en un entorno de toda 1a /

10y /11

frontera. Esto se ve claramente en el ejemplo, tomando U2 =

g ~ -10 (Figs. 10, 11 y 12).
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Fig. 12 - Celdas a utilizar en D = [0,3] x E),B] con U2 = 10y g = -10

Otro ejemplo que permite constatar las virtudes del mérodo es tomar
D 1gual al sector de anillo comprendido entre las curvas X*X+Y*Y = 1, /
X*X+Y*Y = 0.25, x = O e Y = 0. Sea R = [0,1] x 10.25,1] y sea

(x,1) 81 x*x+yky = |

(2%x,0.25) 81 x®x+y*y = 0,25
f(x,y) = (0,y) si x =0

(0,x) s1iy=20

S1 se toma U2 = g ~ 0, la transformacifn resultante es:

Fig. 13 - S.N.C. obrenido para D igual al sector de antllo.




- 342 -

TRATAMIENTO DE DOMINIOS DOBLEMENTE CONEXOS

Para generar un S.N.C. en un dominio doblemente conexo como el de /
1a Fig. 14 es necesario realizar solamente un cambio en el planteo expues
to anteriormente. Este congiste en simular un corte a través del dominio
y trabajar con €1 como si fuera simplemente conexo. Asf, el dominic a u-
tilizar gerf el limitado por las curvas Al, A2, A3 y A4. Por ejemplo, pa
ra el dominio que se muestra en Fig. 14, el corte ge efectud uniendo los
puntos A y A' y la funcibn f se tomS de la forma:

f(Al) = Cl
f(A2) = C2
f(A3) = C€3
f(AL) = C4

Luego el procedimiento sigue como se describid anteriormente.

Para tratar dominios con mis agujeros los cortes deben realizarse /
de forma tal que el dominio resuliante sea conexo.

M
o~

Fig. 14 - Transformacién de un dowminio doblemente conexo

Algunos de los resﬁltadoa obtenidos para dominios doblemente conexos
se muestran ias siguientes figuras:
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deterxinada por el sistema de la fig.

Fig. 16 ~ Malla

se deben a que la triangu-

en el grifico

lacifn elegida no est§ suficientemente refinada.

Los picos que se observan
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CONCLUSIONES

Se construyS una malla para resolver ecuaciones por métodos numéri
cos. Se urilizaron las ecuaciones de Laplace para generar el S.N.C. por-
que permiten controlar el espaciamiento de las coordenadas, aspecto que
resulta de vital importancia cuando se debe trabajar con computadoras /
de poca capacidad. Se us§ el Mérodo de Elementos Finitos para resolver
el sistema (1), aunque el paquete de programas serf aplicado a la reso-
lucisn de ecuaciones por el mérodo de Volumen Finito. La eleccidn de los
Elementos Finitos se justifica por la adaprabiitdad del mérodo s domintos
de forma complicada. Ademis serfa poco eficiente encontrar un S.N.C. u-
tilizando un método que al representar las condiciones de contorno tuvie
ra 1as mismas dificultades que se pretenden evitar con la construccifn
del sistema.

El tema de 1a generaciSn numérica de grillas es afin demasiado joven
para hacer una evaluacibn completa de las diferentes t&cnicas. Varios /
tipos de mallas son mis apropiados para diversos problemas ffsicos y con
figuraciones. Sin embargc pueden encontrarse algunas evaluaciones rela-
tivas en la ref. [2].
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