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Se present a un ,roeedi~ellto para enearar 1a c0ll8trueci61l de s1st~
•• s de coordenadas curv11!llea. en de-in1os p1&1lO8, loa cual •• puedell ser
m61tiplewente eoneso •• £1 -'todo pe~te leDerar •• 11•• para de-in1o. I
de foraa. arbitraria DO ueeesari ••• llte CODeSos. COil este prneedi~ellto
nu.irico la a01uei61l de &euacioDe. en derivad.. parcial.. PUllde reali-
zarse iaclistinta.nte all e1 de-in1o f!.ico 0 all un r&etinlulo coo una I
•• 11. relu1ar. Ta.bien ae inelu,. ua procedi~ellto para .1 cootrol del
espaci~ellto de 1a. coordenad •••• al de-in1o f!ldco.

A proeedure for COll8tructilll curvilinear coord11late .YSt... OIl a I
two di_ional body 18 ,r_ted. the _rhod all_ the geandoa of
grids Oil .rbitrari1y .haped. rea10as DO DeC •••• rily .i.,l, connected.With
the techDique ll_r1eal .olut1on. of difere.ti.l equatiOIl. c.n be obt.ioed
either i. the phy.ical '\'1. or io reetaOlular relio08 with. r••ular I
.sb defiDed. It 1. alao incl_" a procedure for cOlluo111aa the .padlll
of the eoord1 •• ta. INtloectaa to the pIay.ieal 'l1a14.



Para elegir entre los diveraoa tipoa de aist ••• s de coordenandas,
primero deben considerarae laa reatriccionea del problema dado, dichaa
restriccionea consisten generalmente en la geometrfa de ia frontera. I
Cuando ei sistema de coordenadaa ae adapta a ia frontera, desaparece la
aeee.idad de interpoiaci6n en el contorno y la grilla queda alineada con
la solucil5n en punto. cercanos al borde.

En el caso bidimen.ional loa sist •••• coordenandos conformes .00 I
generalmente 10. preferidos, Sin e~argo cuando .e requiere ad•••• de I
la geometrfa de la frontera la di.tribuei6n puntual de ia aoiuci6n a I
10 largo de ella, la. transformaciones conformes dejan de .er apiicable.
debido a la perdida de analiticidad.

Ei siguiente paao naturai serfa el uso de 8iatemas ortogonaie., I
pero en regionea 3D ia ortogonaiidad ea ~y restrictiva y en generai no
e. aplicabie; 10 mejor que puede hacerae eo eate caso es acotar ia re-
li6n con siat ••• s ortoso •• les de -ado tal de tener una ortogonaiidad co~
pieta en 1a fronter ••

Por otra parte pueden existir condiciones de contorno que especifi
quan, ciertas derivada.. Eato requ1er~ la eapacidad de crear una malla
cuyos ensambles .ean "auaves" de modo tai de conseguir configuraciones
topoi6gicamente coapieja ••

Exi.ten otra. reatricciones que ta.bien deban satisfacerse, por I
eje~io que ia estructura de ia aaila eSli inmersa continuamenle dentro
de ia regi6n y que exista ia posibiiidad de refinar ia griila en aiguna
parte del dominio.

La prineipal desventaja dei uso de si.temas ortogonales (0 casi I
onosoaalea) •• que f_rzsn la apl1eaci6n de ias condiciones de fronte-
ra en pantoa cereanos a eiia, involucraado as! fracuentemente en ia re-
presentaei6n puntoa adyacentes al borde (10 cual requiere el uso de ex-
trapoiaei6n) •

Un sistema curvilfneo de coordenadas con Ifnea. coincidentes COD I
toda la frontera de un dominio .e denom1na Si.tema Matural de Coordena-
das "S.M.C.". La definici6n de i08 puntoa de la red por este S.N.C. I
provee una estructura organizacional que permite que loda la compulac16n
pO.terior a la generaci6n de la griila, .e haga en una maila rectanguiar
f1ja.

Un aitodo general para la construcci6n de \Ill S.II.C. consi.te en ba-
eer que e.ta. coordenadas sean la aoluci6n de un aistema de ecoacionea
eft derivadas parciales el!ptico COD condiciones de Dirichiet sobre la I



frontera. Conereta.ente, deben toasrae iaa eoordenadas naturaies eo.o /
soiue16n de eeuae10nes de Lapiaea en ai piano (el proeed1Bdento puede /
extenderse a als de dos d1•• ns1oDe8). latO pe~te d1str1buir arb1tra-
r1amente las eoordenadas tansaot •• a ia frootera a 10 largo de la ai ••••

froatera da D
1-~a.f + ~.1

• a;t: ~

Sea D (doaio10 f1sieo) una regi6n aeotada de fora. arb1traria, eo~
tenida en el plano, y aea 1 un reetinguio en ei que se tiene defin1do /
un sisteas eartesiano de eoorde\ad ••• Sea f una funei6n tai que lIlt

f: Fr (D)~ Fr(l) eon F(x,,} • (fl(x,y},f2(x,y)

5e bUllea una tranllforaaci6n t: D--+ 1 tai que T • f en Fr(D}, eoe
la cuel la aslla en D ae generarl a partir del S.I.C. en D defin1do eo-
.0 la pre1aageo por T del a1at ••• eo 1.

51 T(x,y) • «( (x,y), "1\ (x,,), el proced1aieoto adopudo para ge-
nerar T ea tOllllr( y." C080 la aolue16n del sin ••• :

Mod1fieando ia fuoe16n f ae puede eontrolar el espaeiaaiento da /
las I1neas coordeoadas eo la frootera, pero para -adifiear el espae1a-
miento en el 1oter1or aeri neeeaario eaab1ar el a1l1te•• ut111zado e080
generador. COga debe ••egurarae que t(D) • 1 el nuevo 81st ••• 00 puede
eleg1rlle eo fora. arbitrar1a: la aolue16n deberl lIatisfaeer el Pr1nc1p10
del Mb1.o. Una eeuae160 que c:u.pie •• te pdne1p10 ell:

- B ea una fuoe16n cle (x.,) DO oegat1va en D , eont1nua_te d1fe-
rene1able



e16a h en la frontera.
Laego. UD S •••C. puede ser generado ,or la solue1611 del s18telll&:

A ~ • P( ~ - fp)
A"\ - O( 1'1 - .., 0)

con (x,y)
eOD ",,(x.y)

fl(x.y) eft rr(D)
f2(x.y) eft Fr (D)

40nde:
- Las fune10nes P y Q son eont1nua •• nte d1ferene1ables y DO negat1-

.•.as eft I Y su froatera
- Las eonstantes ~o y ",,0 son loa valores II!n1.os de laa fune10nes

~ '1'\ respeet1vamente.
!1 efecto de reeaplazar el a1st ••• (1) ,or el (3) es el s1guiente:

Sean l.a y .,. laa fuoe1ones ar-6n1eu tales que aus .•.alores en la fr0E.
tera eo1ne1den eon 10s de ~ y Tl respeedvameote. Por una propiedad de
lu fune10nea ar.6n1eas ~"e.a y "" •. ",a.

Para ref1nar la •• lla en una zona detec.1nada hay que eoosegu1r p.1
Q, E,.oy ~ 0 de fOnla tal que el grad1ente de 1& solue16n aea grande I
eo la zona dea.ua.

51 E.,oY ")0 aon ,or ejeapl0 loa .•.alores mbimoa de las funeionea
e.y ••• respeet1 .•••••nte ae obtendrl un ref1namiento eo la zona pr6x1 •• I

al pUDtO ell el que laa funeiones ~ y ""l aleanzan su m{nilDO.
"II ~todo t•• biio fue utilizado por Tboapaon. Thames y Mastin (11 I

quienes propooen 'ealcular direetamente la transforaae1611 T-": I --> D; I
para eato se deban resolver las eeuaeionea:

a * I,.e. 2 b * X \ •.•• + e * I'll.'" - 0 (4)
a * 1, 2 b * , ~.", + e * ,"' •••• - 0
a - 1•••·\ I ~ + ''''' * '"'I
b - I" * I", + 1 r. * '",
e-I" *Is, +1,- *1<

eon eond1e1ones de eontoroo dadaa.
51 ~1en lu eond1e1onea de eontorno se representao eon mayor faeil~

dad eo (4) que en (I), las ecuae100ea a re.olver aoo 00 lineales y eona~
derablemente ala ec.pl1eadaa.

!1 proeed1.tento aotes deecriptO a. lapls •• otlS .n una e~putadOra I
POP-11/23 eon 192 lb de •• .or1a central y a1at ••• operativo TSI PLUS. Por
este .ot1vo, aunque loa easoa eorridos DO son de grao ••• nitucl n1 el co.!!.
trol 4el espae1a.tento es todo 10 eo.plsto que la teor!a pec.1ts. loa e-
je.,loa evideneiao lu bondadea del ~todo empleado.

Las acuac10nes que el paquete de progra •• a util1zado resuelve soo 1
de la for-a:

do,,";
- U2 •• una eoast •• te
- I •• ana fuoc1&a



Estos datos se pueden e1-s1r arbitraria.ente coo 1a 601ea eondiei60
de que ei segundo .tembro de 1a eeuaei60 (5) sea DO oegativo en D.

La resoiuei6D de ios sistemas de seuaeiones para generar ia transfoL
maei6n se reaiiza por el Mitodo ds Ele •• ntos Finitos. Se uti1izaD ele.e~
tos eon formes de tipo trianau1ar y polinoados de pri •• r grado. El paque-
te ineiuye ia opei6n de ref1na.tento se.tautoaltieo de ia trianguiaei6n.
La elecci6n del tipo de eiementos a uti1izar se h1zo teniendo en cuenta
que para generar e1 S.I.C. era neeesario 1nvertir 1oea1mente ia transfor-
mac16n T; por esto. se toasroD ec.o nodos 10s virtiees de 10s triinguios
y cowc grados de 1ibertad los valores de la funei6n en estos puntos. As!
se cons1gui6 que e1 cileu10 de 1a inversa eonsistiera en un par de inteL
poiaciones para eada tri1ngu10. Las 1ineas coordanadas obtenidas (toasd ••
como funci6n de ( y T\ ) son pol1gonaies y por 10 tanto no tienen deri-
vadas eontinuas. Sin embarlo DO Be justifiea pedir ••yor reguiaridad a I
estas eurvas ya que en los usos posterior •• 1as l!neas serin aproxiaadas
entra dos puntos de 1a •• lla por e1 seg.ento que loa une.

Un caso seneillo para proba. la efieieneia dei .etodo consiste •• I
tomar D • [0.31 x (0.3] • II. • D Y f(x.y) • (x.y) en Fr(D). !lesolviendo I
ei sistema (5) con U2 • 0 y I 1a funei6n identica.ente 0 ae obtiene 81 I
S.N.C. que ~estra la Fig. 1.

Si ahora se toms U2 • 5, se eonseguiri .enor espaciamiento de las I
coordeoadas en 1a zona pr6xima a1 punto (3.3) (efr. Fig. 2). No sa puede
controiar el eapacia.tento en 1a front era ya que por 1as condiciones de
COntOrDO ias curv •• se ven forzadas a pasar por puntos deteT.tnados.

Tambien es 6ti1 rea1izar caab10s en la func16n g para cont~olar a1
espac1am1ento. Por ejamplo tODl8r U2 • 5 y g • 5 en a1 easo eons1darado I
produce ai efecto que se aueatra en la Fig. 3. Is decir que. como eonae-
cuane1a dal ref1na.tento en la frontera,las celdas obtan1das en un entor
no del punto (1.1) serin als graDdes que en e1 reato del domin10.
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A par~1r de 10s S.I.C. an~er1ores se obtuvieron l&s mallas de las I
Fig. 4,5 Y 6. Eo ellas 10s pun~os 1ad1ean 1a 1ntersecc16n de las lineas
eoordeaadu.

1.&s eeldas que en def1n1t1va S8 ut111zarin para resolver las eeuae1~
DeS por los KRtodos de Volu •• o F1n1~o son l&s deser1ptas por la8 s1gu1e~
tes f1guras 7, 8 y 9.
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fig.4 Kalla obten1da para >D·Il.~K 1>.1 COIl U2 .g .0
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T ••b1io •• puede obteoer un ref1n8ll1eDto en an entorao de tod. 1a I
frontera. EatO ae •• elara.eote en e1 ej..,lo, toaando U2 10 J IIII
I • -10 (Fila. 10, 11 J 12).
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Otro ejeaplo
D 19ual al sector
x*x+y*y • 0.25, •

que per~te constatar las virtudes del ~todo es
de an1ll0 coaprend1do entre las curvas X*X+y*y •
• 0 e Y • O. Sea 1 - to,11 x iI.25,1} , sea

81 x*x+,*y - 1
s1 x*x+Y*Y - 0.25
s1.-0
81,-0

tom&r
I, I

~

.'1)
(2*.,0.25)
(O,y)
(O,X)



Para generar un S.I.C. en un doadnio doblemente eonexo como el de I
la Fig ••14 es neceaario realizar aolamente un eambio en el planteo expue~
to anteriormente. Este eon8iate en siaular un corte a travia del dominio
y trabajar con '1 cc.o 8i fuera simplemente conexo. As!, el dominio a u-
tilizar ser( el limitado por laa curvas AI, Al, A3 Y A4. Por ejemplo, P~
ra el dominio que se aueatra en Fig. 14, el corte se efectu6 uniendo 10s
puntos A y A' Y la fUDCi6a f ae t0m6 de la forma:

f(Al) Cl
f(A2) C2
f(A3) C3
f(A4) C4

Luego el procedim1ento sigue como se describi6 anteriormente.
Para tratar dominios con mas agujeros 10s cortes deben realizarse I

de forma tal que el dominio resultante sea conexo.

c~['::'.~,..gLc t : - ;. tc~ "l
'4 i -.-- ,----

--- . e
•••••• t .. ~

C.

Algunos de 10s resultados obtenidos pera domini os doblemente conexos
•• ~stran las siguientes filur •• :
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Loa p1eoa que •• ob •• rvao eo el arff1eo .e debao a que 1a tr1aoau-
1ae16n elea1da 00 ••tf auf1e1eot ••• ote ref1oada.



Se eonstruy6 una aalla para resolver eeuae10nea por metodos numer!
eos. Se ut1l1zaron 1•• eeuaeiones de Laplace para generar el S.M.C. por-
que peraiten eontrolar el espaciaaiento de las eoordenadas, aspeeto que
resulta de vital importaneia euando se debe trabajar eon eomputadoras I
de peea eap~e1dad. Se us6 el Metodo de Elementos Finitos para resolver
el s1st ••• (I), aunque el paquete de programas serl aplieado a la rese-
lue16n de ecuaeiones per el metodo de Volumen Finito. La eleeei6n de los
Elementos Finitos se justifiea por la adaptabilidad del mitodo a dominios
de for •• eoaplieada. Ademas seria poco efieiente eneontrar un S.M.C. u-
tilizaodo un .etodo que al representar las condiciones de eontorno tuvi~
ra laa aiamas d1ficultades que ae preteoden evitar eon la construeei6n
del siste •••

El te•• de la generaei6n numeriea de grill •• es aun demasiado joven
para haeer una evaluae16n completa de las d1ferentes teenicas. Varios I
tipes de •• llas son mis apropiados para diversos problemas fisieos y eo~
figuraeiones. Sin embargo pueden eneontrarse algunas evaluaeiones rel •••
tivaa en la ref. tz).

Eate trabajo eontiene el present ado como Trabajo Especial para aece
der a la Lic.neiatura en Matemitiea Dl. El te•• fue propuesto por el 1-
Dr. Josel. Ta•• gno 1 fue dirigido por el Ing. Arcadio M. Riell, perte-
neeientea al Departamento de Aerodinam1ea d. la Faeultadde Ciencias E-
XaCta., '181~a. y Maturaiea (UNe) y 11 Crupo de Afti1isis Numlrieo y eo~
putaei6n de la raeultad de Matealtica, Astronomfa y Fisica (UMC), respee
tiva •• ate. -
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