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RESUMEN

Un algoritmo para - la solucibén incremental de ecua-
-ciones no-lineales de elementos finitos en andlisis
estiticos es comentado.

El procedimiento fue disefiado para relevar respues-

tas pre y post-criticas de modelos estructurales ge
nerales.

ABSTRACT

An algorithm for the automatic incremental solution
of nomlinear finite element equations is reviewed.

The procedure was designed to trace the pre and post
critical response of general structural models




I.

II.

INTRODUCCION.

En este articulo comentaremos brevemente un algoritmo desti-
nado a relevar la respuesta estdtica no-lineal, de modelos

de elementos finitos generales, con pardmetros materiales in
dependientes del tiempo (se excluyen los casos de creep, Vvis

-coelasticidad, viscoplasticidad, etc.).

El algoritmo fue desarrollado en detalle en las Refs./1l/ y
/2/ e implementado en el programa ADINA /3/.

ALGORITMOS INCREMENTALES ITERATIVOS.

Asumiendo que un adecuado modelo de elementos finitos ha si-
do planteado para idealizar el problema ffsico a estudiar,
nos concentraremos en la resolucifn de las ecuaciones que go
biernan su comportamiento. Usando la notacifn de la Ref. /4/.
dichas ecuacioggs son:

’“E - f*ﬁff - Q (1

donde:

t"*B es el vector de las fuerzas nodales externas 4

t’“F es el vector de las fuerzas nodales equivalentes

(en el sentido de los trabajos virtuales) a las tensiones ac

. tuantes en el s6lido. Ambos vectores son evaluados en el ins-

tante t+At ,Dado que s6lo consideramos problemas estaticos
con relaciones constitutivas constantes, la variable tiempo,
indica s6lo nivel de cargas.

La resolucifn incremental usual de la Ec. (1) resulta en el
siguien%z.esquena iterativo /4, Capitulo 87, para la iteracidn

_ n(mero

-0 " .
1K‘ Au(‘): te b R - fi’“f(hn (2)

donde: =
T b{“ﬁes una matriz de coeficientes y
es un incremento del viector de desplazamientos nodales
tedt ) 1 tat ) =0 &)
U= =""0" T +AY (3)
L 4 ci=t)
La matriz es diferente en los varios procedimien-
tos que pueden usarse/4,5/:

. Técnica modificada de Newton-Raphson
. Técnica completa de Newton - Raphson

. Técnica de BFGS :

BGsquedas lineales /4,5/, pueden ser combinadas con las dife-
rentes t&cnicas.

Un detallado estudio de las ventajas y desventajas de los di-
ferentes esquemas iterativos fue presentado en /5/.
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Sin embargo en dichos estudios se partia de dos importantes
hipStesis:

. Se asumia gue el analista prescribfa los valores de carga
para los que se buscaba la configuracifn de equilibrio.

. Se asumia que se buscaba la solucién hasta un punto criti
co o de colapso y no la solucidbn post-critica.

Sin embargo, en ciertos casos se busca la solucibn post-cri-
tica y ya no es posible establecer secuencialmente los nive-
les de carga, sin un conocimiento previo de la respuesta de
la estructura. Tampoco en los problemas de carga limite resul
ta adecuado el control de cargas.

En /1 y 2 /se indica un caso de zafado hacia atras (snap-back)
que indica que el control del desplazamiento de un nodo, en
reemplazo del control de cargas, tampoco soluciona todos los
problemas.

III. ITERACION EN EL ESPACIO CARGAS-DESPLAZAMIENTOS.

Si se desea relevar, como en muchos casos ,la caracteristica
carga-desplazamientos del s8lido en los periodos pre y post
criticos, asumiendo que la carga varfa en forma proporcio-

nal, es decir:
t+4t R’t+Mk R (4)

es un escalar y R un sector carga de referencia, la
Ec. (2), puede reescribirse como:

< Ka'-o Aua)zt#AR_Mt Fa’-—l) (5)

Riks y Wempner /7 y 8/ desarrollaron la idea original de
iterar en el espacio cargas-desplazamientos, es decir, con-
siderar a ?¢8§ como otra Ix_scgﬁnxta de la solucién.
De esta forma:
€, U0 «) Li=0) ' t48¢ ~ o)

K™ AU < (A0 A R-TF 6.2

teat im < tebed Aa'-l) + AA‘i)

donde:
t*dtﬁ

Yy (6.b)

Una ecuacibn adicional debe ser empleada para fijar la"lon-
gitud del paso"en el espacio cargas-desplazamientos:

§(a®, au™)=0 )

Diversas formas han sido propuestas para esta ecuacién adi-
cional:
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- longitud constante de la tangente /7/.
- longitud esférica de arco constante /9 y 10/

En nuestra investigacifn para lograr un método de solucibn
automdtico /1,27 hemos encontrado dos formas convenientes:

1) La longitud esférica de arco constante cuando la solucién
esti alejada de puntos criticos.

2) El trabajo constante de las fuerzas exteriores cerca de
los puntos criticos.

Las ecuaciones correspondientes a ambas formas de la Ec. (7)
son expuestas en detalle en las Refs./l y 2/,

En ambos casos Axh resulta de la solucifn de una ecuacidn
de 2°* grado. En el método del trabajo constante de las fuer-
zas exteriores es mas f&cil garaqtizar que las raices sean
reales, pues si AS‘ es real, A " j=2,3.son necesariamente
reales/2 /.

Cuando las raices son reales, resta decidirse por una de &-
llas. Para &llo usaremos un criterio basado en el discutido
en la Ref. /11/.

Para cada raiz (j= 1,2) se define:

. =0T gy ) (8)
L
a) si sgn 3; #* sgn 33 seleccionamos la rafz para
la gque X">0
b) si sgn N - sgn !i seleccionamos la rafz, que d&

una solucifn m8s cercana a la que se obtendria usando el
mé&todo de la longitud constante de la tangente.

El algoritmo implementado en ADINA /3/ fue disefiado para cal-
cular la longitud del paso, iterar, disminuir la longitud del
paso si no hubo convergencia y reiniciar la iteracidén. En ca-
so de haber fracasado la bGsqueda de convergencia un cierto
nGmero de veces, el algoritmo cambia autom&ticamente de méto-
do. De encontrarse con raices imaginarias, usando el mé&todo
de la longitud esférica de arco constante, el algoritmo pasa
a usar el método del trabajo constante de las fuerzas exte-
riores.

El algoritmo v& variando la "longitud de paso” de forma de
mantenerse en un n@mero de iteraciones por paso Sptimo,defi-
nido por el usuario. Obviamente &sto no es posible en el ca-
so de no linealidades imprevistas, como por ejemplo la aper-
tura de fisuras en modelod de hormigén. .

El algoritmo comienza empleando la técnica modificada de New
ton-Raphson y de tornarse "dificil® la convergencia pasa a
usar la técnica completa de Newton-Raphson.

Para medir la convergencia de las iteraciones pueden usarse

por separado o conjuntamente alguno de los siguientes crite-
)

rios:
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a) Criterio energético.

AYUT(HATRMEST)
s Auw'l' (Aku) _R_)

ET¢L es la tolerangia a ser fijada por el analista, (en
general ETQL = 107°)

§ ETPL {9

b) Fuerza desequilibrada mixima.
Para los grados de libertad traslacionales,

18245 R, -2 I, <RNGRM « RTOL (10.)

Para los ?grdos de libertad rotacionales,
1A Ry - Bl € AMNORM« RTAL.  (10.5)

donde:

RN@GRM Y AMNORM son valores de fuerza y torques tipicos a
ser fijados por el analista y RTSL es la tolerancia, s
también debe fijar el analista, (en general RTPL = 107 ¢)

c) Convergencia en desplazamientos.
Para los grados de libertad traslacionales,

I AUY 1, < DrgRM- DTOL (11.a)
Para los grados de libertad rotacionales,

® lly < DMNoRM-DTEL (11.b)

I AUxr

donde:

DN@GRM Y DMN@RM son valores de desplazamientos y rotaciones
tiplcas a ser fijados por el analista y DTQL es la toleran-
cia gque también debe fijar el analista.

Si bien en general resulta exitoso el empleo del criterio
energético con ETPL = 10~6, no existe aGn un m&todo para
seleccionar, frente a cada problema,el o lescriterios de

convergencia mis adecuados y las correspondientes toleran-
cias.

Para éllo, la experiencia del analista siqgue siendo el fac
tor determinante.
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EJEMPLOS NUMERICOS.

En la presente Seccifn, se presentan algunos ejemplos re-
sueltos utilizando el algoritmo automStico comentado arriba.

En la Fig.l se presenta un caso de zafado (snap-through)

En la Fig.2 se presenta un caso de zafado hacia atré&s(snap-
back) .

En la Fig.3 se presenta un caso de colapso de un cilindro
eldstico perfectamente pl&stico, sometido a presifn inter-
na. :

En las Fig. 4 y 5 se presentan casos de colapso de estruc-
turas simples /12/.

En la Fig.6 se presenta la respuesta nolineal de un arco bi-
empotrado modelado con elementos isoparamé&tricos de viga de
2 nodos/4/. Es interesante destacar que la factorizacibn de
la matriz de rigidez tangente muestra que la misma entre O y
A no tiene ningGn autovalor negativo, entre A y B un autova-
lor negativo (correspondiente a un modo de pandeoc antisimé-
trico), entre B y C dos autovalores negativos (modos de pan-
deo simétrico y antisimétrico) entre C y D s6lo uno (modo si
métrico) y de D en adelante ninguno. Obviamente la localiza-
cibén de A,...,D no es exacta ya que el algoritmo provee un
nGmero discreto de puntos.

En las Figs. 7 a 11 se presentan casos resueltos utilizando
los elementos de l&mina MITC4 y MITC8 /2,13,14,15/.

CONCLUSIONES.

Se ha comentado brevemente, en el presente articulo el al-
goritmo automatico de resolucibén de modelos no lineales pre-
sentado en detalle en las Refs. /1l y 2/.

Dado que el algoritmo fue disefiado para ser usado en un pro-
grama general de elementos finitos, debe ser capaz de resol-
ver problemas de diversa indole, por lo que el aspecto de
las decisiones del algoritmo (mé&todo a usar,longitud de pa-
80 a usar, etc.) d& lugar a una l8gica compleja.

El estudio de la seleccifn automidtica de criterios de con-
vergencia y toleraricias es sumamente importante, si se pre
tende acoplar estos métodos de resolucifn con sistemas de

C.A.D., que ser&n operados por ingenieros no necesariamen-
te especializados en c&lculo numérico.
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Figura 1. Problema de snap-through Pigura 2. Problema de snap-back
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Figura 3. Colapso de cilindro elistico/perfectamente plistico
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Figura 6. Arco biempotrado
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Figura 8. L&mina cilindrica el&stica /17 y 18/
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a) Modeios de Elementos Finitos

Figura 10. Placa circular elSstica/perfectamente pl&stica con carga con-
centrada en el centro. .
FTL indica la solucién correspondiente a la Formulacién Tota’
de Lagrange

NF indica la solucifén correspondiente a la hip6tesis de 1li-
nealidad geométrica y no linealidad fisica

Figura ll. L&mina cilfndrica el&stica/perfectamente plastica con
grandes desplazamientos/rotaciones
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