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Un algoritmo para 1. soluci6n incremental de ecua-
ciones no-lineales de elementos finitos en anllisis
estlticos es comentado.
El procedimiento fue disenado para relevar respues-
tas pre y post-crlticas de modelos estructurales g~
nerales.

An algorithm for the automatic incremental solution
of nonlinear finite element equations is reviewed.
The procedure was designed to tracethe pre and post
critical response of general structural models



I. INTRODUCCIOlI.
En este articulo comentaremoB brevemente un algoritmo desti-
nado a re1evar la respuesta est4tica no-lineal, de modelos
de elementos finitos generales, con parlmetros materiales in
dependientes del tiempo (se excluyen lOB casos de creep, vij
coelasticidad, viacoplaBticidad, etc.).
El algoritmo fue desarrollado en detalle en las Refs./l/ y
/2/ e implementado en el programa ADINA 13/.

II. ALGORITMOS INCREJoIENTALES ITERATIVOS.
Asumiendo que unadecuado modelo de elementos finitos ha si-
do planteado para idealizar el problema fisico a estudiar,
nos concentraremos en la resoluci6n de las ecuaciones que go
biernan su camportamiento. Usando la notaci6n de la Ref. /4/.
dichas ecuaciones son:

t~"B hAt f ..0 (1)

donde:
t+6to

Q es el "ector de las fuerzas nodales externas y
t+M F es el vactor de las fuerzas nodales equivalentes
(en el sentido de los trabajos virtuales) alas tensiones ac
tuantes en el s6lido. Ambos vectores son evaluados en el ins-
tante i+At •Dado que s6lo consideramos problemas estaticos
con relaciones constitutivas constantes, la variable tiempo,
indica 8610 nivel de cargas.
La resoluci6n incremental usual de la Be. (1) resulta en el
siguien!~.esqueaa iterativo /4, CapItulo 8~, para la iteraci6nnGllero ,t. : - .

~ 15tH)LlUP). *<f'6I R - tofoAt fti-I') (2)

donde: -
T 1(~es una matriz de coeficientes y

~es un incremento del ~ector de desplazamientos nodales
t+6t ~ti)= t+4t U c,i-4) +LlU ii) (3)

~ Ve ••.•,
La~triz U es diferente en los varios procedimien-
tos que pUeden usarse/4,5/:

T6cnica aodificada de Newton-Raphson
• T6cnica campleta de Newton - Raphson
• T6cniea de BFGS
BGsquedas lineales /4,5/, pueden ser coabinadas con las dife-
rentes tlcnicas.
Un detallado estudio de las ventajas y desventajas de los di-
ferentes e8queaas iterativos fue presentado en /5/.



Sin embargo en dic~ •• tudioa ae partl. de dos importantea
hip6tesia:

Se asum!. que .1 analiat. prescribl. loa valores de carga
para 108 que ae busc.ba 1& confiquraci6n de equilibrio.
5e asuata que se buscaba la soluci6n hasta un punto crlt!
co 0 de colapao y no 1. 8Oluci6n poat-crltica.

Sin embargo, en ciertos casas se busca la soluci6n post-crl-
tica y ya no es posible eatablecer secuencialmente los nive-
les de carga, sin un conociaiento previa de la respuesta de
la estructura. Taapoco en los problemas de carqa lfaite resul
ta adecuado el control de carqaa. -
En /.1 Y 2 / se indica un caso de zafado hacia atras (snap-back)
que indica que el control del deaplazaaiento de un nodo, en
reemplazo del control de cargas, tampoco soluciona todoa loa
probl_as.

III. ITERACION EN EL E5PACIO CARGAS-DESPLAZAMIENTOS.,
5i se desea relevar, COMO en .ucho8 ca80s,la caractertatic.
carga-desplazamientoa del a61ido en lOB perlodos pre y post
criticos, asumiendo que la carqa varIa en forma proporcio-
nal, es decir:

donde:
'1+" A~ ea
Ec. (2),

un escalar y ! un sector carqa de referencia, la
puede reeacribirse COMO:
~ ~,H) l1.uU)=t~~R-'k-4t.r~-I) (5)

oriqinal de
es decir, con-
soluci6n.

~ JSti-f) AlJd). (tHd ~li-4l+Al(IlJE _f.tM fti-4) (6 .a)

++6+ ~ Cl) • t+bl ~(j"'" + L1~ Ii)

Una ecuaci6n adicional debe aer _pleada para fijar la-lon-
gitud del paso-en el eapacio carqaa-desplazamientoa:

f (tJ(,l) ) fljJ") - 0
Diversas forma. ban aido propuestaa para .ata ecuaci6n adi-
cional:



- longitud constante de la tangente /7/.
- longitud esf6rica de arco constante 19 y 10/
En nuestra investigaci6n para lograr un metodo de soluci6n
autom4tico /1,21 henes encontrado dos formas convenientes:
1) La longitud esf6rica de arco constante cuando la soluci6n

est4 alejada de puntos crlticos.
2) £1 trabajo constante de las fuerzas exteriores cerea de

105 puntos crtticos.
Las ecuac iones corre5pondientes a aJIIbasformas de 1a Ec. (7)
son expuestas en detalle en las Refs./l y 2/.
En ambos casos ~'~ resulta de la soluci6n de una ecuaciOn
de 2- grado. En el m'todo del trabajo con stante de las fuer-
zas exteriores eS.p'as ficil garantizar que las r~lces sean
reales, pues si .QA") es real, .1~()1=2, 3...son necesariamente
reales/2 /.
Cuando las ratee. son reales, resta decidirse por una de e-
llas. Para .110 usaremoa un criterio ba5ado en el discutido
en la Ref. 1.111.
Para cada ratz (j- 1,2) se define:

bi • /It-4)"r £1(J)

SCJlllG. seleccionamos la ralz paraa) 5i sgn ~ :1=
la que ~>O

b) si sCJll~ •
una soluci6n
m6todo de la

SCJll" seleee ionamo5 la rah, que d4
~.cercana a la que se obtendr1a usando el
longitud constante de la tangente.

El algoritmo iJaplementado en ADINA /3/ fue diaeiiado para cal-
cular la 10ngitud del paso, iterar, disminuir la longitud del
paso 5i no hubo convergencia y reiniciar la iteraci6n. En ca-
so de haber fracasado la bdsqueda de convergeneia un cierto
nQlDero de veces, el algoritmo cambia autom4ticamente de m6to-
do. De encontrarse con ralces imaginarias, usando el m6todo
de la longitud esf6rica de arco eonstante, el algoritmo pasa
a usar el m6todo del trabajo constante de las fuerzas exte-
riores.
El algoritmo v4 variando la -longitud de paso- de forma de
mantenerse en un nOmero de iteraciones por paso 6ptimo,defi-
nido por el usuario. Obviamente 6sto no es posible en el ca-
so de no linealidades imprevistas, como por ejemplo la aper-
tura de fisuras en iIIodeloirde hormig6n.
El algoritmo comienza empleando la t&cnica modificada de Ne~
ton-Raphson y de tornarse -diflcil- la convergencia pasa a
usar la t&cnica completa de Newton-Raphson.
Para medir la convergencia de las iteraciones pueden usarse
por separado 0 conjuntamente alguno de los siguientes crite-
ri.os:



a) Criterio enerq~tico.
A U(i)T (t+&f ~,'-4l 8-+t6t £(1-4) )

~!t"T (A1,f) B)
donde:
~L es la toleraniia a ser fijada por e1 analista, (en
general E~L = 10- )

b) Fuerza desequilibrada maxima.
Para loa grado5 de libertad traalacionalea,

II tt-tlt ~(i"') BF _i+- F,'H'1 Q.•• ' RNSkM II RTJ1L (10.a)

Para 105 gradoa de libertad rotacionalea,
gt+4t ~C~) 8M _ .••• ~"~ ~'AHrt9'RM~RTBL (lo.b)

donde:
RN0RM Y AMN0RM son valores de fuerza y torques t1picos a
ser fijados por el analista y RTeL es la tolerancia, qu~
tambi~ debe fijar el analista, (en general RTeL • 10- )

c) Conversencia en desplazamientos.
Para 105 grados de libertad traslacionales,

Para los grados de libertad rotacionales,
n ~ ~t~lit ~ DMMfC.M-bTBL

donde:
DN0RM Y DMN0RM son valores de desplazamientos y rotacione5
t1picas a ser fijados par el analista y DTGL es la toleran-
c~a que tambi~n debe fijar el anali5ta.
5i bien en general resulta exitoso el empleo del criterio
enerq~trco con ETiL • 10-6, no existe atin un m~todo para
selcccion·a~,frente a cada prOblema,al 0 lcscriterios de
convergencia mAs adecuados y las correspondientes toleran-
cias.
Para ~llo, la experiencia del analista sigue siendo el fa£
tor determinante.



IV • EJEMPLOS NUMERICOS.
En la presente Secci6n, se presentan algunos ejemplos re-
sueltos utilizando el algoritmo automAtico cementado arriba.
En 1a Fig.l se presenta un caso de zafado (snap-through)
En la Fig.2 se presenta un caso de zafado hacia atris(snap-
back) •

En 1a Fig.3 se presenta un caso de eolapso de un ci1indro
elistico perfectamente plAstico, sometido a presi6n inter-
na.
En las Fig. 4 Y 5 se presentan casos de colapso de estruc-
turas stmples /12/.
En 1a Fig.6 se presenta la respuesta no1ineal de un areo bi-
empotrado mode1ado con elementos isoparam~tricos de viga de
2 nodos/4/. Es interesante destaear que la factorizaci6n de
la matrlz de rigidez tangente muestra que 1a misma entre 0 y
A no tiene ningdn autovalor negativo, entre A y B un autova-
lor negativo (correspondiente a un modo de pandeo antistm~-
trico), entre B y C dos autova10res negativos (~os de pan-
deo .tm~trico y antistm~trico) entre C y D s6lo uno (modo si
m~trico) y de.D en adelante ninquno. Obviamente la lcea1iza-
ciOn de A, ••• ,D no es exacta ya que e1 algoritmo provee un
nOmero discreto de puntos.
En las Figs. 7 a 11 se presentan cases resue1tos utilizando
10s elementos de lAmina MlTe4 y MITe8 /2,13,14,15/.

V. CONCLUSIONES.
Se ha comentado brevemente, en el presente artIculo e1 a1-
goritmo automatico de resoluei6n de mode10s no lineales pre-
sentado en detalle en las Refs. /1 y 2/.
Dado que e1 algoritmo fue disenado para ser usado en un pro-
grama general de elementos finitos, debe ser capaz de resol-
ver problemas de diversa Indole, por 10 que el aspeeto de
las decisiones del algoritao (m~todo a usar,'longitud de pa-
so a usar, etc.) da lugar a una l6gica compleja.
E1 estudio de 1a se1ecci6n automAtica de criterios de con-
vergencia y to1eranc ias es sumamente tmportante, si se pr!,
tende acop1ar estes mAtodos de reso1uciOn con sistemas de
C.A.D., que serAn operados por ingenieros no necesariamen-
te especia1izados en cllculo numArico.
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Figura 10. Placa circular e14stlca/perfectamente plastica con carga con-
centrada en e1 centro.
FTL indica la soluci6n correspondiente a 1a Poraulaci6D ~ota:

de Lagrange
NF indica la soluci6n correspondiente a 1a hip6tesis de li-

nealidad geom6trica y no linealidad flsica
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Figura 11. Lamina cil1ndrica e14stica/perfectamente p1Astica COR
grandes desp1azamientos/rotaciones
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