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Iles~
Aplic_s el a€todo de el_tos fiDitoa aiztoa a lID probl ••• de op-

timizaci6n sujeto a re.tricciones funcionales dadas por ecuaciones ord~
rias con retardos, probl ••• cUaico de la teora de control.

Abstract

Weapply the mixed finite element method to an optimization problem
with functional restrictiooa given by delay differential equations. This
is a typical problem in control theory.
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£1 probl••• (P) ha aido y ea objeto de inteDso estudio dentro de la
tearta de control 6ptiao, pues ea un aodelo .as real que el usual donde
DO hay retardos, y tiene variaclas aplicaciones en econoata, biologta, pr~
cesos induatriales, etc. Podeaoscitar, por ejeaplo, el control de estabi
lizaci6n y del tia6n de un buque. Unareferencia clisica para este proble
_ ea el libro de J. Bale [ll. -

Matural8eDte, taabi&n es de interia el estudio de aproxt.aciolles nu-
_ricas alas solucionea del probl•••• EDeate sentido son varias las con
tribuciones en loa iiltiaoa aOOs.Para loa interesados en el "state of the
art" recoaeodaaos el arttculo de F. Kappel y D. Salamon(2).

Unaticnica ususl para resolver este tipo de problemases la de in-
troducir aultiplicaclores de !.agrange para posteriormente resolver un pro-
blema de puntos de ensilladura, tecnica que adoptamos. Resulta entonc••
que si el par 6ptilllOpara el problema (P) es "i,u, entonces existe una
funci6n "i'i (aultiplicador de Lagrange) tal que "%;U,TJ es un punto de en
silladura para el funcional: -

f: [x Q x + u I. u - 2n(x - A x - B u) ) dt

dondeheaos pueato Ax - t Aix(t - hi} •

Si consideraaos (sin pfrdida de geDeralidad) que xo eata definida
en toclo el intervalo (-h,T) y poniendo x(t)-xO(t)+y{t), con y(t)-O
para t $ 0, y a"loa-ente, A"(t)- xO(t) +y(t), teneaos que el punto de
enailladura debe aatisfacer las ecuac10nes
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Eate ultimo sistem. de eeuacionea sllliere e1 1la0 de e1eaentos fi-
nitos para 1a aproxiaaei6n del punto de eaailladura. SiD -.Darlo para ~
cerlo debeaos tener cuidado COD la eleecion de 10s subespacios aproxi ••~
tes, puesto que de 10 contrario puaden apareeer oacilaciones espurias,
es deeir debeaos uti1izar la t'eniea de e1eaentos aixtos que ha sido es-
tudiada par varios alltores. Aqu! seguireaos 10s 1ineamientos dados par
F. Brezzi [3]. La ap1icacion de esta tecnica nos dara, par ejeaplo que
si deseamos aproxiaar la funcion 11: par funciones continuas y lineales
(resp. cuadraticas) a trozos, entonees la funci6n u debera aproximarse
par funeiones constantes (resp. lineales) a trozos que no son necesaria-
•• nte continuas.

En e1 pr6xi8D paragrafo enunciareaos algunos resultados te6ricos
en 10s que se apeya nuestro trabajo ., eo el siguiente 8Dstrareaos a1au-
nos ejeaplos nu.erie08.

DispellsllS)s a nueatros .aiSOS inlenieros de 1a leetura de eata see
cilSn. Aunque esper"'a que nuestros aaiaos aatmUticos la lean, para ha--
eerles 1a tarea mas Irata no heaos incluido deaoatraeiones. £atas DO son
extr_d_ente dif1ciles .,ereeaos que el texto siguiente es uaa aura au-
ficiente para e1 ~ interesado.

Comenz..,a par introducir algunss notacionea:

Con ~ 2 (a,b; ItP) iodic..,s el conjunto de 1as funcio~es defi~-
das en el interYal0 (a,b) que toman va10res en ItP• Con ]I (a,b;1t )
indiC8ll108laa funciones de 1.2(a.b;ltP) COIl k derivadaa tUlbiiln en
~2(a,b;ltP) •

Teor_ 1: s.<. d. da.to.ur..ici.al Jro€ )Ik(-h.O;It'), V k-1 6 k-O.
entollCU r.w.tr. WI I1I1iCD paJl. 6pt:iJrto "%;u paJl.4 d. p1I.Dbl/lllltl (P). fur. paJl.~a.t.Uo6I1cr.
a) x€ )Ik+1 (O,T;ltn) V IIxll k+1 sc IIxOIl It

Jl )I

- It •• _
b) u€ Jl (O,T;It) V lIullJl- S C IIxOII..,.



Es interesante observer que.1 It ~ 2 la coaclusi6n del teorema no
e. cierta en general.

La demostraci6n del teoreaa utiliaa las condiciones necesarias y su
fic1entes esteblecidas por Brezzi [3] para existencia y unicidad de ~
tos de ensilladura. Para poder aplicar 880. resultados en la de.ostra- -
ci6n del Teorema 1, introducimos 108 espacios:

~(O, T; Il~ como el espacio de 1•• fundones en ~(_ ••,T; Iln) que
se a!W1&o en (- -,0) ,

1 n --.2 • }
y. {v· (y,u): y€. 1I+(O,T;1l ), u€.E""(O,T;Il) con norma

dada por lIyJe· 111112
2+ lIul~ 2' y finalaente ponemos.L I.

i) a definida en V x V como

a(y,y') • r: (yQy' +yRu') dt

ii) b defiDida en V x W por

b(y,l'l) • ~ I'l(;-A y-lu) dt

y 1& funcional Uneal L definida aobre V por

L(y) • - I:y Q Xo dt

Con estas uotaeiones nuestro problema de punto de ensilladura se e.!
cribe CODlD:

Para aplicar los resultados de Brezzi mencionados bastar4 establecer
el siguiente:

L_ 2: Ewte. IU'I4 CDlt6t1utte. It> 0 tal que.

i) Si v €. V e4 tal que. b(v,I'l)· 0 pM4 tedA 'H W, tntollU6



Paaandoabora alas aproximacio_ discretas. hacelllOs1&. siguientes
hip6tesis:

i) 5uponelllOsel intervalo (O.T) dividido de tal -.nera que

V6 - {v- (y.u) £ V:

restricciOn de u a cada

la restricci6n de y a cada
I. es ~tante}
J

(TaDbi'n podr!amoahaber
pero en eae caso, u !ebe ser
1m5610 se pide u £ L , U JIID

tamadopor ejeaplo y cuadratica a trozos
lineal a trozos, ob5ervar que entoncea C!!.
ea necesariAlllentecontinua).

(5i hubi~ramosconsiderado fuociones lineales para u,
que hacer 10 mi51mpara 1.. 'I. Observar, sin embargo,que
vector de • dimensiones, aientr •• que Tl(t) es un vector
siones. Otra vez, r} no ea neceaariaaente continua).

tendr!a.ls
u(t) es un

de ~ d~



Para resolver el probleaa diacreto bajo 1aa condiciones de Brezzi,
aupon_ ad-'a q_ 6 •• auficientellellte pequeno de IIIOdoque:
1) 6< h1•

2) 2/6> _x {I >.1: >. es autovalor de Aa}

Bajo eat •• hip6tesis, es posible delllOstrar el siguiente teorema:
'l'eor_ 3: 8a.jo lJL4 c.oJlldici.oMA I1II.tVLio.ll.U .tenemo4 qu~ U.u.t~ k6 > 0

ut. qut.

i) Si Y £ V6 U ut. qu~ b(v,h)· 0 paIUl.tod4 Tl£W6, en.to~U

a(v,v) <: k6 IIvll 2
y

b(v,n) <: k6 IIvllv 'IInllv
PO.ll.l.c t4Ato d pItObttJft4 (P 6) ac:Im.i.tr. una WtiC4 4otuc..i.6.... IJ 4e 4~

,ace

IIv6 - Ylly + IIn6- flliv S C 6 "Xo" H1

4.£ XOE:H1(-h.Oill~.

Ea intereaante destacar que 1a constante k obtenida tiene un 1!-
aite positi'9'Opara 6 tendiendo a 0, 10 que ilplica estabilidad en e1
_todo n_rico.

Expo~s aqu! e1 sigu~ente ejemplo num6rico citado por Kappel y S~
1aIIon [2]:

ain x(2) • x(2) + I: u • u dt

A.[: :]



{:+6(l- tJ
u1(t) - ••

u2(t) - cS

{

l+l.It - 6(t -1)2/2+6/2

xl (t) -

1+ ut + 6/2

{

I+ (l +6)t

x2(t) - 2+5cS/6+(1+3cS/2)(t-l)+

+lJ(t - 1)2/2 - cS(t - 2,)6/6

para OStS1

para ISts2

para Osts2

para OstSI

para Ists2

para Ostsl

para Ists2

En este ejeaplo tenemos n -. - 2. Q - O. '1 pueato que I '1 a _
la identidad. u - n. ObservUlO8que el f~jODaJ DO es exace:-te ele
la forma planteada en el prObleaa (P). pero nuestros resultados se pue-
den extender sin variantes para cubrir eate CUD (porque. ach!. la .".-
luaci6n en T es continua en HI).

Realizamosla aproxtaaci6n utiliaanclo primeraaente
les a trozos (continuas) para x y constantes a trozos
diendo el [0.2) en 8 subintervalos ipales (At- 0.25).
simple (real *4) y subrutinas IMSLpara la aversan de
sUDlimoslos resultados en la tabla 1. .

fUllCionesliDea
para u. divi=-
usancloprecisi60
las .trices. It.!.

Comose puede observar. en este CASO la aproxt.aci60 a • coincide
practicamente con su proyecci6n en L2. 8ienclolos errores relativos II!.
ra todas las aproximaciones_no res que 0.17 1-2.

Luegohicimos la aproximaci6nutilizaoclo funciones cuadraticas a
trozos (continuas) para X y lineales a trozos (no necesaria8ente conti
nuas) para u. En este caso dividimo8 el intervale [0.2) en 4 partes -
iguales (lIt-O.S) a fin de obtener resultados coaaparablescon los ante-
riores (la8 matrices a invertir son 4el aismo tamano). usamosta.bi6n
las subrutinas IMSLy precisi6n simple. Los resultados estan en la tabla 2.

Observamosahora que 108 errores son IllUchoaenores. La funcan aproxi
mante de u. a pesar de que no •• 10 pedimos, resulta ser continua y -
coincide exactaaente con la soluci60 analltica. Para x obteneaos que



TABLA. I

Interva10 u1 e1i.creta u1 verdaelera
(proaedio en e1 interva1o)

0.00-0.25 -0.9518 -0.9508
0.25-0.50 -0.7335 -0.7329
0.50-0.75 -0.5152 -0.5149
0.75-1.00 -0.2969 -0.2970
1.00-1.25 -0.1878 -0.1880
1.25-1.50 -0.1878 -0.1880
1.50-1. 75 -0.1878 -0.1880
1.75-2.00 -0.1878 -0.1880

Interva10 ~ e1iscreta u2 vereladera
(pro.eclio en e1 intervalo)

todoa -0.8731 -0.8718

lIodo 1t1 e1i.creta 1t1 vereladera

0.25 0.7620 0.7622
0.50 0.5786 0.5790
0.75 0.4498 0.4503
1.00 0.3756 0.3760
1.25 0.3286 0.3290
1.50 0.2817 0.2920
1.75 0.2347 0.2350
2.00 0.1878 0.1880

NocIo 1t2 e1iacreta x2 vereladera

0.25 1.0317 1.0320
0.50 1.0634 1.0641
0.75 1.0951 1.0961
1.00 1.1268 1.1282
1.25 1.1287 1.1294
1.50 1.0780 1.0779
1.75 0.9883 0.9875
2.00 0.8731 0.8717



TABLA II

Modo '11- discreta '11+ di8creta u1 verdadera

0.00 ******* -1.0598 -1.0598
0.50 -0.6239 -0.6239 -0.6239
1.00 -0.1880 -0.1880 -0.1880
1.50 -0.1880 -0.1880 -0.1880
2.00 -0.1880 ******* -0.1880

Nodo u2 - discreta u2 + di8creta u2 verdadera

0.00 ******* -0.8718 -0.8718
0.50 -0.8718 -0.8718 -0.8718
1.00 -0.8718 -0.8718 -0.8718
1.50· -0.8718 -0.8718 -0.8718

Nodo Xl cliacreta Xl verdadera

0.25 0.7622 0.7622
0.50 0.5790 0.5790
0.75 0.4503 0.4503
1.00 0.3760 0.3760
1.25 0.3290 0.3290
1.50 0.2820 0.2820
1. 75 0.2350 0.2350
2.00 0.1880 0.1880

Nodo x2 di8creta x2 verdadera

0.25 1.0320 1.0320
0.50 1.0641 1.0641
0.75 1.0961 1.0961
1.00 1.1282 1.1282
1.25 1.1294 1.1294
1.50 1.0779 1.0779
1. 75 0.9875 0.9875
2.00 0.8717 0.8717
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