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Resumen

Aplicamos el mftodo de elementos finitos mixtos a un problema de op-
timizacién sujeto a restricciones funcionales dadas por ecuaciones ordina
rias con retardos, problema cliésico de la teoria de control.

Abstract

We apply the mixed finite element method to an optimization probleam
with functional restrictions given by delay differential equations. This
is a typical problem in control theory.




- 280 -

1. INTRODUCCION
Ros interesa encontrar aproximaciones discretas al problema:

(P) Encontrar ur pax x,u que minimice el funcional
T
I (xQx + uRu)de
0

sujeto a Las condiciones
v

()= ] A x(t-b) +Bu(e) poaa 0<t<T
i=1 °

x(t) -xo(t) para -h<tsb

donde x(t) (Rn; u(t) cl'(-; lwcriz ch“ es simétrica y semidefini
da positiva; la matriz ReR es simftrica y definida positiva; 0<T<+=;
0-h0<h1< &i<h\); A.,, i=0,...,V son matrices en R y B es una ma-
triz en lé . Supdnemos por simplicidad que las matrices son constantes.

El problema (P) ha sido y es objeto de intenso estudio dentro de la
teoria de control Sptimo, pues es un modelo mds real que el usual donde
no hay retardos, y tiene variadas aplicaciones en economia, biologia, pro
cesos industriales, etc. Podemos citar, por ejemplo, el control de estabi
lizacifn y del timSn de un buque. Una referencia clisica para este proble
ma es el libro de J. Hale [1].

Naturalmente, tambifn es de interés el estudio de aproximaciones nu-
o€ricas a las soluciones del problema. En este sentido son varias las con
tribuciones en los {iltimos ailos. Para los interesados en el "state of the
art” recomendamos el articulo de F. Kappel y D. Salamon [2].

Una t&cnica usual para resolver este tipo de problemas es la de in-
troducir multiplicadores de Lagrange para posteriormente resolver un pro-
blema de puntos de ensilladura, técnica que adoptamos. Resulta entonces
que si el par Sptimo para el problema (P) es X,u, entonces existe una
funcién T (multiplicador de Lagrange) tal que X,U,TI es un punto de en
silladura para el funcional:

T
I [xQx + uRu-2n(x-Ax-Bu)lde
1]

donde hemos puesto Ax-ZAi x(t -hi) .

Si consideramos (sin pérdida de generalidad) que x. estd definida
en todo el intervalo (-h,T) y poniendo x(t)=x (:)+y?t), con y(t) =0
para ts0, y andlogamente, %x(t) -xo(t) +7(t), tenemos que el punto de
ensilladura debe satisfacer las ecuaciones

T T T
I yQydt -J rT(y'-Ay)dt--I x,Qydt
0 0 0
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T 2 4
I nlidt»f Nhudt -0
0 [
T . . I
‘ n{r-Ay) & «]ons-ud: : =0
o ,

cualesquiera sean las funciones y,u,n.

Este Gltimo sistema de ecuaciones sugiere el uso de elementos fi-
nitos para la aproximaciSm del punto de ensilladura. Sin embargo para ha
cerlo debemos tener cuidado con la eleccién de los subespacios aproximan
tes, puesto que de lo contrario pueden aparecer oscilaciones espiirias,
es decir debemos utilizar la técnica de elementos mixtos que ha sido es-
tudiada por varios autores. Aquf seguiremos los lineamientos dados por
F. Brezzi {3]. La aplicacién de esta técnica nos dard, por ejemplo que
si deseamos aproximar la funcién x por funciones continuas y lineales
(resp. cuadriticas) a trozos, entonces la funcidn u deberd aproximarse
por iunciones constantes (resp. lineales) a trozos que no son necesaria-
mente continuas. M

En el préximo parigrafo enunciaremos algunos resultados teSricos
en los que se apoya nuestro trabajo y en el siguiente mostraremos algu-
nos ejemplos numéricos.

2. RESULTADOS TEORICOS

Dispensamos a nuestros amigos ingenieros de la lectura de esta sec
cidn. Aunque esperamos que nuestros amigos matemdticos la lean, para ha-
cerles la tarea mis grata no hemos incluido demostraciones. Estas no son
extremadamente dificiles y creemos que el texto siguiente es una gufa su-
ficiente para el muy interesado.

Comenzamos por introducir algunas notaciones:

Con Lz (a,b; Rp) indicamos el conjunto de las funcimlec defigi-
das en el intervalo (a,b) que toman valores en B, con H (a,b;R")
indicamos las funciones de L1 (a.b;R’) con k derivadas también en
L%(a,b; RP).

El primer resultado de importancia que nos interesa es el siguien
te

Teorema 1: S{ el dato .inicial xg € n“(-h,o;n"), Yy k=1 6 k=0.
entonces existe un dnico par 6ptimo X, para el problema (P). Este par
satisgace

o T OmEY g IR, sclxgh

Bk+l -

b) e w* 0,EY y NI, scilixgh
H

Hk
Ademis, el multiplicador de Lagrange asociado, n, satisface
-— k -—
) NeB(O,T;RY) y Inll  scllx i , .
R
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Es interesante observar que si k22 la conclusifn del teorema no
es cierta en general.

La demostracidn del teorema utiliza las condiciones necesarias y su
ficientes establecidas por Brezzi [3] para existencia y unicidad de pun
tos de ensilladura. Para poder aplicar esos resultados en la demostra-
cifn del Teorema 1, introducimos los espacios:

}l+(0 T; Rn) como el espacio de las funciones en l!k(-ﬂ T,R ) que
se anulan en (-«,0),

V={v=(y,u): ye ni(o,r;n“). uel.z(O,T;l-)) con norma

dada por IlivIf = n;~u22 + Julf 5+ ¥ finalmente ponemos.
L L

w=1200,1;8Y.

También consideramos las funcionales bilineales:

i) a8 definida en V x V como

T
a(v,v') = I (yQy'+yRu') dt si v = (y,u),v'=(y',u")
0

ii) b definida en VxW por

b(v,n) = r n(y-A y-Bu)dt si v = (y,u)
o .

y la funcional lineal 1L definida sobre V por

T
Li{v) = - ! nyodt
0

Con estas notaciones nuestro problema de punto de ensilladura se es
cribe como:

Encontrar ve v, ?\e W tales que

a(v,v) ¥ b(v,n) = L{v) para toda veV

b(v,n) -0 para toda neW

Para aplicar los resultados de Brezzi mencionados bastard establecer
el siguiente:

Lema 2: Existe una constante k>0 <tal que
i) S{ veV et tal que b(v,n)=0 para toda neW, entonces
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a(v,v) 2 k el 2
v

y
ii) Para toda ne W existe veV tal que

Blv,m) 2 klivll - link

Pasando shora a las aproximaciones discretas, hacemos las siguientes
hipStesis:

i)  Suponemos el intervalo (0,T) dividido de tal manera que

0-t0<tl<...<tn-r,

definimos

1. = (,tj—l’ t

5 ),

b

y ponemos

6= max (t.,~-t., .)
1sjsw 3 91

ii) Consideramos

v6- {v=(y,u) € ¥: 1la restriccin de y a cada Ij es lineal, la
restricciéonde u a cada 1. es constante)

(Tambi&n podrfamos haber tomado por ejemplo y cuadritica a trozos
pero en ese caso, u debe ser lineal a trozos, observar que entonces co
mo sblo se pide ue L°, u no es necesariamente continua).

iii) y el espacio
LI {ne W: 1la restriccién de n a cada I.‘i es constante)

(5i hubiéramos comsiderado funciones lineales para u, tendriamos
que hacer lo mismo para las n. Observar, sin embargo, que u(t) es un
vector de m dimensiones, mientras que 7n(t) es un vector de o dimen
siones. Otra vez, 7 no es necesariamente continua).

Podemos plantear ahora el problema discreto:
(Pé) Encontran Vg€ Vgs Nge LA tales que

a(vé,v) +b(v,n6) =L(v) para toda ve VG

b(vd.n) =0 para toda ne LA
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Para resolver el problema discreto bajo las condiciones de Brezzi,
suponemos ademfis que § es suficientemente pequeiic de modo que:

1) 6<hl.

2)  2/8>wmax {|A]:1 es autovalor de Ayl
Bajo estas hipStesis, es posible demostrar el siguiente teorema:

Teorema 3: Bajo las condiciones anteriones tememos que existe %
2al que ¢

i) S& vev, es tal que b(v,h) =0 para toda Ne W, entonces

>0

a(v,v) 2 kc “V”vz

¥

ii) Para toda ne W, exdiste veV, tal que

8

b(v.n) 2 kg lvil - linil,

Pon Lo tanto el problema (Po) admite una dnica solucibn, y se satiy
face

Hvg = vily + ling - nil s C 8 lixgll_y

8 xpe 1l (n,0;8%.

Es interesante destacar que la constante k, obtenida tiene un 1%-
mite positivo para § tendiendo a 0, 1lo que i.gpliCI estabilidad en el
mé€rodo numérico.

3. EJEMPLOS NUMERICOS

Exponemos aqui el siguiente ejemplo numérico citado por Rappel y Sa
lamon {2]: )
2
min x(2) - x(2) + [ u-udt
0

sujeto a las condiciones

x(t) =Ax(t - 1) +u(t)

x(t) = 1 para tsO0
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La solucifn analitica de este problema es

H+8(1-¢) para 0<tg1
u, (e) =

u para l1sts2
uz(t) a § para 0<sts2

1+ut-6(t-l)2/2+6/2 para O<ts1l
xl(t) -

1+ut+8/2 para 1sts2

1+(1+8)c para 0stsl
xz(t) = {24+58/6+(1+38/2)(x~1)+

+ult-D372-6(-2)%/6 pars 1sts2

Siendo el valor Sptimo del fumcional
3u2+u §+10 62/2
donde
§=-34/39 y p=-22/117

En este ejemplo tenemos n=w=2,Q=0, y puesto que B y R som
la identidad, u=n. Observamos que el fumcional no es exactamente de
la forma planteada en el problema (P), pero nuestros resultados se pue-
den extender sin variantes para cubrir este caso {porque, ach!, la eva-
luacifn en T es continua em H1).

Realizamos la aproximacién utilizando primeramente funciomes linea
les a trozos (continuas) para x y constantes a trozos para u, divi~
diendo el [0,2) en 8 subintervalos iguales (At =0.25), usando precisidn
simple (real*4) y subrutinas IMSL para la inversifn de las matrices. Re
sumimos los resultados em la tabla 1.

Como se puede observar, en este caso la aprox:'ulaci@a a u coincide
pricticamente con su proyeccidn ea 1.2, siendo los errores relativos ps
ra todas las aproximaciones menores que 0.17 E-2.

Luego hicimos la aproximacifn utilizando funciones cuadriticas a
trozos (continuas) para x y lineales a trozos (no necesariamente conti
nuas) para u. En este caso dividimos el intervalo [0,2]) en 4 partes
iguales (At =0.5) a fin de obtener resultados comparables con los ante-
riores (las matrices a invertir son del mismo tamafno), usamos también
las subrutinas IMSL y precisiSn simple. Los resultados estdn en la tabla 2.

Observamos ahora que los errores son mucho menores. La funcifn aproxi
mante de u, a pesar de que no se lo pedimos, resulta ser continua y
coincide exactamente con la solucifn analftica. Para x obtenemos que




TABLA 1
Intervalo u, discreta |.|l verdadera
(promedio en el intervalo)
0.00-0.25 -0.9518 -0.9508
0.25-0.50 -0.7335 -0.7329
0.50-0.75 -0.5152 -0.5149
0.75-1.00 -0.2969 -0.2970
1.00-1.25 -0.1878 -0.1880
1.25-1.50 -0.1878 -0.1880
1.50-1.75 -0.1878 ~0.1880
1.75-2.00 -0.1878 -0.1880
Intervalo u, discreta u, verdadera
(promedio en el intervalo)
todos ~0.8731 -0.8718
Nodo x, discreta x, verdadera
0.25 0.7620 0.7622
0.50 0.5786 0.5790
0.75 0.4498 0.4503
1.00 0.3756 0.3760
1.25 0.3286 0.3290
1.50 0.2817 0.2920
1.75 0.2347 0.2350
2.00 0.1878 0.1880
Nodo x, discreta Xy verdadera
0.25 1.0317 1.0320
0.50 1.0634 1.0641
0.75 1.0951 1.0961
1.00 1.1268 1,1282
1.25 1.1287 1.1294
1.50 1.0780 1.0779
1.75 0.9883 0.9875
2.00 0.8731 0.8717
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TABLA I1X

Nodo u - discreta ul +discreta “l verdadera
00 khRARAR ~1.0598 -1.0598
50 -0.6239 -0.6239 ~0.6239
00 -0.1880 -0.1880 -0.1880
50 -0.1880 ~0.1880 -0.1880
00 -0.1880 hadaiad bt -0.1880

Nodo u, - discreta u, +discreta u, verdadera

0.00 ReAARAR -0.8718 ~0.8718

0.50 -0.8718 -0.8718 -0.8718

1.00 ~0.8718 -0.8718 -0.8718

1.50- -0.8718 -0.8718 ~0.8718

Nodo xl discreta xl verdadera

0.25 0.7622 0.7622

0.50 0.5790 0.5790

0.75 0.4503 0.4503

1.00 0.3760 0.3760

1.25 0.3290 0.3290

1.50 0.2820 0.2820

1.75 0.2350 0.2350

2.00 0.1880 0.1880

Nodo x, discreta x, verdadera

0.25 1.0320 1.0320

0.50 1.0641 1.0641

0.75 1.0961 1.0961

1.00 1.1282 1.1282

1.25 1.1294 1.1294

1.50 1.0779 1.0779

1.75 0.9875 0.9875

2.00

0.8717 0.8717
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los errores relativos no superan 0.16 E-6.

(§3]

{2}

£3]

En ambos casos resulta que los errores son bastante menores que h.
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