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RESUMEN

En trabajos recientes [ 1,4,16] se ha propuesto un método de domi
nio fijo y sin parametros de regularizacidn para tratar el problema de
transmisidn del calor con cambio de fase. En este trabajo se estudia
la aplicacidn de la familia de métodos a de integracidu temporal a esa
misma discretizacidn. Particular atencidn se dedica al método explici-
to (a=0). El criterio de eleccidn del paso de tiempo para obtener esta
bilidad es simple y confiable. Finalmente se presentan ejemplos numéri
cos que permiten comparar la eficiencia de los diferentes esquemas ana
lizados.

ABSTRACT

In recent works a new fixed domain method without regularizatiom
parameters for heat conduction problems with phase change was present
ed. In this work the application of a-methods of time-integration to
that semidiscretization is studied. Particular attention is devoted to
the explicit method; i.e. a=0. The proposed bound for the time step is
simple and reliable. Finally, several numerical examples are presented
that enable us to compare the efficiency of the different schemes.
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INTRODUCCION

Los problemas de frontera mSvil debido a cambio de fase del tipo
de Stefan ocurren en muchas situaciones de interés ingenieril. Entre
ellas podemos citar:

1. Ablacidn del blindaje térmico en la reentrada de vehiculos y
en las toberas de motores a resccidn en el 3rea de la indus-
tria aerondutica.

2. Congelamiento natural o inducido de suelos en ensayos geotér
micos.

3. Fusion y solidificacidn de metales y aleaciones.
4. Problemas de soldadura.

S. Transferencia de calor en los elementos combustibles de una
central nuclear bajo hipStesis de accidente.

Etc.

Podemos definir al problema de Stefan como la resolucidn siwultd
nea de una ecuacidn de tipo parfbolico en dos dominios disjuntos sepa
rados por una interfase mdvil. El movimiento de la interfase estd aco
plado a su vez s las soluciones en cada dominio. Por ejemplo, en el
caso de cambio de fase, se debe satisfacer el balance de energia; es-
to es, la velocidad de movimiento de la interfase esti dada por el flu
jo neto de calor que llega a la interfase.

Se han propuesto varios métodos para la resolucidm numérica de es
te problema. Podemos clasificarlos dentro de dos grandes lineas a sa-
ber:

1. Aquella que hace hincapié en el problema de Stefan tal cual co
mo se describid mis arriba, es decir, resolviendo la ecuacidn
del calor en cada fase y siguiendo (“tracking”) posteriormente
la interfase.

2. Aquella en la cual el balance en la interfase s5lo aparece em
forma integrada demtro de la funcidn entalpia. La interfase
se obtiene a partir del campo de temperaturas una vez resuelto
un sistema de ecuaciones en el vector de temperaturas modales.
Se les llama métodos de dominio fijo.

Los métodos de seguimiento poseen la ventaja de que, gracias al
uso de mallas deformables o nodos que se colocan sobre la interfase,
permiten aproximar mucho mejor el campo de temperaturas cuyo gradiente,
como es sabido, es discontinuo a través de la interfase. Sin embargo
1a mayoria de estos algoritmos sufren severas restricciones para pa-
sar a dos o tres dimensiones y se caracterizan en general por una muy
escasa robustez. Ademiis es necesario conocer a priori la forma (em el
sentido topoldgico) en que evolucionari la interfase).

Los métodos de dominio fijo combinados con una formulacidn por
elementos finitos-Galerkin poseen una versatilidad que los hace muy
aptos para su uso en problemas industriales. Dentro de esta linea se
destacan los siguientes:

a. Métodos de regularizacidn: representan el calor latente por
un calor especifico altamente dependiente de la temperatura.
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b. Indice de congelamiento: se basa en un cambio de la variable
principal de temperatura al Indice de congelamiento ("freezing
index").

€. PormulaciSn en entalpfa: toman la entalpia como variable prin
cipal

El método de regularizacidn es el mas obvio dentro de los métodos
de dominio fijo y al cual pertenecen los primeros trabl]Ol que se pu~
blicaron en esta linea. Si bien en principio el parémetro de regulari
2acifn es arbitrario, se encuentra que la solucidn depende fuertemente
de &1, lo que comstituye su principal desventaja. Se ha encontrado que
el parﬁnetro de regularizacidm no debe ser tan chico como para que el
ancho de la interfase sea mucho menor que un elemento. Adem@s si en un
paso de tiempo la interfase avanza varios elementos el calor latente
liberado por estos se pierde, lo que impone una severa restriccidn en
el paso de tiempo. Sin embargo hasta el momento parece evidente que al
gun tipo de regularizacidn es necesaria cuando se debe tratar la apar1
cidn de zonas pastosas ("mushy”) i.e., zonas de medida no nula en las
que la temperatura es igual a la de cambio de fase.

El uso del indice de congelamiento se restringe al caso en que
las propiedades fisicas no varian con la posicidn ni con la temperatu
ray la for-ulacxﬁn en entalpia lleva a la aparicidm de zonas pastosas
artificiales.

En trabajos recientes hemos planteado la resolucidn del problema
de Stefan mediante un esquema, basado en temperaturas y sin parimetros
de regularizacion. En la forma usual este método lleva, en cada paso
de tiempo, a la resolucidn de un sistema no lineal en el vector de tem
peraturas de la forma:

R(w) =0

donde R es el vector residuo del sistema de ecuaciones y u el vector
de temperaturas. Entre otros términos el residuo contiene al vector
de entalpias nodales. Este vector es discontinuo como funcidn del vec-

tor de temperaturas, lo que se traduce en un serio problema para la re
solucidn del sistema.

Hemos encontrado [4,16) que el uso de técnicas especiales de inte
gracidn en los elementos parcialmente fundidos mejora notablemente el
comportamiento del residuo, disminuye el error y permite una evalua-
cidn simple de la matriz jacobiana del sistema de ecuaciones anterior,
mediante la evaluacidn de una matriz de capacidad adicional asociada
a la ioterfase.

En este trabajo explotamos una ventaja m3s del esquema precedente
ya que la evaluaciln simple de la matriz de capacidad permite el empleo
de toda la gama de métodos a de integracidén temporal.

SEMIDISCRETIZACION

Sea el prublema de conduccidn del calor con cambio de fase:

3_“.-v (@ +q )
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donde:

T
b= } pe,(n ar + er Ler-1) = b5 + 7 (2.2)
T

; siT>T
e(T-1.) -«P - (2.v)
= ll; 8i T2 T

[

k V T = flujo caldrico
conductibilidad térmica 3)

"~ o
L2 |

Q = generacidn de calor por unidad de volumen,
unidad de tiempo

Aplicando el método de Galerkin hacemos:
1
T ';ﬁ-l T3 lu(_x) (4.2)
N « n{mero de nodos

Obtenemos las N ecuaciones pesando la ecuacidn (1) con las N fun
ciones de forma “u(l)‘

I M@ R+7.g-Qa@=0 w-1,2.......,8 (4.b)

Integrando por partes obtenemos, cuando no hay cambio de fase, la
formulacidn débil del problema:

iu =f +g, ()
Donde:
n, - I R, MI@) @ (6)
Q
£, - L YR ). g@ )]
8, - L 'u(5)°Q(5)m+L lln q.n ds (8

hu,fu Y 8, representan fisicamente la entalpia nodal del nodo W,

el flujo de conduccidn al nodo 1t y el flujo externo aplicado al node
U. Esta misma formulacidn sigue siendo valida en presencia de un cam-
bio de fase. Basta con agregar a la ecuacidn 4 el balance de energfa
en la interfase pesado convenientemente con la funcidn N“(i). La ex-
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presidn para ls entalpfa nodal se convierte entonces en la integral de
una funcidn discontinua sobre el elemento, en aquellos elementos por

los cuales pasa la interfase. Para efectuar esta integral en forma nu-
méricas deben aplicarse técnicas especiales de integracidn [4], [ 16]).

DISCRETIZACION TEMPORAL

Una de las formas mas comunes de integrar temporalmente la ecua-
cidn-anterior es poner:

. h (t+At) - h (t)
LA B i B <))
1 t+At '

fu - fu(tﬂx At)=(1-a) fu(t)-l-

+a fu(t + At) (11)

Estos son los llamados métodos a.

Reordenando y reemplazando en la ecuacidn [5]:

1
3 hu(c + 4t) - a fu(t'l*At) -
- g +-0) fu(t)-l'-Al? b, (t) (12)

RESOLUCION DEL SISTEMA NO LINEAL

Si conocemos el valor de las temperaturas nodales en t, la ecua-
¢idn [ 12] represennta un conjunto de N ecuaciones con N incégnita que
son las temperaturas nodales en t+At, que se puede representar en la
forma:

C(T(t + Ac)) = G(T (r)) (13)

Donde T es el vector de temperaturas nodales de dimensifn N y <,
G son mapeos:

c. w2 ; . g% &

La solucidn habitual a este problema no lineal es: conociendo una
aproximacién x al vector T(t+At) buscar una solucidn aproximada X como:

xxH_ Xi+l+ A!"
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caxly + 5818 - o))

ac
(§]w'a_f§

que representa un sistema lineal de ecuaciones de ntn que se puede re-
solver si la matriz § es inversible.

Si bien la parte de la matriz tangente que corresponde a los flu-
jos de conduccidn no presentan ninguna dificultad, la parte de las en-
talpias nodales encierra una irregularidad al ser h(T) discontinua en
T=T_ la temperatura de cambio de fase. Mas todavia, separando las en-
tal?iu en dos términos:

n =057 4+ 7 . l'“'lns‘:""aﬂ+r“ bF an
b M u Q

Vemos que hm correspond€ a la entalpia nodal de un problema, e-
ventualwente no lineal, pero sin cambio de fase y por lo tanto no hay
problemas en el cilculo de las derivadas con respecto a las temperatu-
ras nodales:

SCF

dh
F B .
we o L B (@) Cp(T(x) N () &
Por lo tanto el problema reside en el cdlculo, si es que existe
de:

CF

“cr dh

ayv © oT

i v

Ea un trabajo reciente hemos demostrado que:

CF ds
oy Jm %@ K, @ L
]

donde ds representa el diferencial de arco (a superficie en m’). so~
bre la superficie 'r-'r_.

La obtencidn de esta matriz de capacidad de interfase permite la
implementacidn del método explicito poniendo a = 0 en (12) y aproximan
do:

b (t48t) - h (2) = M. (T(eHae) - I(¢))
= At (g(t) + £(v)) (14)

Como es usual en el uso de métodos explicitos los términos de M
se "amontonan" (lumping) en la diagonal redefiniendo:
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ﬂ.m.{t) s siudv (s
5"\:\’ u=v

De esta forma la resolucidn del sistema anterior se hace obvia
quedando:

oT, - H,‘ (g, + £) be (16)
wu

ESTABILIDAD DEL ESQUEMA

Es sabido que el esquema explicito es inestable para At > At ’
de manera que todas las simplificaciones son de escasa utilidad sffno
se obtiene una cota que sea confiable, simple y no demasiado conserva~
tiva para el At__. Un anilisis simple de la estabilidad se basa en la
estabilidad de Ik solucitn alrededor de una solucisn estacionaria. Sea
de g = constante (#g(t)) y T 1la solucidn estacionsria correspondiente:

0 =g+ £ an

Quergmos hallar la solucidn T(nAt) con la condicibn T(0) = T y
JIT(0) -T'|| < €. Si el esquema gs estable T se aproximara expone! cial
mente a T de manera que [|T" -~ T || < € para n > 0 y podremos hacer un
desarrollo de Taylor alrededor de T :

-u) 4+ At Ku =90 (18)

M y K son sim@tricas, definida y semidefinida positivas respecti-
vamente de manera que podemos analizar el problema en forma espectral
tomando los autovectores y autovalores de la matriz:

A = H—l/z X H—l/Z (19)

Es sencillo ver que A es simétrica y semidefinida positiva de ma-
nera que definimos una base ortomornal de R formada por autovectores
de A, con autovalores no negativos y que los supondremos ordenados:

AV.=w v. ; i=1, ,..X
= =i i-i

0 Lw, ; w, £ w. ra i < j
T | 4 pa J (20)

Fuw Cnn:ﬂ- ;_lai !i
!i'!j - cij

Como (vi) ja1 ®8 UMa base de R :
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Reemplazando en (18) el sistema se desacopla y para cada i obtene
mosS un sistema recursivo:

(°i'n+1 - “i,n) + At w, °i,n -0 (21)

La solucibn es:
- - n 22
L (1 - Ac “’i) “i.o (22)

Es decir que la expresidn para el vector de temperaturas seri:

N .
* . a ~1/2
T(nAt) = T + {-l (1-t ui) “i, M v

o= -i

Results obvio que la evoluciBn serd estable mientras que la base
del exponente se mantenga, en mbdulo, menor que 1. En consecuencia:

2 .2
Beer ™ o (o] @3
i
En los problemas sin cambio de fase se toma como cota para wys
NELE ke
“EH TG @

donde B es un niimero adimensional, del orden de 1 que depende del ele-
mento, niimero de dimensiones del problema, he es el tamafio del elemen-
to y e es un Indice sobre los elementos.

Para cualquier w € ln; expresanos !llz W en la base de los !i y
obtenemos la siguiente desigualdad:

‘ 2
vkw . (mivi) A ()Zai!i) . La; w; . an
wHv (La.v.)(la.v.) Tz s Y
- == i-1i i-1 i
“ ~1/2 ‘
Ademis para w = M x la igualdad se cumple de forma que:
vky
= max (28)
Atc::: veE l“ vy

Sea M = !SCP; Atsgr (Atgp) el paso de tienag critico para el pro-
blema sin” (con) cambi§Tde faSE. Entonces como M es semidefinida posi
tiva:
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vEiv vE 2

2 - b - ¥
g " Xy~ < mixy - (29)
(Atg:) velu v (!SCF+ !CP) v wER v l_(s cr v Atigr

Esto permite asegurar que la misma estimacifn (26) para el paso
de tiempo critico en el problema sin cambio de fase nos servird para
el problema con cambio de fase.

Este resultado se hace claro fisicamente si pensamos que el cam-
bio de fase s6lo agrega capacidad calorffica adicional al sistema (en
un problema estructural esto es equivalente al agregado de una masa)
por lo tanto los tiempos caracteristicos del sistema deben bajar.

Adenis una estimacidn como la (26) seguird siendo vilida ya que
se basa en que los tiempos caracteristicos mis pequefios de la estruc-
tura (mayores w.) estin asociados a la estructura mis fina de la dis-
cretizacidn; po% ejemplo a los elementos mis pPequefios. Esto seguird
siendo valido para el problema con cambio de fase con lo que queda de
mostrado que la estimacidm (26) sigue siendo Sptima ain con el agre-
gado del cambio de fase.

EJEMPLOS NUMERICOS

El problema ffsico a simular nimericamente es 1a fusidn de un me-
dio semiinfinito, x > 0. Las propiedades del material son:

W joule
k=1 2°K H DCP'I- X

1.-132“;—' i T = 1%
a ]

Inicialmente el medio se encuentra a una temperatura T(x,t) = 0
Yy se le impone una temperatura T = 2°C en la pared. El problema es ob
viamente unidimensional y esti caracterizado por un nimero de Stefan
moderado:

pc_ (T -T))
Sre-—-a%‘—.l

Se discretiza la regidn x < 2.5 = con 9 elementos. Los detalles
de 1a malla se pueden observar en las figuras 1 y 2. El elemento mis
pequeiio tiene una longitud de 0.1 m de manera que:

9 k 1.0

- e
nax " 1.0 (0.2

3 100 leg-l
e=l pcp b,

Para el elemento unidimensional lineal podemos tomar B = 4 por lo
que las cotas anteriores indican que:

(a)F

scr 2
Cr 2 (At)Cr > %z 160 = 0-005 seg
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T
Tw ----------------------
At=00063eg.
Tm p-—-—=
At=* 0.0055seq.
Tg il L l |
0.0 05 Ko i5 20 25

(a)

0120005seg.

Figura 1 (b)

En la figura l.a vemos los resultados obtenidos con el método ex
plicito para At = 0.06 seg y At = 0.055 seg en t=200 At. La curva para
At = 0.06 seg muestra oscilaciones esplireas que indican que ya estamos
en el rango inestable, por el contrario la solucidn para At = 0.055seg
no ceﬁtiene ogcilaciones de manera que podemos comsiderar que 0.0055<
(At) ;" <0.006. En la figura l.b vemos los resultados para At=0.05seg y
At-O.ESSseg para el mismo probleuasefro sin cambio de fase. Andlogamen
te podemos aseverar que 0.005<{At)_ " <0.055. Todos estos resultados nu
wéricos confirman los criterios de estabilidad expuestos anteriormente
Por una parte vemos que se cumple la relacién (29) y la cota para los
At _ que surge a partir de las relaciones (25) y (26). Ademés comproba
-ostque los tiempos criticos con y sin cambio de fase difieren a lo su
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T T T T D ecidn exacta
t=0.025seg. 4 =0
ogaq=2/3
o a:=10
A . 4
0.0 05 075 10 15 20 25

T G e G s e e T B . e e e e e e e Ee E = e e - - -

e e e s e e e G e e e = St e o e e dme )

00 05 075 10 1.5 20 25

Lt ) |

Q0 05 Q75 10 1.5 20 25

Figura 2 (C )
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En la figura 2 se observan, por otra parte, las temperaturas noda
les obtenidas para o = 0, 2/3 y 1 en t = 0.025, 0.05 y 0.5 seg compara-
das con la solucidn exacta. Pars a = 0 se utiliz§ At = 0.025 y para a =
0 se utilizd At = 0.025 y para & = 2/3 y 1 At = 0.05. En la figura l.a
estin graficadas la solucifn exacta y la obtenida con o = 0 para t =
0.025. Ambas coinciden dentro de un error 0.002°K. En la figura 1.b se
compara la solucidn exacta con las obtenidas con @ = 2/3 y a = | para
At = 0.05 seg. La discrepmncia es mixima para los primeros nodos y lle-
Ba a 0.24°K pars 0« 2/3 y a 0.02 para a = 1. Este gran error se debe, ~
obviamente, a que estamos en el primer paso de tiempo. Sin embargo ve-
mos la gran utilidad del m&todo explicito para seguir las frecuencias
mis altas al comienzo del transitorio. Para todos los métodos el error
va disminuyendo al aumentar t. Para t = 0.2 el error es de 0.06, para
a=1, 0.02 para a = 2/3 y 0.015 para a = 0. Para t = 0.5 los errores
son de 0.03 paraa = 1, 0.01 paraa =0y a = 2/3, En base a esto pode
mos afirmar que el método explicito es muy conveniente para obtener re
sultados para tiempos pequefios y cargas con componentes de frecuencia
muy altas (funcidn escaldn en este caso). Para tiempos mayores el error
es el mismo si comparamos el m@todo explicito para a = 2/3 sin embargo
el método implicito es menos costoso ya que permite pasos de tiempo mis
grandes, y es mis confisble, ya que es incondionalmente estable.
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