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En trabajos recientes [1,4,16] se ha propuesto un metoda de dam.!.
nio fijo y sin parametros de regularizacion para tratar el problema de
transmision del calor con cambio de fase. En este trabajo se estudia
la aplicacion de la familia de metodos a de integracion temporal a esa
mis •• discretizacion. Particular atencian se dedica al metodo exp11ci-
to (a-O). El criterio de eleccion del paso de tie-po para obtener esta
bilidad es simple y confiable. Finalmente se presentan ejemplos nuaerI
cas que peraiten camparar la eficiencia de los diferentes esqueaas an~
lizados.

In recent works a new fixed domain method without regularization
par.-eters for heat conduction problems with phase change was presen£
ed. In this work the application of a-methods of time-integration to
that semidiscretization is studied. Particular attention is devoted to
the explicit method; i.e. a-o. The proposed bound for the time step is
aimple and reliable. Finally, several numerical examples are presented
that enable us to compare the efficiency of the different schemes.



Loa probl.... de front era .&viI debido a caabio de fase del ~ipo
de Stefan ocurren en ~cha8 situacio~ .e interes inaenieril. Entre
ellas pode.os citar:

1. Ablaci6a clel blindaje tenaico en la reentnda de vehiculos '1
en laa tober••• e 1IO£Or_ a rued_ en el irea cle la indus-
tria aeroaautica.

2. Congel-.iento natural 0 illducido de auelos en ensa108 leotI!.
aicos.

3. Fusion y eolidificaci6a de _tal_ 1 aleaciones.

4. Probl•••• de soldadura.
5. Transferencia de calor en 108 ele-eotos cOWlbustiblescleuna

central auclear bajo hi",oteaia cteacc:idQte.

Etc.

Pode.oa deUnir al prahl..,. de Stefa c_ la reaoluci6n ai~lt!
nea de una ecusciODde tipo par!bolico en dos cloaiDiosdiajuntos ae~
radoa pol' una interf ••• .&vil. El _iJUento de la interfase esd aco
placio a su ve%a laa 8Oluc:ionesen cada cIoai.nio.Por ej_plo, en el -
caso de caabio de fase, ae debe aatiafacer el bucce de energta; ea-
to ea, la velocidad de aoviaiento de la interfase eati daua pol' el flu
jo neto de calor que llega a la interfa... -

Se ban propueato varios altodos para la reaoluci6n nwaer1cade ea
te prahl..... Pod_a ciaaificarl08 cleotro cled08 Ircd.. l1neaa a a_-
bel':

1. AqueHa que hace hincapie en el probl_ de Stefan tal cual co
ao se describio ais arriba, •• deeir, reaolviendo la ecuaciOD-
del calor en c;adaf•• e '1 aipieado ("tracking") poaterio~nte
1a interfase.

2. Aquel1aen la _1 el bal_ce en la interfase solo aparece en
foraa integrada dentro de 1a funcion entalpia. La interfaae
se obtiene a partir del caapo de t_peraturas una vel: resue1to
un aistema de ecuaciones en el veetor de telllperaturas aoclales.
Se lea H••• .etodoa de doainio Hjo.

Los Htodos de aeguiaiento paseen la ventaja de que, gracias a1
uso de aal1as deforaab1es 0 Dodosque ae colocan aobre la interfase,
peraiten aproximar aucbo _jor el c_po de telllperaturas cuyo gradient ••
ca.o •• sabido, es discontinuo • traves de la interfaae. Sin eabargo
la mayoria de estos algoritaoa aufren severas restricciones para pa-
aar a doa 0 tree di.naiones y se caracteri%_ en general pol' una auy
escasa robuatel:. Adeaia es neceaario conocer a priori la foraa (en el
aentido topologico) en que evolucionari la interfaae).

Loa metodoade doainio fijo combinadoacon una foraulac:i6n pol'
elementos finitos-Galerkin poseen una versati1idad que los hace auy
aptos para au uso en problemas industrial ••• Dentro de est. linea ae
dest.can 10s siguientea:

a. Mitodos de regularil:aciOD: representan e1 calor latente pol'
un calor especifico altaaente dependiente de 1a temperatura.



b. ladice de congelamiento: se basa en un caabio de 1& variable
principal de temperatura al indice de congelaaiento ("freezina
index") •

c. lorau1aci.01l en entalpta: tOll8Il1a entalpia coao variable ,rin
cipal -

El .itodo de regularizaciOn as el aia obvio dentro de 10s aitod08
de doainio fijo ., al cual pertenecen 108 prillleros trabajos que se pu-
blicaron en esta linea. 5i bien en principio el para-tro de regulari
aaciSa es arbitrario, ae encuentra que la 801ucion depende fuerteaente
de el, 10 que constituye au principal desventaja. 5e ha encontrado que
el pariaetro de regularizaciOD no debe ser tan chico coao para que el
ancho de la interfase sea aucbo menor que un eleaento. Ad ••• s ai en un
paso de tiempo la interfase avanza varios elementos el calor latente
liberado por estos se pierde, 10 que u-pone una severa restriccion en
el paso de tiempo. Sin embargo basta el ~to parece evidente que al
sGn tipo de regularizacion es necesaria cuando se debe tratar la aparI
ciOD de zonaa paatosas ("aushy") 1. e., zonu de •• dida no nula en 188 -
que 1& teaperatura es igual a la de cambio de faae.

El uso del indice de congelamiento se restringe al casO en que
las propiedades fbicaa no varian con la posiciOn ni con la teaperatu
ra y la foraulacion en entalpia lleva a la apariciOD de zonas pastos"
artificiales. '

En trabajos recientes hemos planteado la reso1acion del problema
de Stefan mediante un esquema, basado en temperaturaa y sin para-etros
de resulariu.ciOn. En 1a fOrN usual eate .etodo Heva, en cada paso
de ti_po, a 1& resolucion de un sistema no lineal en el vector de tll!!
peraturas de 1& foraa:

40Dde R es e1 vector residua del sistema de eeuaeiones y u el vector
de temperaturas. Entre otros terainos el residua contiene-al vector
de entalpias nodalea. Este vector ea discontinue COIllO funcion del vec-
tor de t_peraturaa, 10 que s. traduce en un serio probl ••• para la re
soluc:ion del sist.... -

R8lII08 encontr.do [4,16} que e1 uso de tecnicaa especiales de inte
ar.cion en los elementos parcia1_nte fundidos majora notableaente el-
comportamiento del r.sidue, disminuye e1 error y permite una evalua-
ciOn siaple de 1a aatriz jacobiana del sistema de ecuaciones anterior,
mediante la evaluaciOn de una aatriz de capacidad adicional asociada
• 1. interfase.

En este trabajo exp10t-.os una ventaja .as del esquema precedente
ya que la evaluacion siaple de la aatriz de capacidad permite elempleo
de tada la aama de altodos B de integraciOn temporal.
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p c ('f) df + h 1+ L £(1-1 ) • hSCF+ hCl
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q • k VI· flujo calorico
k • conductibilidad teraica

Q • generacion de calor por unidad de vol_.
unidad de tie.po

Obten_ 1u II ecuac:iones peamldo 1a ecuaci6n (1) con 1•• II fU!-
ciones de foraa II (x):

11-

J (II (x) dh + V • d - Q) dO • 0
II - dt - .3

11

lntegrando por partes obten_. cuando 110 bay C&IIbiode fue, la
formulacion debi1 del probl ••• :

it • f + Rc.
\I \I II

h .Ig
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1t..·1 • (X).Q(X)dSHI • q.n da-li 011- - rll

hlJ'fIJ Y", representan fisie_ente 1a enta1pia nodal del nodo I&,

e1 f1ujo de conducci6n a1 nodo p y e1 flujo externo aplieado a1 nodo
IJ. Esta ais •• formulacion sigue siendo valida en presencia de un cam-
bio de fase. Buta con agregar a 1. ecuacion 4 el balance de energ!.
en 1. interf ••• pesado conveniente_te con 1. funci6n )I (x). La ex-

11-



prea1011para la entalp!a nodal se convierta antOllces en la integral de
una funcian discontinua sobre el elemento, en aCluellos elementos ,or
loa cua1es pasa la interf •• e. Para efectuar esta integral en forma nu-
.ericas deben aplicarse tecnicas especiales de integraci6n [4], [ 16].

1JDade las fonuul aais cOllUDeade integrar temporalmente la ecua-
cia/anterior es poner:

hp(t+At) - hp(t)
At

__
1 ft+At

Ip At ~(t') dt'
t

f~ • f~(t+a At)-(I-a) f~(t)+

+ II f (t + At)~

1At hp(t + At) - a fp(t+At)

1
~+(l-a) f~(t)+ At hp(t)

Si conoceaos el valor de 1•• temperatur •• nodales en t, la ecua-
ci6n (12] represennta un cOlljunto de If ecuaciones con If inc6gnita que
SOlI1.. temperaturas nodalea en t+At, que se puede representar en la
fo~:

Donde! es el vector de temperaturas nodalea de dimensiOnIf y f.,
~ 8011_peos:

La soluci6n habitual a este problema DO lineal es: conociendo una
.proxi_cian ~ al vector !(t+t.t) buacar una soluci6n aproximada .!. como:
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que representa'un sistema lineal de ecuaciones de o+a que se puede re-
solver si la .atriz !es inveraible.

5i bien la parte de la •• tria tangente que eDrresponde a los flu-
jDs de conducci6n DO preseutan uinaUDa difieultad, la parte de las en-
talp1as nodales eucierra UD& irregularidad al aer h(T) discontinua en
Tat la t_peratura de cllllbiode fase. Mis todav1a, aeparaodD laa .-
talJt •• en doa terunos:

a 'aSCI' + ber a rltp....SCI' dS1 + ct')l hCl dO
'a)l)l )l JD Jg

Ve-os que hSCl correspond. a la ental pia nodal de un problema, e-
ventualmeate DO lineal, pero ain eaabio de fase y par 10 tanto no hay
probl •••• en el c:ileulD de las derived •• eon reapecto a las temperatu-
ras nodales:

3donde ds representa el diferencial de areo (a auperficie an • ), so-
bre la superficie TaT••

La obtenci6n de esta •• triz de capacidad de iuterfasp. peraite la
iIlpleaentaci6n del ..etodo expl1citD poniendo 11 a 0 en (12.) y aproxi88!!.
do:

Como ea usual en el uso de .etodoa uplteitoa loa terminoa de K
ae "amontonan" (lumpina) en la diacDnal re4efiniendD:
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De eata fo~ la resolucioa del aiate.a &Dterior se hace obvia
quedando:

1.-,--
MlIlJ

Es aabido que el esquema expl1cito ell iaestable para l1t > l1t ,
de ••nera que tod•• lu aiaplificaciOD" SOD de escaaa utilidad airDo
ae obtieDe una cota que aea confiable, st.,le y no demasiado conserve-
tiva para el l1t • Un analiais st.,le de la estabilidad se basa en la
estabilidad de if soluci6n alrededor de una soluci6n •• tacionaria. Sea
de & • constante (~I(t» y T la aolucioa estacionsria correspondient~

Quer~a hallar la aoluci&n T(nl1t) COD la condici6n T(O) • T y
IIT(O) -T II < E. Si e1 es~ ••• IS eatable T se aproximara expone8cia!
aente a T de _nera que liT T 11.< E para D > 0 Y podr_ hacer un
desarrollo de Taylor alrededor de T :

T(nl1t) • !:!,.D+ 1·
oM D) a~(~ - ~ + 6t I! · 0

U
~w·~

M Y ~ aOD su.etric •• , defiRida y a.idefaida poaitivas respecti.,.
v.-ente de ~era que.podemos analizar el problema en forma espectral
toaanclo loa autovectores y autovalores de la _triz:

A _ "-1/2 1 "-1/2. - ..
Ea aencillo ver que A es simetrica y aemidefinida poaitiva de ••-

nera que defiDi.cs una base ortomorna1 de 1 formada por autovectores
de A, COD autovalorea DO Decativos y que los aupondrelllOS ordenadoa:

6 !i • ~i !i ; i - 1, ••••
o 5~. ; w. ~ ~. para i < j

1 1 J

¥ ~ E mJl
:1l - ! 1 Q. v.

1- 1-1

Vi.V' - 6'j- -J 1

_a b... d. J!f:



·1/2 •Jr • - I:- -a 1-1

~plazando en US} el aist_ se clesacop1&y para cad. i obten.!.
_ un si.t_ reeursi_:

(S. • U - At 11I.)8 (S.1,n 1 1,0

!a decir que 1. expreai6n para el vector d. t..,eraturea .erl:

* • .• .;.1/2T(aAt) • T + t 1 (l-At tit.) G.. 'f.
- 1- 1 1,0 - -1

".ult. obvio que 1&nolul:i6n aerl eatable aientr •• que la beae
del exponente.e _ntenga, en .odulo, -eaor que 1. Ell consecuencia:

dondeB e. U1l nw.ero adi_ional, del orden d. 1 que dependedel ele-
mento, nw.ero de di.ensione. del probl_, h ea el t-ano del el_
to y e •• un indice .abre loa ele-entoa. e

P 1· aX w.1/2 v 1 b d 1ara cua qU1erw £ ; exprea.... •• en a ase e 08 V. Y
obtenemoala siguiente de.igualdad: -1

(tlJiVi) !(tlJi!i)
(t<J.v.)(t<J.v.)1-1 1-1

Memie par. ! .• -1/2 !. 1&igualdad .e Claple de fo~ que:

vKv_2__ mix ~
lotcr v £ •.X! ~!

Sea M • ~CF. lotSCF (loteF)
• • 'cr crblemasin (con) cambiode f•• e.

tiva:
el peao de tieae? critico par. el pro-
!ntonc.. COlllO ~ ea ._idefinida po.!.
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Isto permite aseaurar que 1a .is •• e.ti •• cion (26) para e1 paso
de tiempo critico en e1 problema sin ca.bio de fase n~ serviri para
e1 prob1_ COD c.-bio de fase.

Este resu1tado se hace claro fisicaaente si pensaaoa que el c..-
bio de fase solo agreca capacidad ca10rifica adicional al sistema (en
un probl ••• estructural esto es equiva1ente a1 acregado de una masa)
,or 10 tanto 10s tie.p~ caracteristic08 del sistema deben bajar.

Ade'" una estiaacion ca.o la (26) _guid siendo vilida ya que
se basa en que 1~ tieapoa caracterfatic08 ••• pequeno. de 1a estrue-
tura (aavore. w.) estin asociados a 1a estructura ••• fina de la dis-
cretizacion; po! ejeap10 a loa e1eaent08 .as pequeno.. Esto seguiri
aiendo vilido para el prob1_ con ca.bio de fase COD 10 que queda de
~strado que 1a estimaci&n (26) aigue siendo optima aUn COD e1 agre=
gado del ~io de fase.

11 probl... fisico a siau1ar nGmericaaente es la fuai&n de un me-
dio seaiinfinito. x > O. Las propiedades del •• terial son:

W
It • 1 .-It 1 io:1e

~cp •• It

Inicia1aente e1 -.dio ae encueutra a una temperatura T(a.t) • 0
'1 ae Ie iapone una ~.-peratura T • t-c en 1a pared. E1 problema es ~
ri_nte unida_ions1 '1 esti clracterizado por un nUaero de Stefan
aoderlldo:

Se discretiza la region a < 2.5 • con 9 elementos. Los deta1lea
de 1a as11a se pueden observar en 1as figuras 1 y 2. £1 e1_nto mas
pequeno tiene una longitud de 0.1 • de _nera que:

9IIix
e-1

1.0 100-1• 1.0 (0.1)2• aeg

Para e1 e1eaento unidimensional lineal podemos toaar B • 4 por 10
que 1as cotas anteriores indican que:

(Al)CF ) (At)scr )
Cr - Cr-

24 a 100 • 0.005 seg
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En 1a figura La ve-oa los resultados obtenidos con e1 aetodo eJt
p1£cito para ~t • 0.06 aeg y ~t • 0.055 aeg en t-2oo ~t. La curva para
~t • 0.06 aeg aueatra oBci1acionea eapureaa que indican que ya eatBa08
en e1 rango ineatab1e, ,or e1 contrario la ao1uciOn para 6t • O.OSS ••S
no ce~tiene oaci1acioneB de "Dera que pode.oa conaiderar que 0.0055<
(~t)C <0.006. En 1a figura l.b ve.oa 10. reau1tados para ~t-o.OS.eg y
~t.O.055seg para e1 aismo prob1"'Serro Bin ca.bio de fase. Ani10g •••~
te podemoB aseverar que 0.OO5«~t)C <0.055. Todoa eatoB reau1tados nu
lIleril;OIl;onfirun 101 criterio. de ~tlbilid.d expueatol anterioraent;
Por una parte vemos que Be cuap1e 1a re1aci6n (29) y 1a cota para 10.
~t que aurge a partir de 1aa relaeion •• (25) "I (26). Adeaa coaprob!.
aojrque 10. tieapoa er!ticoa con "I ain ca.bio d. fea. difieren a 10 a~
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En la figura 2 ae observan, ,or otra parte, las te.peraturas nod~
1•• obtenidas para a • 0, 2/3 1 1 en t • 0.025, 0.05 y 0.5 sel ca.para-
das con la soluciOn exacta. Para a • 0 se uti1iz6 ~t • 0.025 y para a •
o 8e utilize ~t • 0.025 1 para a • 2/3 1 1 ~t • 0.05. En 1a figura 1.a
eatan graficadas la ao1uci6n exacta 1 1a obtenida con a • 0 para t •
0.025. ~as coinciden dentro de un error 0.OO2-~. En la figura 1.b se
compara 1a aolucion exacta con las Obtenidas con a • 2/3 Y a • 1 para
~t • 0.05 seg. La discrepacia •• 1Iixi_ par. los primeros nodos y ll_
ga a 0.24-K para a • 2/3 1 a 0.02 para a • 1. !ate gran error se debe, ~
obviaaente, a que est_ en el pr~r p••o de tieapo. Sin embargo v_
moB 1a gran utilidad del .etodo expl{cito para seguir 1.. frecuenci ••
.as a1tas al comienzo del traoaitorio. Para todoa loa metodos el error
va disminuyendo a1 au.entar t. Para t • 0.2 el error es de 0.06, para
a • 1, 0.02 para a • 2/3 1 0.015 para a • O. Para t • 0.5 108 errores
son de 0.03 para a • 1, 0.01 para a • 0 1 a· 2/3. En base a esto pod~
mos afirmer que el .etodo expltcito .s ~ conveniente para obtener r~
sultados para tie.pos pequenos 1 cars •• con c~nentes de frecuencia
muy a1tas (funcion escalon en eate caso). Para tiempos mayores el error
es e1 mis.a si ca.para.as el .etodo expltcito para a • 2/3 sin embargo
el metodo impl{cito es _nos c08t08o ya que permite pas08 de ti.-po •••
Brandes, y es mia confiGle, 1a que •• incondional_nte atGle.
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