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Abstract. En este trabajo se presenta un analisis no-lineal del problema de pandeo y post-
pandeo de vigas de paredes delgadas construidas con material compuesto utilizando una
extension del modelo no lineal previamente desarrollado por los autores (Post-pandeo de
Vigas compuestas de pared delgada, Mecanica Computacional XXI, 2002). Como aspecto
distintivo dicho modelo contempla, entre otros efectos, la flexibilidad de corte en forma
completa, la cual ha demostrado tener una influencia crucial en el comportamiento de post-
pandeo. Se analizan numéricamente las curvas de equilibrio para diversas condiciones de
borde y estados de carga, poniendo de manifiesto la importancia de los efectos considerados.
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1 INTRODUCCION

Las vigas de pared delgada se utilizan frecuentemente en diversas aplicaciones
tecnologicas en las cuales el ahorro de peso resulta una propiedad determinante en el disefo.
Dicha propiedad se ve incrementada cuando las mencionadas estructuras se construyen con
materiales compuestos, los que a su vez presentan importantes ventajas tales como alta
resistencia a la corrosion, mejoradas propiedades de resistencia a la fatiga, etc.

Es posible analizar dichas estructuras con suficiente precision haciendo uso de modelos
unidimensionales. Las aplicaciones de estos modelos van desde estructuras de vigas simples
hasta el analisis de hélices de helicopteros, alas de aviones, alabes de turbina y cascos de
barcos.

La inestabilidad de estas estructuras resulta ser un aspecto fundamental en el disefio. De tal
manera que una importante cantidad de trabajo fue dirigida al desarrollo de modelos
adecuados y métodos de calculo precisos para la determinacion de cargas de pandeo.

Para el caso de vigas metdlicas se han realizado aplicaciones exitosas de la teoria de
Vlasov, obteniéndose en varias situaciones soluciones analiticas simples de gran valor
practico. La teoria clasica de Vlassov' ha sido extendida al caso de materiales compuestos por
Lee et al’ entre otros. Recientemente Cortinez y Piovan® han desarrollado un modelo para el
analisis lineal de vibracion y pandeo de vigas de pared delgada construidas con materiales
compuestos con arquitectura de laminacion simétrica balanceada o especialmente ortotropa
considerando el efecto de la flexibilidad de corte (despreciada en la teoria de Vlasov). Por
otra parte Piovan® ha desarrollado una teorfa lineal general para el analisis lineal de vigas de
pared delgada con eje curvo considerando una arquitectura de laminacion completamente
general.

Con estos modelos se han resuelto diversos problemas de pandeo. Otras soluciones
similares en tal sentido fueron desarrolladas por Sapkas y Kollar’.

No obstante varios problemas solamente pueden ser comprendidos con el uso de una
teoria geométrica no lineal que permita analizar el comportamiento de post-pandeo de dichas
estructuras. El andlisis de post-pandeo permite estimar la capacidad de carga adicional
después del pandeo, que resulta de gran utilidad para definir los margenes de seguridad.

Una de las principales limitaciones del analisis lineal es que no considera los efectos de
deformacion previos al pandeo. Estos en algunos casos presentan una influencia crucial en la
determinacion de las cargas de bifurcacion. Por ejemplo, la determinacion de cargas criticas
de pandeo lateral de vigas isotropas de pared delgada cargadas en su plano principal, arroja
valores extremadamente conservativos con respecto a los reales. Este hecho es subsanado
cuando se utiliza un enfoque geométrico no lineal, por ejemplo®’.

En este trabajo se presenta un andlisis del problema de post-pandeo de vigas de material
compuesto utilizando una modificacion del modelo no lineal previamente desarrollado por los
autores’.

Como aspecto distintivo dicho modelo contempla, entre otros efectos, la flexibilidad de
corte en forma completa, la cual ha demostrado tener una influencia crucial en el
comportamiento de post-pandeo.

A los efectos de resolver numéricamente las ecuaciones resultantes se utiliza un enfoque
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tipo Ritz-Galerkin que conduce a un sistema algebraico no lineal. Este se resuelve mediante el
método de Newton Raphson. Como funciones aproximantes se adopta un conjunto de
polinomios ortogonales generados mediante el método de Gram Schmidt.

Se analizan numéricamente las curvas de equilibrio para diversas condiciones de borde y
estados de carga, poniendo de manifiesto la importancia de los efectos geométricos no
lineales, asi como del efecto de corte.

2 TEORIA

2.1 Cinematica

Se considera una viga recta de paredes delgadas construida con material compuesto (Fig.
1). Los puntos del elemento estructural son referidos a un sistema cartesiano ortogonal
(x,7,Z) donde el eje x es paralelo al eje longitudinal de la viga, mientras que ¥ y z son los
ejes principales de la seccion. Por otra parte y y z son paralelos a los principales pero teniendo
su origen en el centro de corte, definido de acuerdo a la teoria de Vlasov' de vigas isotropas.
Las coordenadas correspondientes a puntos ubicados sobre la linea media de la seccion se
denotan mediante letras maytscula Yy Z (o Y y Z ). También se utilizan las coordenadas
curvilineas s (coordenada circunferencial) y n (coordenada normal) sobre la superficie media
de la seccion.

Figura 1: Sistema de coordenadas de la seccion transversal

Las coordenadas cartesianas de un punto arbitrario de la seccion transversal pueden
relacionarse con las correspondientes coordenadas curvilineas s y n mediante las expresiones

Fsm) =T ()-nZ,  Z(sm)=Z(»)+ne (1)
ds ds
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Y(S’”):Y(S)—"d—z, Z(S,n)=Z(S)+nd—Y )
ds ds

Por otra parte yy y zy son las coordenadas del centroide con respecto al centro de corte

)_/(S,I’l) = y(S,I’l)—yo
z(s,n)=z(s,n)—z,

3)
El modelo estructural utilizado en este trabajo estd basado en las siguientes hipotesis:

a) El contorno de la seccion transversal es rigida en su propio plano

b) La distribucion de alabeo se representa mediante la funcion de Saint-Venant de vigas
isotropas

¢) Los esfuerzos y momentos resultantes sobre el espesor de la pared, correspondientes a
la tensidon circunferencial g se suponen despreciables. Asimismo se desprecia la
fuerza resultante sobre el espesor relacionada con Yy,

d) La curvatura de superficie media de la seccion transversal es despreciable

e) La arquitectura de laminacion se supone simétrica y balanceada o especialmente
ortotropa.

El campo de desplazamientos adoptado se basa en la expresion obtenida por Fraternali y
Feo'’, en su teoria de vigas compuestas de pared delgada considerando rotaciones moderadas,
en la cual generalizan la teoria infinitesimal de areas sectoriales de Vlasov. Aqui el campo de
desplazamiento de Fraternali y Feo se generaliza para considerar el efecto de flexibilidad de
corte. Entonces el campo de desplazamiento de segundo orden mejorado, compatible con las
hipotesis (a) y (b) se expresa de la siguiente manera:

u =u,—0.5-0,7+¢ 0. 2—¢ 0, y+w[0—§(9y’6’z —ayaz’)}

u,=v—¢ z+é(—¢2y—022§—(9249y2) 4)
u, = w+e y+§(—¢22 -0,2-0.0,7)

Estas expresiones coinciden con las de Fraternali y Feo cuando & =v’, 6, =w’y 0=
¢’ (lo que equivale a despreciar la deformacion de corte como se puede apreciar en (18) y
(19)). Por otra parte, si se desprecian los términos no lineales, las expresiones (4) coinciden
con el campo de desplazamiento propuesto por Cortinez y Piovan’.
En las expresiones anteriores ¢, 6, y &. son las rotaciones con respecto al eje longitudinal
(pasante por el centro de corte), y y z respectivamente; & representa la variable de alabeo
de la seccion transversal. Por otra parte el superindice “prima” indica derivacidén con respecto
ax.
La funcidén de alabeo de la seccion transversal se define mediante la expresion
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a(s,n) = w,(s)+o,(s,n) %)

donde @, y @, son las funciones de alabeo en el contorno y en el espesor respectivamente, las
. 11
cuales se definen en la forma (Cortinez y Rossi )

o,(s)=— “ (J. [r(s) l//(s)]ds)ds} L;[r(s)—l//(s)]ds

(6)
o (s,n) = —n I(s)
donde
) =-2() o ¥(5) & (7)
() =Y (s) d—Y+ 2s) d—Z 8)

r(s) representa la distancia perpendicular del centro de corte a la tangente a cualquier punto de
la superficie media, y /(s) representa la distancia del centro de corte a la normal a la superficie
media (Fig.1). En la expresion (6) ¥es la deformacion de corte en la superficie media
obtenida mediante la teoria de torsion pura de Saint-Venant y normalizada con respecto a
d¢/dx . Para secciones abiertas ¥'=0.

2.1 Campo de Deformacion

Los desplazamientos con respecto al sistema curvilineo (x, s, n) puede ser expresado de la
siguiente manera

U= u (x,s,n) )

Vzul,(x,s,n)d—YJruZ(x,s,n)d—Z (10)
’ ds ds

Wz—u_(x,s,n)d—z+uz(x,s,n)£ (1T)
7 ds ds

Las tres componentes &, &s, &x No nulas del tensor de deformacidén de Green Lagrange

son dadas por
2] 2
Ox ox Ox

_la_U oV QU dU oV oV oW oW (13)
Fs 2 Ox oOx Os Ox Os Ox Os
1 5U GW aU ou ovov ow GW

m = — _ (14)
’ 2 ox Gx on Ox on Ox 6n

Sustituyendo las expresiones (4) en (9-11) y luego en (12-14), empleando las relaciones (1-
3) y (5-8), después de simplificar algunos términos de orden superior, se llega a las siguientes
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expresiones para el tensor de deformacion

— 0 ()
&, =&, ThK,

— — ., 0 (1)

7xs_2€xs_}/xs +nsz (15)
— _ .0

7/xn - ;Zé;xn - }/xn

donde
&? :u;+§(u;2+v'2+w'2)—yo Olp+z, 0.p+Y(-0.-0,p—u0)+Z (-0, +6.¢—u.0))
1 1 1 1 (16)
+o, {e' —3(920;' —eye;)}zw (v Jrzf)JrEzza;2 +3Y20_,’2 +Y Z 00!
kD = —d—f(—eg—ey'¢—u;9;)+ fl—i(—a}t+0;¢—u;9;)—1{9'—§(9235 —9},9;)}
(17)
—r ¢’2+Zd—Y9(2—7d—Zef+(7d—Y—Zd—Zja'af
ds ds ds ds ) V¢
7 =‘f,—f[v’—ez ~u0.~2,2(0.0] —eyt,eg)}‘;—f[w'—ey ~u0,+,2(0.0! —Hﬂ;)}
; (18)
()¢ -0)+v] 6-2{00,-0,0)|
! ] ’ ’
kD=2 [¢ —3(929}, -0.0! )} (19)
= —%[V'—@ —ulf. -z, é(aﬂ; —9},9;)}%%'—9}, —u)f, +, é(aze; —9);9;)}1(&—9) (20)

2.3 Formulacion Variacional

Teniendo en cuenta las hipotesis adoptadas, el principio de trabajos virtuales para una
lamina compuesta puede expresarse en la forma

xn ns

~[[@.0u, +g,0u, +g.ou.)ds dx- ([ (5,6u, + p,ou, + p.ou,)|

~[[(p.ou, +p,ou, +p.ouw)| | dsdn-|[[(f.6u,+F,6u,+ f.5u.) ds dn dx=0

[[(N 060 + M 56L + N 5y + M 5cD + N,y ds dx
ds dn (21)

donde N, Ny, M., My, y Ny, son las resultantes de tension definidas mediante las
expresiones

el2 el2 el2

= o dn, M = (o.n)dn, N, = o, dn,
: —e/2 - -

xx e/ XX

(22)

el/2 el2
2(crmn) dn, N, = o, dn

—e/2 M

st =

—e/
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La viga esta sometida a la accion de fuerzas superficiales por unidad de area q,, g, y q.
actuando segun las direcciones x, y y z respectivamente. De la misma forma p,, p, y p.son

fuerzas por unidad de superficie actuando en los extremos de la viga, x =0y x = L, donde L es
la longitud de la viga. Por otra parte f,, f, y f.son fuerzas por unidad de volumen, mientras

que u,, u, y u, son desplazamientos correspondientes a puntos sobre la linea media de la

X

seccion.

2.4 Ecuaciones Constitutivas

Las ecuaciones constitutivas para las resultantes de tension correspondientes a laminados
simétricos balanceados pueden expresarse en la forma

N, 4, 0 0 0 0 ||g?
Nxs 0 ‘266 0 0 0 735?)
Not=[ 0 0 4P 0 0 172 (23)
M, o 0 0 D, 0¥
M. [0 0 0 0 Dy |k
donde
2 2 ( A(H))2
yi A y D 4 = qun 00
11 11 > 66 66 ’ 55 55 (H)
22 22 A44 (24)
_ Dz _ Dz
n= ]]_D_IZ > Doo _Daa _D_M

Los coeficientes de rigidez tipo placa 4;, D,y Aij(.H ’se definen de acuerdo a la teoria de

[j b
laminacion presentada por Barbero'’. El coeficiente D,, ha sido despreciado debido a su

valor relativamente bajo para la arquitectura de laminacion considerada.

2.5 Ecuaciones Variacionales Gobernantes

Sustituyendo (16-20) en (21) e integrando con respecto a s, se obtiene la expresion
unidimensional del principio de trabajos virtuales dada por

Le+L,=0 (25)

donde
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Ly :r {Suy (N+N uj—M 0, -M.0.-0,0.-0.0,)+5V(0, +V'N)+5w (0. +wN)
0

+50. —Qy—Qyug+§(szn—szo)a; TH’—EB 9"} 59" B 6.

vy
vy zz7z yz7y

+00! _—MZ—MZu(j+(My+Nz{,) ¢+§(Qyz,,—szo)¢9 +=T 6 +P 6O +P.0O }

y vz

! 1 4 1 ' 1 " "
+00 —Qz—Qzuo+3(Qyzo—szo)6' +2Tt9 +239}+5 239

+80/| M, ~M u)~(M_+N'y,) ¢p+= (Q ¥ -0,2,)0. - Tﬂﬁz +P,0, +pyzgz}

+0g[ (M, +N z,) 6. ~(M.+Ny,)0, |+ ¢ (T, +T, +B, ¢')+50' B-50 Tw}dx
(26 a,b)
L
L,= I {~q,0u,—q,6v—q.0w—b 50+ 50, [m ~(m, +zoqx)¢+éb 0! +izm9y +/1yez}
0

50! - b 0, +50, [my+(mz+y0qx)¢—éb Hz’+é/‘tmx¢9:+/120 }+56” =b 6.

+5¢[ (m +zoqx)t9 +(m, +,9,)0, +¢(l + A +2,9. +yq, )J }dx

AT Y Y F5) ' D ' D v v 1 'p 7 1 CR
~Néu,-0,6v—0.6w— B0~ 50! 30},3 +80! 3923 +60), [Mz ~(M,+Nz,)p+ SOB+0.2,+ 59},%}

x=L

0. +(MZ +Ny0)9y +B,¢J

~—

_ _ 1 - _ ] _ _ _ _
+56, [My +(M,+N y,)¢ -5 0.B+0,7, +592/1m}+§¢[—MX —(#,+N z,

x=0

donde ¢y, g, gz, My, My, N1, b, ﬂy A Ly A representan las resultantes de las fuerzas aplicadas
enlaviga,y N, Qy,QZ,M M ,B, M, /1 ,A.,A,_, B, representan las resultantes de las fuerzas

z% " mx >
aplicadas en los extremos de la viga’. En las expresiones anteriores se han efectuado las
siguientes definiciones:

N:J‘ vi dS > MY:J (NLVZJFM CfiY)dS }) M I (N Y M d—Z)dS
S

ds
dz dY dy dz
=| (No —M_I)ds, =I N 24N ds —jN——N—d 27
J‘( ,uwp xx) S QZ ( Xs dS d j S QY ( xs dS xn dSJ S ( )
T, J +N l ds , J N W =2M ds

donde N, Q,, 0., M,, M., B, T, y T, corresponden a la fuerza axial, fuerzas de corte,
momentos flectores, bimomento, momento flexotorsional y momento torsional de Saint
Venant respectivamente. Adicionalmente se han definido cuatro resultantes de tension de
orden superior dadas por las expresiones

B, =“NXX(Y2+ZZ)—2MJ] ds , P, = HN 7’ +2M, Zi—ﬂ ds
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Q:ijCM@Wﬁck, R:Imjfmgiﬁﬂiﬁ-m (28)
: ds 7 ] ds ds

Sustituyendo (16-20) en (23) y luego en (25) se obtiene la ecuacion variacional gobernante
cuyas incdgnitas vienen dadas por los desplazamientos generalizados.

3 APROXIMACION RITZ-GALERKIN

A los efectos de resolver numéricamente las ecuaciones resultantes se utiliza un enfoque
tipo Ritz-Galerkin que conduce a un sistema algebraico no lineal. Como funciones
aproximantes se adopta un conjunto de polinomios ortogonales que satisfacen las condiciones
de borde geométricas

U= 6 (29)

donde U representa a los desplazamientos generalizados y los coeficientes ¢; son los
coeficientes incognita a ser determinados. Los polinomios &(x) son generados mediante el
método de Gram Schmidt"® de la siguiente manera:

&(x)=(x—B,)E,(x),....6 (x) = (x— B, ), _,(x) - C. &, _,(x),
[réma [rewé.wa

donde B =4——, C, ="
Je o a

(30)

L
J‘szfz dx
0

La eleccion de &;(x) para cada uno de los desplazamientos depende de las condiciones de
borde. Por ejemplo, a continuacion se muestran las diferentes funciones simples que cumplen
con las condiciones de borde geométricas.
-~

i(L —x) para los desplazamientos v,w 'y ¢
Viga simplemente apoyada &;(x): < L

L .
X 3 para los desplazamientos 8,,0, y 6
L )

e
2x L para los desplazamientos v,w y ¢

Viga Cantilever &;(x): < (31)

2x .
T(2L -x)  para los desplazamientos 6.,6, y 0

~
X 2
(Zj (L—x)’ paralos desplazamientos v,w y ¢

Viga empotrada-empotrada &;(x):
%(L -X) para los desplazamientos 6,6, y 0
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De esta manera, la discretizacion se lleva a cabo reemplazado la expresion (29) para cada
uno de los desplazamientos generalizados en la ecuacion variacional gobernante. Luego
realizando algunos calculos de integracion a lo largo de la viga se obtienen un sistema de
ecuaciones algebraicas fuertemente no-lineales y totalmente acopladas. Para el estudio del
comportamiento no-lineal se calcula la matriz tangente para ser utilizada tanto en céalculo de
las cargas de pandeo como en la determinacion del camino de equilibrio de post-pandeo.
Como criterio del estado de pandeo se utiliza las raices del determinante de la matriz
tangente®. Las curvas de equilibrio se analizan numéricamente por medio de un procedimiento
basado en el algoritmo de Newton-Raphson. En todos los casos se utilizaran un nimero de
términos n = 3 en la funciones desplazamientos (29).

4 APLICACIONES Y RESULTADOS NUMERICOS

La aplicacion esta orientada a determinar la importancia de los diferentes estados de carga,
las diferentes secuencias de laminacion, la influencia del pre-pandeo sobre la carga critica y
los estados de equilibrio en el post-pandeo.

Figura 2. Seccién transversal analizada

Con el fin de evaluar el comportamiento no-lineal del miembro estructural analizado, se
considera una viga-I bi-simétrica de pared delgada con las siguientes caracteristicas: h = 0.6
m,b=0.6m,e=0.03my L =6 m (ver figura 2). El material es grafito-epoxy (AS4/3501)
cuyas propiedades son: E; = 144 GPa, E; = 9.65 GPa, G|, =4.14 GPa, G3=4.14 GPa, G»3 =
3.45 GPa, vi; = 0.3, vi3 = 0.3, vo3 = 0.5, p = 1389 kg/m3. Las secuencias de laminacidon
consideradas son {0/0/0/0}, {0/90/90/0} y {45/-45/-45/45}.

4.1 Viga Simplemente Apoyada

En este primer ejemplo consideramos una viga simplemente apoyada cargada por una
fuerza transversal Pc en el medio de la viga (Figura 3). En el estudio de las cargas criticas de
pandeo se realizaron computos para tres estados de carga: a.- carga ubicada en el ala superior,
b.- en el centro de corte y c.- en el ala inferior de la viga (figura 3), variando el tipo de
laminacion y la longitud de la viga. En la tabla 1, 2 y 3 se observan los valores de carga
critica de pandeo para diferentes laminaciones y relaciones de esbeltez. Considerando dos
casos de analisis: No-Lineal (teniendo en cuenta la deformacién de pre-pandeo) y Lineal (sin
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considerar la deflexion de pre-pandeo) que corresponde a los valores de carga critica hallados
a partir de la teoria de estabilidad lineal'*. Ademas se compararon los valores de carga de
pandeo hallados a partir de la presente formulacion (CC) con aquellos que se obtienen
despreciando la flexibilidad por corte (SC).

¥
e

@ o ©

Figura 3. Viga simplemente apoyada, disposicion de la carga.

De la tabla 1, 2 y 3 se observa que las cargas criticas de pandeo calculados de la teoria Lineal
son conservativas comparadas con aquellas provenientes del calculo No-Lineal. La influencia
de la deformacion de pre-pandeo sobre las cargas criticas se mantiene constante para las
diferentes laminaciones y relaciones de esbeltez. Ademas, el efecto de la deformacion por
corte en el célculo de las cargas de pandeo es significante para vigas con fibras
unidireccionales {0/0/0/0} e insignificante para la secuencia de laminacion {45/-45/-45/45}.
Con respecto a los diferentes estados de carga, el efecto de corte es mayor cuando la carga se
encuentra aplicada en el ala superior de la viga (a) y es menor cuando la carga se encuentra en
el ala inferior (c).

Tabla 1. Vigas simplemente apoyadas, carga aplicada en el centroide, (Pc x 10° N).

o {0/0/0/0} {0/90/90/0} {45/-45/-45/45}

h/L Analisis
CC SC CC SC CC SC
0.05 No-Lineal 2.35 2.45 1.31 1.34 0.53 0.53
Lineal 1.54 1.59 0.86 0.87 0.35 0.35
0.10 No-Lineal 16.61 18.76 9.46 10.13 2.68 2.68
Lineal 10.93 12.38 6.23 6.68 1.77 1.77
0.15 No-Lineal 49.03 62.19 29.06 33.44 7.64 7.66
Lineal 32.46 41.58 19.31 22.36 5.11 5.12
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Tabla 2. Vigas simplemente apoyadas, carga aplicada en el ala superior, (Pc x 10° N).

o {0/0/0/0} {0/90/90/0} {45/-45/-45/45}

h/L Analisis
CC SC CC SC CC SC
0.05 No-Lineal 1.05 1.11 0.61 0.62 0.35 0.35
Lineal 0.88 0.93 0.50 0.52 0.26 0.26
0.10 No-Lineal 6.86 8.52 4.10 4.62 1.46 1.47
Lineal 5.88 7.15 3.48 3.88 1.17 1.17
0.15 No-Lineal 18.41 28.39 11.87 15.30 3.86 3.88
Lineal 16.15 23.97 10.24 12.90 3.18 3.19

Tabla 3. Vigas simplemente apoyadas, carga aplicada en el ala inferior, (Pc x 10° N).

o {0/0/0/0} {0/90/90/0} {45/-45/-45/45}

h/L Analisis
CC SC CC SC CC SC
0.05 No-Lineal 5.17 5.25 2.82 2.84 0.79 0.79
Lineal 2.66 2.71 1.46 1.47 0.45 0.45
0.10 No-Lineal 38.94 41.13 21.43 22.10 4.87 4.88
Lineal 20.03 21.37 11.09 11.50 2.66 2.66

0.15 No-Lineal 122.70 135.97 68.70 72.96 15.09 15.12
Lineal 63.48 71.98 35.81 38.65 8.19 8.20

En la figuras 4, 5 y 6 se muestra el camino de equilibrio de post-pandeo para los
desplazamientos v, w, ¢y € en funcion de la carga critica Pc, para una longitud de viga de 6
metros, cuando la carga es aplicada en el centroide y para una secuencia de laminacion
{0/0/0/0%, {0/90/90/0} y {45/-45/-45/45}, respectivamente.

Pcr (M N) Per ( MN)
40

35
30
25
20

T = —v(m) » —v(m)
15 S —w(mL 15 )  w(m)
10 - — f(rad) o
7,q(rw) ) f(f&d)
0.2 0.4 0.6 0.8 1 0.1 0.2 0.3 04

Fig. 4. Grafico de Post-pandeo para una viga simplemente apoyada: a la izquierda (derecha) considerando
(despreciando) el efecto de corte. A/L=0.1, {0/0/0/0}.
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En los graficos de post-pandeo se estudia la influencia de la deformacion por corte en el
camino de equilibrio. De los gréaficos se observa que el comportamiento de post-pandeo es
similar en ambos casos (considerando y despreciando la flexibilidad por corte) para la
mayoria de los desplazamientos. El desplazamiento w muestra una mayor flexibilidad al
considerar el corte tanto en el estado de pre-pandeo como en el de post-pandeo para la
laminacion {0/0/0/0} y {0/90/90/0}. Por otra parte, los caminos de equilibrio para una
laminacion {45/-45/-45/45} no presenta influencia debido a la deformacion por corte.

Per ( MN) Per ( MN)
20

17.5
15

17.5
15

125 o 125 -
10 _~ o 10 ,
75 B —v(m) 75 —v(m)
5 ' o wim 50 - w(m)
- —F(rad) el a0
25| —-q (rad) X
01 02 03 04 05 06 07 01 02 03 04 05

Fig. 5. Grafico de Post-pandeo para una viga simplemente apoyada: a la izquierda (derecha) considerando
(despreciando) el efecto de corte. A/L=0.1, {0/90/90/0}.

Per ( MN) Per ( MN)
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—v(m) —v(m)
) o owlm) - -w(m)
— T (rad) - —F(rad)
0 —-q(rad) :
02 04 06 08 01 02 03 04 05 06

Fig. 6. Grafico de Post-pandeo para una viga simplemente apoyada: a la izquierda (derecha) considerando
(despreciando) el efecto de corte. h/L=0.1, {45/-45/-45/45}.

4.2 Viga Cantilever

En este ejemplo consideramos una viga cantilever cargada por una fuerza transversal Pc en
el extremo libre de la viga. De igual manera que en el caso anterior se realizaron cOmputos
para tres estados de carga: a.- carga ubicada en el ala superior, b.- en el centro de corte y c.-
en el ala inferior de la viga, variando el tipo de laminacion y la longitud de la viga. En la tabla
4 se observan los valores de carga critica de pandeo para diferentes laminaciones y relaciones
de esbeltez de la viga. Considerando dos casos de andlisis: No-Lineal (teniendo en cuenta la
deformacion de pre-pandeo) y Lineal (sin considerar la deflexién de pre-pandeo).
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Tabla 4. Cargas de pandeo de Vigas cantilever, (Pc x 10° N).

{0/0/0/0} {0/90/90/0} {45/-45/-45/45}
h/L Analisis
a b c a b c a b c

0.05 No-Lineal 0.10 0.67 1.36 0.06 0.40 0.84 0.11 0.23 0.33

' Lineal 0.097 0.39 0.69 0.06 0.23 0.39 0.07 0.10 0.12
0.10 No-Lineal 0.63 431 7.44 0.37 2.55 4.79 0.29 1.09 1.93

) Lineal 0.61 2.69 441 0.36 1.56 3.25 0.25 0.53 0.72
0.15 No-Lineal 1.87 12.39 19.06 1.11 7.60 12.7 0.57 2.90 5.77

' Lineal 1.82 7.83 11.74 1.08 4.72 7.6 0.53 1.49 2.26

Se puede observar de la tabla 4, una notable diferencia entre el analisis de pandeo Lineal y
No-lineal cuando la carga es aplicada en el ala inferior de la viga (c). Esta discrepancia puede
alcanzar un porcentaje de alrededor del 60% para la secuencia de laminacion {45/-45/-45/45}.
Por lo tanto, la carga de pandeo es funcion de la deformacion inicial en el estado de pre-
pandeo y depende fuertemente de la ubicacion de la carga. Por otro lado, la laminacion
{0/0/0/0} presenta la mayor resistencia al pandeo lateral para esta condicion de borde. En la
figuras 7, 8 y 9 se muestra el camino de equilibrio de post-pandeo para los desplazamientos v,
w, ¢y Ben funcion de la carga critica Pc, para una longitud de viga de 6 metros, considerando
los tres estados de carga (a, b y ¢) y para una secuencia de laminacion {0/0/0/0}, {0/90/90/0}

y {45/-45/-45/45}, respectivamente.

Fig. 7. Grafico de Post-pandeo para una viga cantilever, carga aplicada en el ala superior (a), centroide (b) y ala
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inferior (c). A/L=0.1, {0/0/0/0}.
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Fig. 8. Grafico de Post-pandeo para una viga cantilever, carga aplicada en el ala superior (a), centroide (b) y ala
inferior (c). A/L=0.1, {0/90/90/0}.
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Fig. 9. Grafico de Post-pandeo para una viga empotrada-empotrada, carga aplicada en el ala superior (a),
centroide (b) y ala inferior (¢). //L=0.1, {45/-45/-45/45}.
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Los caminos de equilibrio de post-pandeo calculados son estables y simétricos para todos los
casos analizados. El punto de bifurcacién depende sobre la altura donde el pardmetro de carga
es aplicado. De los graficos observamos que tanto la resistencia al pandeo lateral como la
deformacion inicial en el estado de pre-pandeo son mayores cuando la carga es aplicada en el
ala inferior (c) de la viga. La diferencia entre el andlisis de pandeo Lineal y No-lineal
analizada anteriormente (Tabla 4) se debe a esta gran deformacion inicial de pre-pandeo. Por
otro lado, la capacidad de carga remanente luego del pandeo es menor cuando la carga es
aplicada en el ala superior de la viga. Debido al rapido crecimiento del desplazamiento en
relacion a la carga. Esto Gltimo se observa para las tres secuencias de laminacion analizadas.

4.3 Viga Empotrado-Empotrada

En este ultimo ejemplo consideramos una viga empotrada en ambos extremos y cargada
por una fuerza transversal Pc en el medio de la viga. De igual manera que en los dos casos
anteriores se realizaron computos para tres estados de carga: a, by c.

Tabla 5. Cargas de pandeo de Vigas empotradas en los extremos, (Pc x 10° N).

{0/0/0/0% {0/90/90/0} {45/-45/-45/45}
h/L Analisis
a b C a b c a b c

0.05 No-Lineal | 4.19 22.30 78.66 2.54 12.84 48.73 0.99 365 1343

’ Lineal 3.53 8.84 19.83 2.11 5.07 11.19 0.76 1.44 2.59
0.10 No-Lineal | 19.74 134.64 428.18 14.16  85.18 286.62 5.28 24.32 152.05

’ Lineal 17.64 53.33 127.79 12.27 33.34 76.95 4.23 922  62.67
015 No-Lineal | 39.74 34899 1105.58 | 32.15 23592 829.06 1595 83.26 1539

’ Lineal 36.97 137.64 353.24 2898 91.27 221.77 12.87 2924 62.67

En la tabla 5 se observan los valores de carga critica de pandeo para diferentes
laminaciones y relaciones de esbeltez de la viga. Una vez mds se analizan dos casos: No-
Lineal y Lineal. De los valores de la tabla observamos una remarcada diferencia entre el
analisis de pandeo Lineal y No-lineal cuando la carga es aplicada en el ala inferior de la viga
(c). Esta ultima puede alcanzar un porcentaje de alrededor del 80% para la secuencia de
laminacion {45/-45/-45/45}, la cual es mayor que para las dos condiciones anteriores (35%
para simplemente apoyada y 60% para cantilever). De igual forma que los casos anteriores la
carga de pandeo depende fuertemente de la ubicacion de la carga y la laminacion {0/0/0/0}
presenta la mayor resistencia al pandeo lateral. En comparacion con las condiciones de borde
anteriores, la condicion empotrada-empotrada presenta mayor resistencia al pandeo lateral
para todas las laminaciones y relaciones de esbeltez analizadas. En la figuras 10, 11 y 12 se
muestra el camino de equilibrio de post-pandeo para los desplazamientos v, w, ¢ y 6 en
funcion de la carga critica Pc, para una longitud de viga de 6 metros, considerando los tres
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estados de carga (a, b y ¢) y para una secuencia de laminacion {0/0/0/0}, {0/90/90/0} y {45/-
45/-45/45}, respectivamente.
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Fig. 10. Grafico de Post-pandeo para una viga empotrada-empotrada, carga aplicada en el ala superior (a),
centroide (b) y ala inferior (¢). #/L=0.1, {0/0/0/0}.
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Fig. 10. Grafico de Post-pandeo para una viga empotrada-empotrada, carga aplicada en el ala superior (a),
centroide (b) y ala inferior (c). A/L=0.1, {0/90/90/0}.
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Se observa de los graficos, que la deformacion de pre-pandeo es muy importante cuando la
carga es aplicada en el ala inferior de la viga. Por otro lado, debido al rapido crecimiento del
desplazamiento-¢ en relacion a la carga, la capacidad de carga remanente luego del pandeo es
limitada cuando la carga es aplicada en el ala superior de la viga. Y practicamente nula para la

secuencia de laminacion {45/-45/-45/45}.
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Fig. 11. Grafico de Post-pandeo para una viga empotrada-empotrada, carga aplicada en el ala superior (a),
centroide (b) y ala inferior (c). //L=0.1, {45/-45/-45/45}.

4.4 Validacion

Con el propésito de verificacion de los resultados obtenidos, realizamos dos tltimos calculos
y los comparamos con aquellos obtenidos por Fraternali y Feo'’. Ellos investigaron el
comportamiento no-lineal de una viga-I compuesta de pared delgada. Utilizaron una malla de
30 elementos de 2-nodos a lo largo de la viga para evaluar las cargas de pandea de una viga
simplemente apoyada cargada en el centro de la viga y una viga cantilever cargada en el
extremo libre. Caracteristicas seccionales de la viga-I: h=0.05m, b=0.05m, e=0.003my L
= 6 m (ver figura 2). El material es glass-epoxy cuyas propiedades son: E; = 48.3 GPa, E, =
19.8 GPa, G12 = 8.96 GPa, G13 = 8.96 GPa, G23 =6.19 GPa, Vi = 027, Vi3 = 027, Vo3 = 06,
L=1.062. La secuencia de laminacion considerada es {0/0/0/0}.
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Tabla 6. Cargas de pandeo, viga simplemente apoyada. (Pc x 10° N).

Carga aplicada Analisis Modelo actual  Fraternali et al.
Ala superior No-Lineal 3.74 3.65
Lineal 2.87 2.79
Centroide No-Lineal 7.36 7.44
Lineal 4.29 4.29
Ala inferior No-Lineal 14.46 14.87
Lineal 6.41 6.57

Tabla 7. Cargas de pandeo de Vigas cantilever. (Pc x 10° N).

Carga aplicada Analisis Modelo actual  Fraternali et al.
Centroid No-Lineal 2.25 2.35
entrotde Lineal 135 135

En las Tablas 6 y 7 se observan que los resultados hallados con el presente modelo
concuerdan bastante bien con aquellos obtenidos por Fraternali y Feo utilizando el método de
elementos finitos.

S CONCLUSIONES

En este trabajo se presentd una modificacion del modelo geométrico no-lineal previamente
desarrollado por los autores’, el cual converge en forma exacta con una generalizacion de la
teoria de Vlasov cuando se desprecia la deformacién por corte'’. El modelo viga presentado
es util para investigar varios problemas de interés técnico, tal como problemas elasticos no-
lineales y problemas de estabilidad bajo la accion de diferentes tipos de carga y condiciones
de borde. Un enfoque tipo Ritz-Galerkin es utilizado junto con un conjunto de polinomios
ortogonales para resolver las ecuaciones de equilibrio no-lineales.

Del comportamiento de pandeo y post-pandeo de vigas compuestas de pared delgada se
demostrd la sensibilidad de las cargas de pandeo a la deformacién inicial de pre-pandeo,
como asi también de la influencia de la ubicacién de la carga. La importancia de la
flexibilidad por corte quedo establecida para las diferentes laminaciones y relaciones de
esbeltez. Ademas, se obtuvo una buena concordancia de los resultados del presente modelo
con aquellos hallados a partir del método de elementos finitos. En futuros trabajos
extenderemos la presente formulacion con el fin de analizar todo tipo de laminacion de
materiales compuestos.
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