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RESUMEN

En lininas planas delgadas, sometidas a un campo de traccidn, con
una fisura central normal a la direccidn de las tracciones, se originan,
en la vecindad de la fisura, tensiones de compresidn (debidas al efecto
del m3dulo de Poisson del material) que dan origen a un fendmeno local
de inestabilidad. El presente trabajo, estid orientado a investigar la
influencia de imperfecciones geométricas y de vlasticidad en zonas alta-
mente tensionadas de la l8mina, sobre las trayectorias de equilibrio.
Los resultados se obtienen por medio de un c3digo de elementos finitos
de tipo desplazamientos. Para describir la cinemftica no lineal se emple
a una formulacidn Lagrangiana Total y se supone que el material sigue el
modelo de plasticidad de von Mises.

ABSTRACT

In thin plates with a central crack under a tensile. stress field,
compresive stresses develop in the vecinity of the crack (due to Poisson
ratio) which induce local buckling of the plate. The present work inves-
tigates the influence on the equilibrium path of geometric imperfections
and plasticity in zones under high stresses of the plate. The results
are obtained via a finite element displacement code. The non-linear kine
matic relations are described by a Total Lagrangian formulation, and the
material is assumed to follow the von Mises plasticity model.
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1. INTRODUCCION

Los problemas estructurales de liminas planas sometidas a un campo
de traccidn y con una fisura central, normal a la direccidn de las trac
ciones como se ilustra en la figura 1, han sido principalmente estudia-
das en el contexto de mecénica con fracturas, con el fin de evaluar la
concentracién de tensiones en los extremos de la fisura. Un efecto adi-
cional que se produce en este tipo de miembros es la aparicibn de tenm-
siones de compresidn en la misma direccifn de la fisura y en la vecin-
dad de ésta, debidas al efecto del mSdulo de Poisson del material. Co-
mo consecuencia de esas tensiones de compresidn, es posible en algunos
casos suponer la ocurrencia de inestabilidad local en esas laminas del-
gadas. Ademds de los efectos indeseables asociados a la inestabilidad
local misma, otras caracteristicas de la l&mina pueden ser afectadas
significativamente por la inestabilidad local, tales como el modo de
fractura y las frecuencias naturales, conduciendo a un colapso estructu
ral prematuro. :

El primer estudio tedrico sobre este tema, en concimiento de los
autores, se debe a Rolls (1), quien en 1969 publicd su tesis doctoral
sobre el tema. Rolls empled el mEtodo de elementos finitos para discre-
tizar las ecuaciones de bifurcacién del equilibrio de una placa elisti-
ca delgada, y tratd la fisura como un borde libre, refinando l1a malla
de elementos en la vecindad del extremc de fisura. Los modos de inesta-
bilidad, obtenidos de un anilisis de autovalores, resultaron fundamen-
talmente modos simétricos y antisimétricos. Rolls propuso ademis mode-
los simplificados de barras para cbtener estimativas de cargas de bifur
cacidn. La confirmacién experimental de la ocurrencia de inestabilidad
en este tipo de laminas fue obtenido por Dixom y Strannigam (2) y Ziels
dorff y Carlson (3). Modelos analfticos han sido Propuestos por investi
gadores sovieticos, principalmente Litvinenkova (4). Un estudio detalla
do de cargas de bifurcacién fue rresentado por Markstrom y Storakers (5)
en 1980, quienes emplearon un modelo finito rectangular en la misma for
ma que en (1), Para fisuras centradas y de borde, la referencia (5),
contiene estudios paramétricos de cargas crfticas con distintas relacio
nes geométricas.

Los estudios anteriores se han concentrado en la evaluacidn de car
gas criticas elisticas. Sin embargo una vez establecido el nivel de car
ga de bifurcacibn, subsisten algunos interrogantes: en primer lugar,
cudl es el comportamiento poscritico de la 1imina fisurada, y en qué me
dida las imperfecciones iniciales en la geometrfia afectan la respuesta.
Si bien es cierto que los estudios experimentales sugieren que este ti-
po de estructuras no es sensible a imperfecciones en el sentido de red_\i
cir su carga critica (5), es importante conocer el nivel de desplaza-
mientos y tensiones que se producen en la lamina para cargas superiores
a la de bifurcacidn. En sequndo lugar, y asociado al filtimo aspecto re-
sulta de interés predecir en que medida la fluencia del material afecta
la distribucién de tensiones y consecuentemente establecer nuevos esta-
dos limites en la componente estructural.

El presente trabajo esti orientado a investigar algunos de los as-
pectos mencionados, que no son abordados mediante un anilisis elistico
de bifurcacidn, en particular la influencia de imperfeccioneg inicia-
les geométricas sobre la trayectoria de equilibrio y la aparicién de
plasticidad en zonas altamente tensionadas de la limina. Los resultados
se obtienen en forma numérica empleando el método de elementos finitos
de tipo desplazamientos.
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2, MODELO DE ELEMENTOS FINITOS

La respuesta no lineal de una limina delgada se ha obtenido median
te el empleoc del método de elementos finitos de tipo desplazamientos.
Modelos para el anilisis no lineal geométrico de liminas planas estén
bien establecidos en la actualidad y las principales referencias pueden
encontrarse en los textos clidsicos sobre el tema (6,7). En el presente
trabajo se utilizaron dos elementos rectangulares, con 8 y 9 nudos res-
pectivamente, formulados por Bathe y Bolourchi (8). Estos elementos es-
tén basados en el principio de trabajos virtuales, empleando la teorfa
de pequeiias deformaciones pero grandes desplazamientos y giros. Como hi
pStesis de comportamiento de la limina se supone que, las rectas que o-
riginalmente son normales a la superficie media siguen siendo rectas
después de la deformacién y que, las tensiones transversales normales
son nulas. A diferencia de la referencia (5), en la que se usan las e-
cuaciones de von Karman considerando s5lo la componente normal de des-
pPlazamientos, u;, en el elemento (8), se incluyen también las componen~
tes de desplazamientos en el plano de la limina. En cada nudo del ele-
mento, las coordenadas generalizadas son los desplazamientos uj, uz, u3
Y las rotaciones de la normal, (31, /42; (ver figura 2.a), asi, los ele-
mentos resultan con 40 y 45 grados de libertad respectivamente. Los sen
tidos positivos adoptados para desplazamientos y esfuerzos se indican
en la figura 2.b. Para describir la cinemitica no lineal, se emplea una
formulacién Lagrangiana Total.

En un primer anflisis, se considerd que el material responde a e-
cuaciones constitutivas lineales para un s8lido elistico e isdtropo. En
la segunda parte se ha supuesto que el material se comporta como elasto—
pléstico perfecto, con superficie de fluencia segin el criterio de von
Mises.

En todos los casos se ha estudiado una placa con una fisura central
dipuesta en forma simétrica, como io ilustra la figura 1. Dada la sime-
trfa de la placa sdlo se discretizaun cuarto de la misma.

En los estudios deMarkstrBm y Stordkers (5), se demuestra que la
carga critica menor estf asociada a modos simétricos de deformacibn; en
base a ello, se adoptaron condiciones de simetrfa (ver figura 3.), que
restringen el pandeo de la placa a modos simétricos. En cuanto al contor
no exterior, se ha supuesto la limina simplemente apoyada en los bordes
carcados y libre en los otros dos.

borde libre

borde libre

simetrfa respecto
a eje Y

despl. s/eje .// \

Y permitido PIGURA 3
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La fisura ha sido considerada en la misma forma que en las referen
cias (1,5), o sea como un borde libre. Aunque existe la posibilidad de
emplear elementos triangulares para discretizar el extremo de la fisura,
donde uno de sus lados estf colapsado, (es decir los nudos no se ubican
al centro del lado sino desplazados una distancia un cuarto de &ste ha-
cia la fisura, con lo cual es posible modelar la singularidad del campo
tensional (9) )}, tal facilidad no ha sido incorporada en el presente a-
nflisis. De modo que se ha refinado la malla de elementos en la vecin-
dad de la singularidad estudifindose la convergencia de la solucibn. Tal
procedimiento no provee valores aceptables para el extremo mismo de la
fisura, pero si para el resto de la l&mina.

Se ha definido la placa con una imperfeccidn inicial de amplitud
mixima § , con la forma aproximada del modo simétrico de inestabilidad
local. Por simplicidad se considera una variacién lineal de la imperfec-
cidén en ambos sentidos con valor miximo al centro de la placa, como se
indica en la figura 3. Se analiza la placa bajo solicitacién de una car-
ga uniformemente distribuida, Q% , y actuante en el planc medic de la
seccién en la direccién del eje xi. Dicha carga se materializd por fuer-

zas concentradas resultantes aplicadas en los nudos ubicados en el extre
mo de la l&mina.

3. RESPUESTR WO LINEAL ELASTICA

En la figura 4.a., se muestra la trayectoria no lineal elfstica co
rrespondiente 2 una placa definida por las constantes de) material, mS-
dulo de Young E= 2,1x105 N/me? y relacibn de Poisson V) =0,3; y cuyas
dimensiones son: largo H= 2000 mm., ancho W= 2000 mm.; espesor t= 10 mm.
Yy longitud de fisura A= 1000 mm.. La imperfeccibn inicial se ha fijado
de amplitud mixima § = t/20. La placa fue discretizada en 16 elementos
con 8 nudos. Se grafica el desplazamiento u3 del punto central de la
placa y las fusrzas actuantes en los distintos intervalos de carga, cu-
yo valor se incrementS desde cero hasta un miximo valor que se ‘adopts a
pProximadamente igual al 50% mayor que el valor de la carga critica co-
rrespondiente a esa misma placa estudiada por Markstrdm y Storidkers(S).
El intervalo total de carga se dividi8 en 10 incrementos.

Puede observarse que para cargas inferiores al 20% del intervalo
total estudiado, la trayectoria cbtemida con un anflisis no lineal cine
mitico, practicamente coincide con la correspondiente respuesta supo-
niendo cinemitica linealizada.

Sin embargo, para valores de carga mayores, la trayectoria no 1li-
neal, presenta cada vez mayores desplazamientos. Se observa una zoha
donde existe un fuerte cambio de pendiente y donde la trayectoria obte-
nida se aleja de la tedrica debido a la influencia de imperfecciones de
la placa. Para cargas superiores a la critica, los desplazamientos si-
guen una trayectoria ascendente, lo cual refleja gue la placa tiene un
comportamiento post-critico estable. Asf, a un 40% de incremento en la
carga, corresponde un 300% de incremento en desplazamientos. Nitese que
un estudio de bifurcacién sSlo define el valor de la carga crftica pero
no provee informacién alguna acerca de la respuesta estructural para
estados superiores.

Se puede ademis observar en la figura 4.a., la convergencia de la
solucidn que se logra refinando la malla de elementos con 8 nudos. Como
caso extremo, se grafica el comportamiento segquido por la placa discre-
tizada en 4 elementos, en la que no se alcanza a identificar el fendme-
no de inestabilidad descripto anteriormente. Por otra parte, si compara
mos las trayectorias para discretizaciones de 16 y 3 elementos, la di-
ferencia en los valores de carga, para idénticos desplazamientos, no su
peran el 108 del valor de carga total asociada a las mismas.Como contra
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partida, el tiempo computacional para la resolucidn de una malla de 30
elementos es 1708 superior a la de 16 elementos; por ellc se decidid
realizar los estudios sucesivos empleando una malla de 16 elementos.

Un anflisis similar de convergencia de la soluciém, pero para ele
mentos con 9 nudos, fiqura 5.a., permite comprobar que con la malla de
4 elementos se logra una respuesta razonablemente exacta y en donde se
pusde observar el fenSmeno de pandeo de la placa.

En la figura 4.b., se han representado para un estado de carga in
termedio correspondiente a 45 N/mu2, las tensiones de compresién a2,
que dan origen al fendmeno de la inestabilidad local. En la figura 4d.c.,
se representa el &rea donde actuan las tensiones de compresién § 32,
para dos escalones de carga. De las figuras anteriores se desprende
que los valores miximos de § 33, se alcanzan en el centro de la placa
¥ en los bordes mismos de la fisura y se extienden hasta aproximadamen
te la mitad de la longitud de la fisura en el sentido longitudinal.

La misma componente de tensidn ({722, en el punto central de la
placa donde la tensifn alcanza el valor miximo, ha sido graficada en
la figura 4.d., en funcifn de la carga actuante Gb. Como puede obser-
varse, la relacién G'b—(S‘zz, se mantiene lineal hasta un cierto valor
de carga. Mayores valores de carga llevan asociados incrementos de ten
siones (37 cada vez menores debido a la pfrdida de rigidez local en
la placa y consecuente una . redistribucibn de tensiones. Dixon y Stra- -
nnigam (2), han definido un lfmite inferior al problema tratado como
la carga (b para la cual la respuesta en términos de deformaciones (8
tensiones) ya no es lineal.

En las figuras 6 y 7, se han graficado las respuestas para distin
tos valores de imperfecciones iniciales de la placa discretizada en ma
llas de 16 elementos con 8 y 9 nudos respectivamente. Para pequefias im
perfecciones iniciales, E max™ t/40, la trayectoria se acerca al eje
de cargas exteriores actuantes, aproximindose as{ a un comportamiento
de bifurcacidn. Imperfecciones iniciales mayores producen curvaturas
mds suaves en la trayectoria no linsal eliminindose as{, la intersec-
cifn de dos trayectorias que aparecen en bifurcacidn. Para valores de
desplazamientos del punto central superiores a una vez el espesor de
la placa, las respuestas para distintas imperfecciones précticamente
se confunden para elementos de 8 como de 9 nudos. De modo que distin-
tos valores de imperfecciones iniciales producen en la placa respues-
tas similares en estado de deformacidn avanzado.

4. RESPUESTA NO LINEAL ELASTO-PLASTICA

En la segunda parte del estudio se han empleado discretizaciones
de 16 elementos considerando elementos con 8 y 9 nudos. Se ha adoptado
un valor miximo de imperfeccidn inicial § = t/20. BEn las figuras 8.a.
y 9.a., se representa la trayectoria nc lineal ¥ -uj del punto cen-
tral de la placa, pero para material elasto-pl&stico perfecto con
Sy~ 240 N/mm2. Las trayectorias elfstica y elasto-pléstica coinciden
para estados de carga bajos, pero para valores superiores que el 50%
de la carga total estudiada, los desplazamientos obtenidos en la tra-
yectoria elasto~plistica para estados iquales de carga son mayores.
La trayectoria no lineal para cargas superiores a la crftica elfstica
es ahora débilmente estable: asf{, para un incremento en 300% del des-
plazamiento, s6lo es necesario un aumento de la carga de aproximada-
mente 20%.

La razén de esa aproximacifn a una trayectoria poscrftica neutra
estf asociada a la aparicidn de plasticidad en zonas de la placa, li-
mitindose as{, las posibilidades de redistribuir tensiones a esas zo-
nas. La plastificacifn ocurre en la zona traccionada en el sentido xi
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comprendido entre el extreno de la fisura y el borde de la plata. la fi
sura origina en la placa una redistribucidn de tensiones Y para niveles
de carga superiores al 80% de la carga critica adoptada, la zona de pa-
saje disminuye dado que una parte esti en fluencia, este fendmeno aumen
ta con el incremento de carga exterior y da origen a la disminucidn de
la capacidad portante de la placa. En las figuras 8.b.y 10.b., se ha
graficado la tensién de compresidn (. 22 en el punto de integracifn del
elemento, ubicado en la parte central de la placa, en funcién de 1la car
ga actuante G-b. para el mismo caso anterior de elementos con 8 y 9 nu
dos.

5. CONCLUSIONES

La influencia de imperfecciones geométricas iniciales y la apari-
cifn de plasticidad en zonas altamente tensionadas en una l&mina plana
delgada con una fisura central han sido analizadas utilizando un mode~
lo de elementos finitos.

De los resultados obtenidos, se extraen las siquientes conclusio-
nes:

1. La placa constituida de un material cuya respuesta es elastica,

presenta un camportamiehto post-crftico estable.

2. Para distintas amplitudes de imperfecciones iniciales, las tra-
yectorias de equilibrio de la placa, convergen en la zona post-
critica.

3. Considerando una placa constituida de un material de respuesta
elasto-plistica perfecta, &sta presenta una trayectoria para
cargas superiores a la critica, dfbilmente estable.

4. El elemento de 9 nudos considerado, permite obtener buena apro-
ximacidn con pocos elementos. Aun una malla de 4 elementos per-
mite detectar el fenGmeno de inestabilidad. Mallas gruesas con
el elemento de 8 nudos no permiten detectar la inestabilidad.

5. A los efectos de investigar el fenSmeno de inestabiliddd, no pa
rece necesario realizar un estudio detallado de las tensiones
en el extremo de la fisura.
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8.b.:

9.a.

9.b.

Dimensiones de la placa con una fisura central.

Elemento de placa rectangular con 9 nudos.
Nota: en el elemento con 8 nudos no se considera el nudo cen
tral.

Tensiones, desplazamientos y giros positivos en el elemento
de placa rectangular.

Esquema adoptado de cuarto de placa

H/2 = 1000 mm.; W/2 = 1000 mm.; t = 10 mm.; &/2 = 500 mm.
P=0- 1,500,000 N;

E = 2,1 x 105 %/mm2; V= 0,3

Convergencia de desplazamiento del nudo central de la placa
en la direccidn u3, utilizando elementos con 8 nudos.
* Valor de carga critica seglin Markstrém y Storadkers (5).

Tensiones de compregidn 6-22, que actuan en la cuarta par-
te de la placa, para un estado de carga intermedio corres-
pondiente a P = 45 N/mm2

Zonas bajo tensiones de compresidén §- 22, para dos estados
de carga determinados.

Tensiones de compresién 22 actuantes en el centro de la
placa, en funcidn de la carga exterior solicitante, consi-
derando elementos con 8 nudos.

Convergencia de desvlazamientos del punto central de la
placa en la direccidn uj utilizando elementos con 9 nudos.

Tensiones de compresiSn G- 22 actuvantes en el centro de la
placa en funcisn de la carga exterior solicitante conside-
rando elementos con 9 nudos.

Convergencia de desplazamientos uj del punto central de la
placa para distintas amplitudes de imperfecciones iniciales
utilizando elementoe con 8 nudos.

Convergencia de desplazamientos uj del punto central de la
placa para distintas amplitudes de imperfecciones iniciales
utilizando elementos con 9 nudos.

Comparacién de desplazamientos del punto central para dis-
tintos modelos de material utilizando elementos con 8 nudos.

Comparacién de los valores de tensién (5 22+ actuantes en
el punto de integracidn para comportamientos del material
diferente utilizando elementos con 8 nudos.

Comparacidn de desplazamientos del nudo central para dis-
tintos modelos del material, utilizando elementos con 9 nu
dos.

Comparacidn de los valores de tensidn 6'22 actuantes, en
®l punto de inteqracidn para comportamientos del material
diferente utilizando elementos con 9 nudos.
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FUERZAS EXTERNAS DE TRACCION ACTUAN
TES EN LOS EXTREMOS DE LA PLACA.
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FIGURA 9.a.
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