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En Uninas planas delqadas, sOlMtidas a un C&lllpode tracci6n, con
una fiaura central norwel a la direcci6n de las tracciones, se originan,
en la vecindad de la fiaura, tenaiones de compresi6n (debidas al efecto
del JD6dulo de Poisson del material) que dan oriqen a un fen6meno local
de inestabilidad. £1 presente trabajo, est. orientado a investigar la
influencia de imperfecciones geometricas y de ~lasticidad en zonas alta-
_nte tensionadas de la lwna, sobre las trayecwrias de equilibrio.
Los resultados se Obtienen por medio de un c6diqo de elementos finiwa
de tipo desplazamientoB. Para describir la cin..atica no lineal se emple
a una fonllllaci6n Lagranqiana Total y se supone que el material sique el
.adel0 de plasticidad de von Mises.

In thin plates with a central crack under a tensile, stress field,
COIIIpresivestresses develop in the vecinity of the crack (due to Poisson
ratio) which induce local buckling of the plate. The present work inves-
tiqates the influence on the equilibrium path of geometric iaperfections
and plasticity in zones under hiqh stresses of the plate. The results
are obtained via a finite element displacement code. The non-linear kine
aatic relations are described by a Total Lagranqian formulation, and the
aaterial is assumed w follow the von Mises ~1•• ticity model.



Los problemas estructurales de la.una. planas sometidas a un c_po
de traccion y con una fisura central, normal a la direcciOn de laB tra£
ciones ccmo se ilustra en la figura 1, han side principalmente estudi •.•
das en el contexto de _cuica con fracturas, con el fin de evaluar la
concentracion de tensiones en loa extr8lllOSde la fisura. Un efecto adi-
cional que se produce en este tipo de 1Ili.8lIIbro.e. la aparici6n de ten-
siones de cOlllpresiOnen la mi_ direccioSa de la fisura y en la vecin-
dad de esta, debidas al efecto del JD6dulode Poisson del _teria!. Co-
mo consecuencia de esas tensiones de compresion, es posible en alqunos
casos suponer la ocurrencia de inestabilidad local en esas laminas del-
gadas. Ademasde 10s efectas indeseables asociadoa a la inestabilidad
local misma, otraa caracter!sticaa de la lmuna pueden ser afectadas
significativamente por la inestabilidad local, tales ca.o el aDdo de
fractura y las frecuencias naturales, conduciendo • un colapso est:rucbl
ral prematuro. -

El primer estudio teorico sabre este tema, en concimiento de 108
autores, se debe a Rolls (1), quien en 1969 publico su tesis doctoral
sabre el te_. Rolls elllPl.o el .etodo de el_ntos finitos para discr •••
tizar las ecuaciones de bifurcaciOn del equilibrio de una placa elasti-
ca delgada, y trat6 la fisura ~ un borde libre, refinando la •• lla
de elementos en 1&vecindad del extra.) de fisura. Loa modosde inesta-
bilidad, obtenidos de un anaIisis de autovalores, resultaron fund__
talmente modos s_tricos y antisimiitricos. Rolls propuso ad"s aDde-
los simplificados de barraa para obtener est~tivas de cargas de bifur
cacian. La confiraaci6n experiaental de 1a ocorrencia de inestabilidad-
en este tipo de laminas fue abtenido pac Dixan y Stranniq_ (2) y Ziels
dorff y CarlsOll (3). Modelos anal!ticos ban side propuestos!X)r invest!
gadores sovieticos, principalaente LitviDenitova (4). Un estudio detalla
do de cargaa de bifurcaci6n fue J;re.entado por lllarkstrCimy StorAkers (5)
en 1980, quienes l!lIIPlearOllun lIIOdelofinito rectanqu1ar en la lIli-. for
ma que en (1). Para fisur •• centrad •• y de borde, la referencia' (5), -
contiene estudios parametricos de cargas cr!ticas con distintas relacio
nes geometricas. -

Los estudios anteriores se ban concentrado en la evaluaci6n de car
gas cr!ticas elastic ••• Sin eabargo una vez establecido el nivel de car
ga de bifurcaci6n, subsisten algunos interrogantes: en primer lugar, -
cual es el cOlllportamientoposcr!tico de la lamina fisurada, y en que _
dida las imperfecciones iniciales en la geaDetr!a afectan la respuesta:
5i bien es cierto que los estudios experimentales suqieren que este ti-
po de estructura. no es sensible a iaperfecciones en el sentido de r~
cir su car9a cr!tica (5), es importante conocer el nivel de desplaza-
lIlientos y tensiones que se producen en la liaina para carqas superiores
a la de bifurcacian. En segundo lugar, y asociado al tiltilllO aspecto re-
sulta de inter~s predecir en que medida la fluencia del material afecta
la distribucion de tensiones y consecuentemente establecer nuevos esta-
dos l!mites en la componente estructural.

El presente trabajo esti orientado a investigar algunos de los as-
pectos III!ncionados, que no son abordados .ediante un analisis elastico
de bifurcacian, en particular la influeneia de imperfecciones inicia-
les geometricas sobre la trayectoria de equilibrio y 1&aparician de
plasticidad en zOIlas altamente tensionadas de la l.imina. Los resultados
se obtienen en forma numerica 8IIlP1eandoel .etodo de elementos finitos
de tipo desplazamientoa.



La respuesta no lineal de una li_ina delqada se ha obtenido median
te el eapleo del .etodo de eleaentos finitos de tipo desplazamientos. -
Modelos para el analisis no lineal qeaaetrico de liJainas planas estan
bien establecidos en la actualidad y la8 principales referencias pueden
encontrarse en los textos clasicos sabre el tema (6,7). En el presente
trabajo se utilizaron dos elementos rectangulares, con 8 y 9 nudos res-
pectivamente, fOrJaulados par Bathe y Bolourchi (8). Estos elementos es-
tin basados en el principio de trabajos virtuales, empleando la teor!a
de pequenas de formaciones pero grandes desplazamientos y giros. Como hi
p6tesis de cCllllportaJaientode la lamina se supone que, las rectas que ,;::
riginalmente son normales a la superficie media siquen siendo rectas
despues de la deformaci6n y que, las tensiones transversales normales
son nul ••• A diferencia de la referencia (5), en la que se usan las e-
cuaciones de yon J:arlll&nconsiderando s6lo la componente normal de des-
plazamientos, u3, en el elemento (8), se incluyen tambien las componen-
tes de desplazamientos en el plano de la lAmina. En cada nudo del ele-
mento, 1•• coordenadas generalizadas son los desplazamientos U1, u2, u3
y las rotaciones de la normal,(?1, {a2; (ver figura 2.a), asi, los ele-
mentos resultan con 40 y 45 grados de libertad respectivamente. Los sen
tidos positivos adoptados para desplazamientos y esfuerzos se indican -,
en la figura 2.b. Para describir la cinematica no lineal, se emplea una
fOrJaulaci6n Lagrangiana Total.

En un primer anilisis, se consider6 que el material responde a e-
cuaciones constitutivaa lineales para un s6lido elastico e is6tropo. En
la segunda parte se ha supuesto que el material Be c~rta como elasto-
plbtico perfecto, con superficie de fluenc:ia Begiin el criterio de von
Mises.

En todoB los casos se ha estudiado una placa con una fisura central
dipueBta en forma s!Jaetrica, como 10 ilustra la figura 1. Dada la sime-
tr!a de 1& placa s6lo se discretiza un cuarto de la mi_.

En los estudios deMarkstrem y StorBkers (5), se demuestra que la
carga cr{tica _nor es~ asociada a modos stmetricos de deformaci6n; en
base a ello, Be adoptaron condiciones de simetr!a (ver fiqura 3.), que
restrinqen el pandeo de litplaca a modo. simetricos. En C\.lantoal conto~
no exterior, se ha supuesto la lamina simplemente apoyada en los bordes
carCTAdc. y libre en los otroa dos.
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La fi.ur. ha .ido conai<1.rada ••• 1. al_ fcnwa que en 1.a referen
cia. (1,5), 0 a.a CIaO un bord. libre. lWnque.xist-. 1a posibi1idad de-
emplear e1••• ntoa trianqular •• par. diacretiaar e1 extre.o d. 1. fisur.,
donde uno de aus 1ados eatS co1apeado, lea decir 10&nudos no •• ubicen
.1 centro del lado sino desplazados ~ diatenci. un cuarto de 'st-. ha-
cia 1a fisura, con 10 cual •• posib1e ~lar 1. sinqu1aridad del caapo
tensional (9) ), t.1 facili<Sa4 no ha sido incorporada en el present-. .-
nalisis. De .ado que •• ha refinado 1. ma1la de .1 ••• ntos en 1a vecin-
dad de la singularidad estudilndoae 1. conv.rqenci. de 1. soluci6n. '1'al
procediaiento no proves v.lor.s aceptab1ea per. el extr.-o ala.» de 1.
fisura, pero si para e1 reato de 1a 1Ulna.

se ha definido la plac. con una iIIlperfecci6n inicia1 de U1plitud
aAximat , con 1. fOr1llll.proxUlada del 11I040aiMtrico de inestabilidad
local. Por s~licidad ae conaidera ~ variaci6n 1u-al de 1a iJnperfec-
ciOn en Ulbos sentidos con 9&lor iUxi.:> .1 centro de la p1aca, caao Be
indica en 1a figura 3. se ualiza 1a placa bajo aolicitaciCin de una car-
ga uniforlleDente diatribuida,~ •• , y actuante en .1 plano ..dio de 1.
secciCin en 1a direcci6n del ej. X1. Dicha carqa •••• teria1iao por fuer-
aas conc.ntradas r.sut tent-.a .pl~da. en loa nud~ ubicadoa en e1 extre
-:l de 1. 1wna. -

En 1. figure 4.a., •• _tr. 1. trllY'lctori. 110lineal ellatic. co
rreapaadiente • una p1ac. definida pc2' 1•• conatantea del •• terial, .tt=
du10 de YOUIlCJ Ba 2, 1x105 ••~ y rel.ci6n de Poia.-on V -0,31 Y c:uyaa
dilanaiones _: largo R- 2000 _., anc:ho" 2000 _.1 eapeaor t- 10 _.
Y 10nqitud de Uaur. A- 1000 _ •• La iJlperfecci6n inici.1 ae ha Ujado
de U1plitud iUxi-. ••• t/20. La placa. he diaer.tizada en 16 .1_n~
con 8 nudoll. S. qr.fica. .1 deap1.a.-iento uJ del punto CIIntral de la
p1ac. y l.a t~rzas actuantea en loa distintos intervaloa de carq., cu-
yo valor •• incr-..t6 desde cero haata WI .su.o valor que Be'adopt6 •
proxiaad ••• nte i9Ual al SO, •• yor que e1 valor de la carqa er! tiea co--
rrespondiente •••• al_ plac •• atudiada por 1IarlI:.t:raa y storhera (5) •
E1 interva10 total de carqa •• di'ridi6 en '0 iDcr••• n~.

Puede observarse que par. ca.rqas interiorea al 20' del intervalo
total estudiado, 1&trayectori. obteDida con WI ~liais 1101i••••1 cine
altico, practicamente coincide COIl la carreapaadi.ntereapueata aupo- -
ni.ndo cinematic. 1i ••••1izada.

Sin embargo, par. valor.a de carq • .ayore., la tr.yectoria no 1i-
•••al, pr.s.nt. ca4a Yea mayor•• de.P1u.-ien~. se obs.rva una aona
dond. exiat-. un fuerte c.-bio de pendiqte y dond4tla trayectori. obte-
nid. ae aleja de 1. t-.6riea debido • 1. int1uenei. de iaperfecciones de
la p1ac•• Par. carqas superiores a 1. cr!tiea, los d.sp1aaamiqtos si-
guen una tr.yectoria .sCllndente, 10 cual ref1.ja que la p1aca tiene un
comportaaiqto post-cr!tico estab1e. As!, • Wl 40' de incre_nto en la
carga, corr.aponde Wl 300\ de inere_nto en deapla&allli.entos. NOtese que
un estudio de biturcaci6n &610define e1 valor de 1a CArCJ.cr!tica pero
no provee info~ci6n a1guna _rea de 1a respuesta estrllctur.1 para
estados supsriorea.

Se puede adema. obaerv.r en 1. fiCJur. 4.a., 1a conYerqencia de 1.
soluci6n que se logra refinando 1. ma11ade elementos con 8 nudes. ca.o
caso extrema, se grafica e1 comportamiento Beguido por 1a p1ac. discre-
tizada en 4 elementos, en la que no se a1cenaa a identificar e1 feno--
no de inestabilidad descripto anteriormente. Por otra parte, si compar.
mos 1as trayectorias para discretizaciones de 16 y 30 elementos, la di=
ferencia en los va10res de carga, para id~tico. cSeaplazamientos, no au
peran e1 10\ del valor de cArga total asaciAda a lu ai ••••• COlm contr!:
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partida, e1 tie-po CCl'\DW:acionalpu-a la reso1uci6n de una _l1a de 3D
elementos es 170' superior a la de 16 e1e.entoa; par e110 se decidi6
r.a1izar los .atudios auceaivos .-pleaJldo una _lla de 16 elementos.

Un ant1isiB silli1ar de conveZ09enciade la soluci6n, pero para .1e
_ntos con 9 nudos, fiqura 5.a., peralta CQIIlprobarque con 1. _11. de
4 elementos se logra una reapueata razonab1_nte exacta y en donde ae
puede obaervar e1 fen6me1lOde pandeo de 1a p1aca.

En 1a fiCJllr. 4 .b., a. ban representado para un estado de c&Z09ain
te~io correspondiente a 45 M/mm2,1astensiones de CQIIlpresi6n~227
que dan oriqen a1 fenemellOde 1a inestabilidad local. En 1a fiqura 4.c.,
Be repr.aenta e1 h.a donde actuan 1as tension.s de CCIIlPE'esi6n<S"" 22,
pu-a dos .sea1ones de c&Z09&.De laa fiquru anteriores a. deaprende
que 10s va10res UxiDlO. de IS"22' Be a1canzan .n e1 centro de 1&p1aca
., _ 10s bordes aisaos de 1a fisura y se extienden hasta aproximadlllllen
te 1&aitad de 1& lonqitud de 1a fisura en e1 sentido lonqitudinal. -

La .i_ cc.ponente de tensi6n <:S '22, en e1 punto central de 1a
placa donde 1a tensi6n alcanza e1 valor aaxiDlO, ha sido qraficada en
la fiqura 4.d., en funci6n de 1a carqa actUllnte <:rb. CCIIIOpuede obser-
vars., 1a relaci6n CSb-c:f22, s. ~ti.ne lineal hasta un cierto valor
de e&Z09&.Mayorea valor. a de caZ09a11evan asociados incrementos de ten
sionea <;S-22 cads vez _nores debido s 1a ~rdida de riq idez local en-
ls plaea y consecuente .una, redistribuciCin de tensiones. Dixon y Stra- .
nniq_ (2), ban definido un 1taite inferior sl problema tratado COIIIO
1&carqa <rb para la cuel ls respue.t.a en terminoa de deforaacione. (6
tensionea) ys no es lineal.

En las fiqurss 6 y 7, •• hen qrafic~ las respuestas para distin
u. valor.. de apert.ccion.s inicisl.a de ls placa diacretizada en DI.
11•• de 16 e1e_ntos con 8 y 9 nudos r.speetiv ••••nte. Para pequenas ii'
perfeccionea iniciales, i. aax- t/40, 1a trayeetoria. se acerea sl eje -
de c&Z09asexteriore. actuantes, aproximindo•• as! a un comportilllliento
de bifurcaci6n. Iaperfecciones iniciales mayores producen curvaturas
.as suaves en la trayectoria no lineal eliainindo.. ..t, la intersec-
ci6n de dos trayectoriu que apu-~n en bifurcaci6n. Para valores de
desplaz_ientos d.l pUnto central superiore. a una Yea .1 e.pesor de
la placa, laa r.spuestas para distintas ~rfeeciones pricticamente
•• confunden para el.mentos de 8 COIIIOde 9 nudos·. De lIlOdoque distin-
toa valor.s de tmperfecciones inieiale. producen en la placa reapues-
t •• sillilares en •• Udo de detormaci6n avanzado.

ED la sequnda parte del estudio •• ban .-p1eado diseretizacione.
de 16 el~tos considerando .1._nU. con 8 y 9 nuclos. Se ha adoptado
un valor DlUiDlOd. iDlpertecci6n inieial t - t/20. En 1as fiquras 8.a.
y 9.a., •• r.presenta la trayeetoria no lineal ~b -u3 del punto cen-
tral de la p1aca, pero para .aterial elasto-plistico perfecto con
~y- 240 N/•• 2. Las trayectorias elistica y elaste-pllstica coinciden
para estadoa de c&rqa bajos, pero para valor.s superiore. que .1 50'
de la c&Z09atotal estudiada, los desplazaaientos obtenidos en la tra-
yectoria elasto-pli.tica para estados iqua1e. d. earqa son mayore••
La trayectoria no lineal para carqu superiore. a la cr!tica elistica
es ahora debilaente estable: as!, para un incremento en 300' del des-
plaz_iento, 8610 e. necesario un aumento de la e&rqa de aproximada-
_nt. 20'.

La raz6n de esa aproximaci&l a una trayectoria poscr!tiea neutra••ta a~i.4a • 1. eparici6n de pla.ticid~ en &On•• 4e la p1aca, 1i-
aitAndoee aa!, 1as posibilidades de redistribuir tensiones a e.as ze-
nas. La p1&atificaci6n oc;:urre en la zona traccionada en el •• ntide X1



CClIIIprendidoentre e1 extreoo de 1a fisura y e1 borde de 1a p1a~a. La fi
sura origina en 1a p1aea una redistribuci6n de tensiones y para nive1es
de carga superiore. al eo, de la Clar9a crttiea i1doptada, 1a zona de ~
saje di_inuye dildo que una paru es1:1 en flueneia, este ferKimenoawwn
ta con e1 inereDlento de carqa exterior y d& origen a 1&disainueioo de-
1a capaeidad portante de 1a placa. En la. fiquras a.b.y 10 .b., se ha
grafieado la tensioo de co.presi6ft (.)22 en el punto de inteqraei6n del
eleaento, ubieado en la parte central de 1a p1aca, en funeioo de la car
ga aetuante <S""b, para e1 1U.8IIOeaso anterior 4e el-..toB cOlIa y 9 nil~. -

La inf1ueneia de iaperfeceiones geom'trieas inieiales y 1a apari-
ci6n de plasticidad en zonas al~nte tensionadaa en una lWna pl_
delgada con una fisura central ban sido an&lizadas utilizando un -ad•••
10 de elementos finitos.

De los resultados obtenidos, •• extraen 1as siquientes conclusi~
nes:

1.

2.

3.

4.

5.

La plaea eonatituida de un _teria1 cuya respuesta es elAstica,
presenta un eaaportaaiehto post-crttico eStable.
Para distintas •• p1itudes de imperfeeeiones inieiales, 1as tra-
yeetorias de equi1ibrio de la placa, convergen en 1a zona post-
crttica.
Considerando una plaea CODIItituida de un _terial de respuesta
el&sto-p1'stica perfecta, 'sta presenta una trayeetoria para
c&rgas superiores a 1a crttiea, d'bi1JDente estab1e.
El e le_nto de 9 nudas COIIsider&40,pend te obtener buena apro-
ximaei6n con pocos e1~tos. AIm una _11& de 4 eleaentos per-
mite deteetar e1 fena-no de inestabilidacl. Mallas qruB.&8 COlI
e1 el_nto de 8 nudas no pendten detec:tar 1&inestabilidad.
11 10s efeetas de investiCJAr e1 fen&.eno de inestabilicUd, nO ~
rece necesario realizar un .studio deta111ldo de lu tensieme. -
en e1 extre.o de 1&fisara.
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Figura 2.a.: E1emento de p1aca rectangular con 9 nudos.
Nota. en elei.emento con 8 nudos no se considera el nuclo oen
tUr.

Figura 2.b •• Tensiones, desp1azaai.entos y giros positivos en e1 ele.clto
de p1aca rectangular.

Esqul!m4adoptado de cuarto de plac:a
8/2 • 1000 _. I "/2 • 1000 _. It- 10 _. I &/2 - 500 _.
P • 0 - 1.500.000 HI
E - 2.1 x 105 R/8D2, 'V- 0,3

Figura 4.a.: Convergencia de des,uazam1ento del nuclo central de la placa
en la direcci6n U3, utilizando e1e.entos con 8 nudos.
* valor de carqa cr{tica .~ Markstro. y StorAkers (5).

Figura 4.b .• Tensiones de ~.,iCin ~22. que actuan en 1a cuarta par-
te de 1a placa, paR un estado de c:arqa intenaedio corres-
pondiente a P • 45 H/_2

Figura 4.c •• Zonas bajo tensiones de COIIlpresi6n6"22' para dos estados
de carqa determinados.

Figura 4.d.: Tensione. de ccapre.i6n <S" 22 actuantes en e1 centro de la
placa, en funci6n de la carqa exterior solicitante, consi-
deranc10 el_ntos con 8 nudos.

Figura 5.a •• Converc}encia de desolaz_ientos del lIUftto central 4e 1a,
placa en la direcci6n u3 utilizando el~tos con 9 nuclos.

Figura 5.b •• Tensiones de ccapresi6n <r22 actuantes en el c-mtro de la
placa en funci6n de la carqa exterior solicitante consid_
rancio el_tos con 9 nuclos.

Converqencia de desplaz_ientoa u3 del ponto central de la
placa para di.tinta. amDlitudes de imperfecciones inicialea
utilizando el~tos con 8 nuclos.

Conver9encia de de.plazamientos u3 del ponto central de 1a
p1aca para di.tinta. amplitudes de iaperfeccioneB inicialea
utilizando el..-ntoa con 9 nuclos.

Figura 8.a.: Comparaci6n de desplazamientos del :ounto central para dia-
tintos .cdeloa de material utilizandD ele.entoB con 8 nuclos.

Figura 8.b.: ComparaciCinde los valDres de tensi6n <S' 22' actuantes en
e1 punto de inte<;Jraci6n para cOlllPOrtaaiento. del material
diferent. utilizando elementos con 8 nudos.

Figura 9.a •• Comparaci6n de desolazaaientos del nudo central para di.-
tintos modelos del material, utilizando elementos con 9 ~
40•.

Figura 9.b •• COlIlparaci6nde 10. valore. de tensi6n (f22 actuante., en
_1 punto de inteqraci6n para cCllllpOrt_ientos del _terial
diferent. utilizando el-.entoa con 9 nudos.
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