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RESUMEN

Dedo el problema de valores de contorno con intervalo
infinito [t_,o)se presenta aguf un método para poder resol-
ver este problema numericamente mediante la transformacidn
de la ecuacién primitiva en un problema de valores de con-
torno con lfmites flnltos[to,t] bacado en calcular le
condicién de contorno en t, anulando la proyeccién de la
solucidn en el complemento de , dénde S§ es el espacio
de soluciones acotadas.Se presenta un estudio del error.

ABSTRACT

We precsent a nuzmerical method for the sclution of a
boundary value problem in the seni-infinite domainlt. ,oo)
via the transformation of the primitive equation inté a
boundary value problem in the finite domain[t 1ty J.This is
based uron the obtention of the boundary condgtlon in t,
by annihilating the projection of the solution into the
conplement of S_,where is the space of bounded solutions,
An error analysis is alsO presented,
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1. INTRODUCCION

El problema de valores dé contorno se pregenta en toa
das las ramag de la ciencia y de la ingenierfad

En muchos problemas importantes el 1fmite del dominfio
de integracién es infinito (ejemplos:en ingenierfa del pe=
tréleo para la fundacidn de plataformas de exploracidn so-
bre el fondo del oceno,deflaccidn de tuberfas, problemas
de autovalores provenientes de la ecvacidn de Schr§dinger

-para el ién de hidrégeno molecular con nidcleo fijo, ver
Ientini~Keller [1] )7

Aquf vamos a tratar el siguiente problema lineal con
coeficientes variables y condiciones de contorno no sepa-
. Tadasy N

Y (e) = AlE)y(E) + fLE) ’ (4.42)
b, st e A
Bo y(to) + im (£) = AL
e+ om B gty £ (+1%)
Aupp g le)l] < oo i @.4 c)
ta ¢, ‘

donde y(t) es un vector de n funciones
£(t) es un vector de n funciones
> es vector de m elementos

BO;IL§

Lo primero que estudiaremos es bajo qué condiciones
este problema tiene solucidn acotada.’

2. EXISTENCIA Y UNICIDAD DZ SOLUCIONES ACOTADAS

Primero se demuestra que todas las soluciones acotadas
se pueden escribir como y(t)=y. (t)+w(t) donde
¥.(t) es solucidén acotada de 18 ecuacién homogénea
t) ' es solucién acotada de la ecuacién no homogénea
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Para estudiar las soluciones acotadas de la ecuacidn
Homogénea escribimos (1.1) de la siguiente forma:

(e = Awyle) + ( ace)- A,,)y(e) (2.2)

Boylt) v Lm B_yi¥) =p (2.2 b)
t 500

‘x?,lc)

Aup Y le)l] <o
tte

Ia solucidn de (2.2) se puede escribir como

Yrie) = -/e‘A (bb)F'{[A(C) An] Yy }dz (2.32)
& _ )
AT(E- Lt =~ _A°Ce-
4o(e) = e )(05 - /e ﬁ( fa""ﬂ"\k)-"a];f‘f}uf
P ' (2.3b)

€

i AT(t-ta) é_,r (c-e)_l
Y (¢) = e 77+ Je 4 ([A(:)-A.,]y(c)} dz (2,3¢)

luego precisaremos Y, 43 t,

donde

A - A.ﬁ . Rmx'n
(z.4)

Ao 30
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A.feRm ¥y sus autovalores tienen la parte real positiva
AzB™ y sus autovalores tienen la pa.i:'te' real negativa

A% B ¥y sus autovalores tienen la parte real cero

A+,A se encuentran en la forma normal de Jordan

A® se obtiene intercambiando algunas filas y columnas de
la forma normal de Jordand

las matrices P¥,P”,P° son matrices de restriccidn.Se-
Jeccionan un conjuntg de filas de la matriz que premultie-
. plican,Por ejemplo P A selecciona las p prmeras filas
de 4,P A selecciona les q Wltimas filas de A ¥ P°A seleccio-
na las r filas del medioy

Si las integrales (2;3) convergen entonces el pro'blema
de la ecuacién diferencial (1.1) es ecuivalente al problema
de la ecuacién integral (2.3).

Iema 2,1

Supongamos aue A(t) satisface

m Alt) = 4o Corn . dAL)
€y ' E20 ot

A(%) es diferenciable a trozos en (t ,oo) donde A_es como
en (2.4).

Para algdn tazto sean & (¢) ) c(‘t (&) dafi.os tal que

IP* [acy-4.31 < 5, ()  tae,

[ P7Late) <AL TN < & o) tye,

Tos autovalores de A‘_","'Ai satisfacen que para algdn 0

Re A (A+) > E
(2:5)
Re ) (A-) {-E
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Para algn6 e(0,1) y un £ 0 vale:

Se(6) < o (‘a')g M.

t - .
e (™™, (no-1)1)

(2.¢)

s
& (¢) s% (—‘g—) :%

donde Mo es la dimensién del bloque de Jordan mds grande
de AT,0" ¥ m, es la dimensién del bloque de Jordan mfs
grande de Ao‘:'*

Entonces las ecuaciones integrales tienen n=q+8 _
soluciones acotadas linealmente independientes sobre [t o)y

Para la demostracidn se aplica el método de iteraciones
de Picard a las ecuaciones integrales para lo cual ge de- -
muestra que { y"(e)} converge y estd acotada uniformementer

As{ se obtienen soluciones acotadas sobre ttq,;a:);Para
prolonsar en forma continua la solucidn sobre Cto,‘i;n] se
considera

Y= Ay = Any+ (A -4A4)y
como problema de valores iniciales sobre t, ¥y como

A(t)Ec[to;tw] entonces existe una solucidn dnica sobre

Ahora pasaremos al estudio de 1la solucidn acotada de
la ecuacién no homogénea (1.1).

Iema 2.2

Sea -
{1
f&) = | °(v) diferenciable en [to;'&)

\ £
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£(t) satisface

b || 4B =0

t 00
| | = 0() I @Wll=0() E~eo
I ¢yl =0 ( (.1.)"“’*“) Sr0  toe

Suponzemos que se satisfagan tambidn las hipétesis
del Lema 2,71.

Entonces 1z solucidén de la siguiente ecuzcidn integral
es acotpda y es solucién de la ecuacidn no homogénea,

-

. .

WY = - fe- A9 ot { tate) 4w w o) rJ(e)fde

' t

we (é) - - /e‘ﬂ‘?(c-ﬁ)Po { Catz) -—Ao:] w(c) 4-.((:) }Ac
€

t
wo(d) = /e-A C:-e)P" 5 [A(c)—A,,]Lu(c) l»(-,(—t) gd:

+

Se demuestra la existencia de w(t) sobre [t.,«) usan-
do las iteraciones de Picard (w'”( ¢) = Tw (k) ¥y la uni~

cidad de w(t) se obtiene usando que T es une contraccién;
Ademds se demuestra que

(1) w(t) satisface

Lim (At wt(e) ;(’I(e)) =0

Edow
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. Bom Jwo(e)]zo
tye
(1) e +&/3
howt ¢ M - (e " geeh, WE cc>|\)
Tz

4-

donde :
HMo-14
= mox £ (& + (Me-9) ! ) e
& Ehn’i 44’&

G;mO“; §y€ como en (2.5) y en (2.6)

(iii) Cada solucidén satisface
) bm PT AWy + 9 =0
tom
o) &'m. P Qu_e) yle) + J}(e)} =0
) (&,,,, 3 N ¢) =0

tHw
Czda solucidn que tenga 1fmite para t 5o sgatisface
ﬂ) Lm 3 ({:) 0
_7‘”
Teorema 2,1

Sean v4lidas las hipdtesis del Iema 2,1 y del Iema 2.2.

Sea Y(t) la solucién fundamental del problema homoséneo.
. PriX  « %

Vo Wi s W o )
Sea B,=( 0 X O )eER = xR
Entonces la ecuacién (1.,1) tiene una ¢nica solucidn
si ¥ sblo si 1a matriz BR es no singcular, donde

Bg= [B Y(&) +& B Y(t)] (-Lm)& R  donde k es 1a
nultiplicidad geométrlca del autovalor ) =0 ae A°.
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. 3.REDUCCION ALINTERVALO FINITO PARA EL PROBLEMA

Usando los resultados del lema 272 jodemos escribir
la condicidn(l.1 ¢) de tal forma que el problema original

que llamaremos "problema infinito® quede de la siguiente
forma: - ’

Y = Al y(d) +{(¥) (31a)
B, ylte) + f;:o BoY®) =f (34 b)
am-, H*y*(é) + (:‘(t) =? (3.4 <)
tow ;

Lim §7%) =0

< Jos

A los efectos del cdlculo numérico se reemplaza este
problema por otro que llamaremos el "problema finito"

vz Alt)v + L(+) toctety (3,2a)
CBovite) 4+ B, v(ts)=p

A" viiy) + P*(L,,) =0
vrhs(’t*) =0

Nos interesa ver qué error se cormete alireemplazar el '
"problema infinito" por el "problema finito".
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Para ello usaremos otro problema ;el 1lamado "pro‘blei
na de la cola constante® definido como sigue:

w= ﬁ(e)w + f(e) (3.3a)
Bo wlte) + &Lm B, wle) = 36
) o ) =p CED
b AT wiey 4 1"(&y) =0
tv00 3o
&M wr‘s(ﬁ)zo
t-w
donde
Al¢) tost cbx
A(t) =
Aw t?'{:!
A {te) Lo e tety
fley =
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. lema 3.1

Supongamos que A, tenga todos los autovalores distin-
tos y que A(t) se pueda desarrollar alrededor del oo en
una serie de potencias

A(t)'-: A” + 5 A(

L
K
k=1 €
Bajo estas hipétesis se afirma que o1 el "problema in=
finito® tiene une dnica solucién entonces el “problema de.
1s cola constante" tiene una Unica soluecién para un t, su~
ficientemente grande.

Estas hipétesis tan restrictives permiten conocer la
forma explfoita de la solucién fundamental de yr=A(t)y
(ver Coddington & Levinson [4] ) necesaria para-la demos—
trecidn del lemal

Tema 3.2

E1l "problema de la cola constante" tlene una solucidg_
w(t) si y s6lo si el "problema finito" tiene una colucidnid

Cuando estas soluciones existen entonces w(t)=v(t) so-
bre t £ t<$t, « En lo gue sigue nos ocuparenos del error
que s® origina cuando se caleula v(t) en lugar de y{t).

Teorems 3.1

Sean 1las hipdtesis del Teorema 2,1.Supongamos que el
problema infinito tenga la solucién dnica y(t).Sea t, su~
ficientemente grande de tal manera gue el problema de la
cola constante y por lo tanto el problema finito tengan
una tnica solucidny :
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Entonces vale:

—) o0

/ B. Ylta) - é)ln-n Byte) \}m

t
-Af(t.-b*) +
-4 / = 4 (=) de }f’
dt): Yg- vig)= )’(sc) N¥ o

R-S b Alc-t )
\'-P / e "V po)de jr-s

Qo

donde Y(t) e=m una solucién fundamental de y'=A(t)y cuyas
dltimas q+s=m columnas estdn acotadas sobre [to‘," )

B, Y({-.a) + B“'Y(.e,,)‘

kz
!

NeeR
?PTI—S Y(“:*)

o t $¢S € &y

h(s)

[

. £y
[AlS)-A,,]j(g) f‘_('(s)_ ) Srtyx

0
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Corolario 3.1

Sean lag hipétesis del lema 3.1 y del teorema 3.1

satisfechas.’ "
Entonces para todo t £ Eto;w) se cumple

b |y - vy | =0

ty-—voo

Efemplos
y' = (;.01)7"' (i)
(o0 1) Ylo) =1
bm (1 o)yl + et ] =0
e

Solucién exacta

Y () =
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Solucién del problema finito

-2t ot
V.‘(-l:‘t*): ‘a. e et— _‘53
-t
Exrror
-2ty
e (&) = '_2_ e . e

Qz(k) = 0.
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