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RESUMO

0 método da Colocag@ao & empregado na solucgdo do proble
ma de vibragdes livres de estruturas de dificios altos (fre
quéncias naturais e modos normais), tomando-se por base a
modelagem dada pela Técnica do Meio Continuo.

A colocacdo & conduzida mediante polindmios ordinirios
de grau pouco elevado, em face da acentuada convergéncia ve
rificada. Exemplo numérico inserido no final do texto ilus~-
tra esse fato.

ABSTRACT

'The Collocation Method is used to solve the free vibra
tions problem of tall building structures (natural frequen
ces and normal modes) by mean of the Continuom Medium Tech
nique.

Collocation is done by canonic low order polinomium be
cause the convergence is easily reached. This behaviour  is
emphasized by a numerical example. v
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1. INTRODUCAO

A técnica do Meio Continuo constitue modelo de grande u-
tilidade para a anilise do comportamento de estruturas de edi
ficios altos, tanto em seus aspectos estdticos - ALBIGES [1],
CHITTY [2] , STAMATO [3] - como em seus aspectos dindmicos -
RUTENBERG [4], DANAY [5], LAIER [6]. O tratamento da dinadmica
pela via da té€cnica em consideragio conduz a um sistema de e-
quagdes diferenciais, cuja integragdo fornece as grandezas de

interesse. Num grande niimero de casos da pratica, onde even-

tuais interagles verticais entre os paindis de contraventamen
-to podem ser negligenciadas, aquele sistema & composto de tao
somente trés equagdes, correspondentes aos movimentos horizon
tais do conjunto - duas translagdes e a rotagdo.

No caso da andlise das vibragGes livres, as equagSes re-
sultantes, salvo casos muito particulares, ndo se mostram in-
tegrdveis pela via analitica, sendo, por conseguinte, necessi
rio langar mdo de expedientes de integracdo numérica. Nesse
sentido sugere-se o método da Colocagdo - HURTY [7], LAU [8],
LAIER [9]. Dada a natureza das equagdes envolvidas, a Coloca-
cao pode'ser formulada em termos de polindmios de grau pouco
elevado.

2. MODELAGEM SEGUNDO A TECNICA DO MEIO CONTINUO -
EQUACOES

Em situagdes bastante gerais, onde os paindis de 'contrg
ventamento ndo apresentam nenhuma regularidade na disposigdo
em planta, a equagdo de vibragdes livres do conjunto apresen-
ta a seguinte redagdo, LAIER [6]: ' '

[5] V) - [s] M} - W? [M] (D} = {0} e (D)

onde a matriz [ J)], de ordem 3x3, contém os pardmetros de ri-
gidez do conjunto de paredes, a matriz [S]. de ordem 3x3,
contém os pardmetros de rigidez do conjunto de pérticos, w &
a frequéncia angular, a matriz de massa [M]-e o vetor de des-
locamento apresentam a escrita:




m 0 -mb u

[M] = 0 m ma {D} =3vw vene (2)
-mb ma "dz w
mon m mdy -

sendo m a massa por unidade de altura do prédio, a e bm re-
presentam as coordenadas do centro de massa em relagao ao ei-
xo de referéncia,

2 2 2
dm = Im/m +tap bm eee. (3)

onde I, € o momento de inércia por unidade de altura em rela-
¢do do centro de massa; u, Vv € W sao oS movimentos do conjun-
to:duas translagoes e rotagdo.

As condicgbOes de fronteira do sistema de equagbes (1) sdo
dadas por:

{D(z=0)} = {0}

pl(z=0)1 = (o0}

cees (4)
(0 1(z=H)} = {0}

HIomyy - [s] {(pl(z=m)} = {0}

(3] D
sendo z a coordenada vertical. A primeira e segunda das (4)
expressam a vinculagdo na base e as outras duas exprimem a au
séncia de solicitagdo no topo por flexdo e cortante.

Para maior comodidade de manipulagdo € conveniente tomar
o sistema de referéncia segundo os eixos centrais do conjunto
de parede, logréndo-se assim a diagonalizacdo da matriz [J],
STAMATO [ 3].

E oportuno assinalar, conforme ji mencionado, que ndo &
viavel, mediante procedimentos cldssicos, a integracgdo anali-
tica da equagdo de frequéncias (1) na forma explicita, tendo-
-se em vista ni3o existir meios de serem expressas, na forma
de radical, as raizes de equagdo algébrica de graﬁ superior
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ao quarto; e este & o caso da equacgdo caracteristica decorren
te de (1). Assim sendo, torna-se necessidrio orientar o estudo
para a via numérica. Nesse sentido varios métodos numéricos
tém sido sugeridos, DANAI [5], LAIER [6] e até mesmo indica-
dos procedimentos aproximados decorrentes da teoria da Pertur
bagdo, RUTEMBERG [4], que sdo mais propriamente indicados pa-
ra casos onde as matrizes envolvidas mostram-se com predomi
nancia acentuada dos elementos da diagonal (ligeiro acoplamen
to). Todavia, procura-se, no presente trabalho, explorar as
potencialidades do método da Colocagdo, ji testado com grande
sucesso nos estudos de natureza estatica, RAMALHO [10], e tam
- bém em estudos de comportamento dindmico, LAIER [9].

3. METODO .DA COLOCAGXO

0 método da Colocagdo pode ser entendido como sendo uma
extensio natural do método da Diferencas Finitas, porquanto
_considera-se, no método da Coloca¢@o, um polindmio aproxima-
dor da fungdo incognita de grau elevado varrendo, por assim
dizer, todo o dominio de integragio; enquanto, no método das
Diferencas Fihitaé, adota-se um polindmio aproximador de grau
reduzido, porém cobrindo apenas um dos subdominio (como se
percebe, existem entre tais métodos diferengas apenas de nime
ro e grau, e ndo de género, para usar uma linguagem gramati-
cal).
Para integracdao da equagdo de frequéncias (1) mediante a
técnica da Colocagdo supde-se de inicio, HURTY [ 7], que os mo
vimentos livres podem ser expressos segundo um desenvolvimen-

to do tipo:
{D} = |A] {¢(2)} e (5)

sendo {D} definido como em (2) e:

A Ay oo Ay ¢, (2)

1

[Al = By By vov B

o) Y= | o,(){ .... (6)
¢,(2)

¢, C, ... C,
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onde Ai’ Bi
tos u, v € w respectivamente, e as fungdes ¢i(Z) sdao escolhi-

e C; sdo os coeficientes incdgnitos dos movimen-

das convenientemente; n € o nimero de termos a ser adotado.
No sentido, por exemplo, de atender simultaneamente as trés
primeiras condicSes de contorno expressas em (4), a fungdo ge
nérica ¢i(z) assim se expressa:

d)i(z) = z(i+2) - Q'*'_Z)_Z(__:.l:_ﬂ ZZ e (T

e, dessa forma, o grau do polindmio aproximador considerado
passa a ser genericamente dado por n+2. 0 indice i varia se-
gundo nimeros inteiros de 1 a n.

Os coeficientes inclgnitos presentes na matriz |A], em
niamero de 3n, podem ser levantados buscando-se um numero de
relagdes compativel. Por exemplo, devem ser, de inicio, aten-
didas as condigGes de fronteira ainda ndo consideradas, ou se
ja, a quarta das condigdes (4), tendo-se pois trés relagoes
nesse caso. Para se completar o nimero bastante de relagdes
langa-se m3o das relagGes de movimento (1) em 3n-3 pontos do
dominio de integragdo. Exemplificando, as trés primeiras rela
¢0es sdo dadas, conforme a quarta das (4), por:

(3] 1Al 611 (z=m)} - [s] - 1A} (elCz=W)} = (O} .... (8)

e as demais relagOes retratam, para cada ponto de cota z; ar-
bitrariamente escolhido, as condi¢des de movimentos livres da
das em (1), ou seja: ’

[J]olAI{¢IV(z=zi)}-[S]-|A|{¢H(z=zi)}-wz[M]-[A|{¢(z=zi)} = {0}
e (9

sendo oportuno atentar-se para o fato de que tais condigdes
devem ser atendidas em n-1 pontos do dominio de ~integracgio,
perfazendo-se, pois, as 3n relagles bastante para resolver o
problema nos coeficientes incdgnitos contidos em [A|. A monta
gem do sistema global de equagdes ndo apresenta grandes difi-
culdades, porquanto os algori%mos s3o sobremaneira expeditos,
podendo ser colocado na forma classica:
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| (K] - w? [M]]{a) = {0} veee (10)

sendo, agora, 'agrupados ordenadamente no vetor {A} os coefi-
cientes incognitos originalmente contidos na matriz |A|.

Para ilustrar o algoritmo de geragdo do sistema expresso

em (10), considere-se, primeiramente, um ordenamento dos coe-
ficientes incdgnitos em sub-vetores do tipo:

B, ceee (11)

e, com isso, a matriz do citado sistema fica particionada em
sub-matrizes de ordem 3 x3 com o seguinte aspecto:

R R R

. L2 e Ry
R, Ry, .o Ry cee. (12)
R, an eee R
sendo que
Jyp8; -S1191) (-8;,%1) (5,395
Ryz = (57001 Wpty = S0 (5,501
(S50 (Sy0)  (g0; - Sy309)
ees (13)

em decorréncia do expresso em (8), e os demais
(Jy,007 -5, 10 =00.)  (-8;,00)  (-Syz0;+b ¢.)
11°% 7°11% 7Y% 12% 1393 7On?4
= " Iv_ " "_
Ris (-S3203) (¥ —5yp05-003)  (Sy30;-0ay4,)

(-5318; + obyty) (Sypi-0a8y)  (Sy3f] -Sy503-0d%0,)
' ceee (18)
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conforme (9); tomando-se, nesse caso, valores calculados para
z = z;. A 'notagdo Jij e Sij obedece a ordenacdo dada conforme
(1), lembrando-se que a matriz [J]| jd & suposta diagonalizada.
A notagdo o representa o produto mw®.

A solugdo da equagdo (10), fornece os autovalores wi(frg
quéncias angulares naturais) e os autovetores {A}i correspon
dentes - modos normais de vibragdo; grandezas estas necessi-
rias para o estudo da resposta estrutural segundo a técnica da
superposigdo modal.

4. EXEMPLO DE APLICACAC

A figura 1 exibe a planta da estrutura de um edificio a-
nalisado por RUTENBERG [4], onde os pérticos sido indicados
por letras dentro de pequenos quadrados, e os niimeros dentro
de pequenos circulos indicam as colunas tipicas empregadas.
Os pontos assinalados pelas letras B, M e § sio, respectiva-
mente, o centro eldstico do conjunto de paredes, o centro de
massa e o centro eldstico do conjunto de pdrticos.

'} |

«0? | 6.09 |
1 i

a
=y

»!

X,

2499 m

€0% | 600

762 [ 762 162
- -
46.32m

F16. 1 —PLANTA DO EDIFICIO

0 edificio & formado por 25 andares idénticos, espacados
igualmente por pé€s-direito de \3,66m (H=91,44m). O médulo de
elasticidade € tomado E = 3000 KN/cmz, e a massa pof unidade




- 100 -

de altura vale m=1028 t/m; o que decorre da consideragdo de
um peso proprio uniforme no andar da ordem 0,89 tf/mz. As ca-
racteristicas geométricas do niicleo formado pelas paredes de
secdo U sdo (em relagdo aos eixos centrais do nicleo):

- 4 _
Iy = 29,95 m' (= J,,/E)
J. = 1,825 n* (= J__/E)
y ? aa

- 6 _ *
3, = 369,6 m° (= J7 _/E)

As caracteristicas geométricas das colunas tipicas s3o ‘dadas
na tabela 1; e na tabela 2 sdo apontadas as caracteristicas e
elasticas dos pdrticos. ’

COLUNA 1 2 3 4

Jy(m4) 0,0281 | 0,0158 | 0,0187 0,0105

Jx(m4) 0,0281 0,0234 0,00833 0,00694

‘Tabela 1 - Caracteristicas Geométricas das
Colunas

PORTICO A B c D E

sf/E(mZ) 0,0348 | 0,00929 0,0232 | 0,0418 0,00697

Tabela 2 - Caracteristicas Elasticas dos Pérticos

Com os dados indicados, as caracteristicas elasticas do
edificio, em relag@o ao sistema de referéncia colocado segun
do os eixos centrais do conjunto de paredes, ficam:

_ . 3 ol
Jaa = 5,475 10° KN*'m
b - 3 2
Jbb = 89,85 « 10 KNm
= 3 4
J.. = 1203,5 + 10° KNem
S =

334,4 KN (Sab = 0)
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COLOCAGAO RUTENBERG DISCRETO COLOCACGAO
Grau 20 Perturb. : Grau 10
2,250 - 2,308 2,359 2,249
1,932 1,848 2,084 1,932
1,055 0,744 0,7768 ‘ 1,039
0,7365 0,544 0,5969 0,7174
0,6126 . 0,436 0,4571 0,6078
0,5594 0,304 0,3181 0,5590
0,4339 - 0,2800 0,3015
0,4184 - 0,2393 0,2982
0,2653 - 0,1885 0,2653
0,2377 - 0,157S 0,2248 .
0,2301 - 0,1529 -
0,1881 - 0,1267 : -

Tabela 4 - Periodos Naturais (V/W) Seg.

Um exame dos periodos naturais confrontados na tabela 3
indica o bom comportamento numérico do método da Colocagdo,
Por outro lado, os resultados langados na tabela 4, excegao
feita ao periodo fundamental, mostra nio haver afinidade en-
tre os resultados encontrados e aqueles apontados por RUTEN-
BERG [4]. Tal fato nio deve causar muita estranheza, porquan-
to esse autor langa m3o do método de Perturbagdo, e, no caso
em tela, as excentricidades s3o bastante pronunciadas, deven
do-se pois esperar resultados um tanto pobres, principalmente
no tocante a rotacgio. '

5. CONCLUSOES

O tratamento numérico das equagoes da técnica do Meio
Continuo pelo método da Colocacdo & bastante sugestivo, prin-
cipalmente, em face da substancial redugdo no montante de ope
ra¢des, quando do emprego de polindmios de baixo grau. O exem
plo numérico apresentado ilustra bem que mesmo para poling-
mios de baixo grau, o prejuizo em precisdo nos resultados de

maior interesse &, em termos praticos, negligenciavel.
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