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o metoda da Coloca~ao e empregado na solu~ao do proble
ma de vibra~oes livres de estruturas de dificios altos (fr~
quencias naturais e modos normais), tomando-se por base a
modelagem dada pela Tecnica do Meio Continuo.

A coloca~ao e conduzida mediante polinomios ordinarios
de grau pouco elevado, em face da acentuada convergencia v~
rificada. Exemplo numerico inserido no final do texto ilus-
tra esse fato.

The Collocation Method is used to solve the free vibra
tions problem of tall building structures (natural freque~
ces and normal modes) by mean of the Continuom Medium Tech
nique.

Collocation is done by canonic low order polinomium be
cause the convergence is easily reached. This behaviour is
emphasized by a numerical e~ample.



A tecnica do Meio Continuo constitue mode10 de grande u-
tilidade para a analise do comportamento de estruturas de ed!.
ficios altos, tanto em seus aspectos estaticos - ALBIGBS [1] ,
CHITTY [2] , STAMATO [3] - como em seus aspectos dinamicos-
ROTENBERG [4], DANAY [5], LAIER [6]. 0 tratamento da dinamica
pe1a via da tecnica em considera~ao conduz a um sistema de e-
qua~6es diferenciais, cuja integra~ao fornece as grandezas de
interesse. Num grande numero de casos da pratica, onde even-
tuais intera~oes verticais entre os paineis de contraventame~
to podem ser neg1igenciadas, aque1e sistema e composto de tao
somente tres equa~6es, correspondentes aos movimentos horizon
tais do conjunto - duas trans1a~6es e a rota~ao,

No caso da analise das vibra~oes 1ivres, as equa~6es re-
sU1tantes, salvo casos muito particu1ares, nao se mostram in-
tegraveis pe1a via ana1itica, sendo, por conseguinte, necess!
rio 1an~ar mao de expedientes de integra~ao numerica. Nesse
sentido sugere-se 0 metodo da Co10ca~ao - HURTY [7], LAU [8],
LAIER [9]. Dada a natureza das equa~6es envo1vidas, a Co10ca-
~ao podeser formu1ada em termos de p01inomios de grau pouco
e1evado.

2. MODELAGEM SEGUNDO A TEcNICA DO MEIO CONTrNUO -
EQUA(;:OES

Em situa~6es bastante gerais, onde os paineis de contra
ventamento nao apresentam nenhuma regu1aridade na disposi~ao
em p1anta, a equa~ao de vibra~oes 1ivres do conjunto apresen-
ta a seguinte reda~ao, LAIER [6]:

onde a matriz [ J], de ordem 3 x 3, contem os parametros de ri-
gidez .do conjunto de paredes. a matriz [S]. de ordem 3.x 3.
contem os parametros de rigidez do conjunto de p6rticos. w e
a frequencia angular, a matriz de massa [M]~e 0 vetor de des-
10camento apresentam a escrita:
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m 0 -mb um

[M] 0 m mam {D} v .... (2)

-mb ma md2 wm m m

sendo m a massa por unidade de altura do predio, am e bm re-
presentam as coordenadas do centro de massa em rela~ao ao ei-
xo de referencia,

onde 1m e 0 momenta de inercia por unidade de altura em rela-
~ao do centro de massa; u, v e w sac os movimentos do conjun-
to:duas transla~6es e rota~ao.

As condi~6es de fronteira do sistema de equa~oes (1) sac
dadas por:

sendo z a coordenada vertical. A primeira e segunda das (4)
expressam a vincula~ao na base e as outras duas exprimem a au
sencia de solicita~ao no tope por flexao e cortante.

Para maior comodidade de manipula~ao e conveniente tomar
o sistema de referencia segundo os eixos centrais do conjunto
de parede, logrando-se assim a diagonaliza~ao da matriz [.TI,
STAMATO [31.

E oportuno assinalar, conforme ja mencionado, que nao e
viavel, mediante procedimentos classicos, a integra~ao ana11-
tica da equa~ao de frequencias (1) na forma exp11cita, tendo-
-se em vista nao existir meios de serem expressas, na forma
de radical, as ra1zes de equa~ao algebrica de grau superior



ao quarto; e este e 0 caso da equa~ao caracteristica decorren
te de (1). Assim sendo, torna-se necessario orientar 0 estudo
para a via numer1ca. Nesse sentido varios metodos numer1COS
tern sido sugeridos, DANAI 15], LAIER I6] e ate mesmo indica-
dos procedimentos aproximados decorrentes da teoria da Pertu~
ba~ao, RUTEMBERG [4], que sao mais propriamente indicados pa-
ra casos onde as matrizes envolvidas mostram-se com predoml
nancia acentuada dos elementos da diagonal (Iigeiro acoplame~
to). Todavia, procura-se, no presente trabalho, explorar as
potencialidades do metodo da Coloca~ao, ja testado com grande
sucesso nos estudos de natureza estatica, RAMALHO [10], e tam
bem em estudos de comportamento dinamico, LAIER [9].

o metodo da Coloca~ao pode ser entendido como sendo uma
extensao natural do metodo da Diferen~as Finitas, porquanto
considera-se, no metodo da Coloca~ao, urn polinomio aproxima-
dor da fun~ao incognita de grau elevado varrendo, por assim
dizer, todo 0 dominio de integra~ao; enquanto, no metoda das
Diferen~as Finitas, adota-se urn polinomio aproximador de grau
reduzido, porem cobrindo apenas urn dos subdominio (como se
percebe, existem entre tais metodos diferen~as apenas de nume
ro e grau, e nao de genero, para usar uma Iinguagem gramati-
caI).

Para integra~ao da equa~ao de frequencias (1) mediante a
tecnica da Coloca~ao supoe-se de inicio, HURTY [7], que os m£
vimentos Iivres podem ser expressos, segundo urn desenvolvimen-
to do tipo:

{D} = IAI {ep(z) } .... (5)

sendo {D} definido como em (Z) e:

Al AZ An <PI(z)

IAI B1 B2 ••• Bn {$(Z) } • $Z (Z) .... (6)

CI Cz ... en <Pn(z)



onde Ai' Bi e Ci sao os coeficientes incognitos dos movimen-
tos u, v e w respectivamente, e as fun~oes ¢i(Z) sac esco1hi-
das convenientemente; n e 0 numero de termos a ser adotado.
No sentido, por exemp10, de atender simu1taneamente as tres
primeiras condi~oes de contorno expressas em (4), a fun~ao g!
nerica ¢.(z) assim se expressa:

1

¢i (z) = z(i+2) (i+2)(i+1) z2
2

e, dessa forma, 0 grau do po1inomio aproximador considerado
passa a ser genericamente dado por n+2. 0 indice i varia se-
gundo numeros inteiros de 1 a n.

Os coeficientes incognitos presentes na matriz IAI, em
numero de 3n, podem ser 1evantados buscando-se urnnumero de
re1a~oes compative1. Por exemp10, devem ser, de inicio, aten-
didas as condi~oes de fronteira ainda nao consideradas, ou s!
ja, a quarta das condi~oes (4), tendo-se pais tres re1a~oes
nesse caso. Para se comp1etar 0 numero bastante de re1a~oes
1an~a-se mao das rela~oes de movimento (1) em 3n-3 pontos do
dominio de integra~ao. Exemp1ificando, as tres primeiras re1a
~oes sac dadas, conforme a quarta das (4), por:

[J]' IAI {¢III(z=H)} - [S]. IAI {¢I(z=H)} = {OJ (8)

e as demais rela~6es retratam, para cada ponto de cota zi ar-
bitrariamente esco1hido, as condi~oes de movimentos 1ivres da
das em (1), ou seja:

[ J].IAI{¢IV(z=zi)}-[S]·IAI{¢II(z=zi)}-w2[ M]'IAI{¢(z=zi)}= {OJ

• • .• (9)

sendo oportuno atentar-se para 0 fate de que tais condi~oes
devem ser atendidas em n-l pontos do dominio de integra~ao,
perfazendo-se, pois, as 3n re1a~oes bastante para resolver 0
problema nos coeficientes incognitos contidos em IAI. A mont!
gem do sistema global de equa~oes nao apresenta grandes difi-
culdades, porquanto os algoritmos sac sobremaneira expeditos,

\ ~podendo ser co10cado na forma c1assica:



sendo, agora, -agrupados ordenadamente no vetor {A} os coefi-
cientes incognitos originalmente contidos na matriz IAI.

Para ilustrar 0 algoritmo de gera~ao do sistema expresso
em (10), considere-se, primeiramente, urn ordenamento dos coe-
ficientes incognitos em sub-vetores do tipo:

e, com isso, a matriz do citado sistema fica particionada em
sub-matrizes de ordem 3 x 3 com 0 seguinte aspecto:

RU R1Z R1n

RZ1 RZZ RZn .... (lZ)

Rn1 RnZ Rnn

sendo que

III ,
(-SIZcP~) (-S13cP~)(J11cPi - SncPi)

(-S21cP~)
III ,

(-SZ3cP~)Rli (JZZcPi- SZZcPi)
, , It' ,

(-S31cPi) (-S3ZcPi) (J33cPi - S33cPi)

(13)

em decorrencia do expresso em (8). e os demais

IV" " "(J11cPi - S11cPi- CJcPi) (-SlZcPi) (-SI3cPi+CJbmcPi)

" IV") "~ii = (-SZZcPi) (JZZcPi - SZZcPCCJcPi (-SZ34JCCJam4Ji)

" " IV" 2(-S314Ji+ crbm4Ji) (-S3ZcPi-cram4J3)(~334Ji -S334Ji-crd 4Ji)

•.•• (l4)



conforme (9); tomando-se, nesse caso, va10res ca1cu1ados para
z = z.• Anota~ao J .. e S .. obedece a ordena~ao dada conforme

1 lJ lJ
(1), 1embrando-se que a matriz [J) ja e suposta diagona1izada.
A nota~ao a representa 0 produto mw2.

A solu~ao da equa~ao (10), fornece os autova10res w. (fre
1 -quencias angu1ares naturais) e os autovetores {A}i correspo~

dentes - modes normais de vibra~ao; grandezas estas necessa-
rias para 0 estudo da resposta estrutura1 segundo a tecnica da
superposi~ao modal.

A figura 1 exibe a p1anta da estrutura de um edificio a-
na1isado por RUTENBERG [4], onde os porticos sac indicados
por 1etras dentro de pequenos quadrados, e os numeros dentro
de pequenos circu10s indicam as co1unas tipicas empregadas.
Os pontes assina1ados pe1as 1etras B, M e S sao, respectiva-
mente, 0 centro e1astico do conjunto de paredes, 0 centro de
Massa e 0 centro e1astico do conjunto de porticos.
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a edificio e formado por 25 andares id~nticos, espa~ados
igua1mente por pes-direito de \3,66m (H = 91 ,44m). 0 modulo de
e1asticidade e tomado E = 3000 KN/cm2 , e a Massa por unidade



de altura vale m = 1028 t/m ; 0 que decorre da considerac;ao
um peso proprio uniforme no andar da ordem 0,89 tf/m2 . As
racteristicas ~eom~tricas do nGcleo formado pelas paredes
sec;ao U sac (em relac;ao aos eixos centra is do nGcleo):

ca-
de

Jx 29,95 m4 (= Jbb/E)

Jy 1,825 m4 (= Jaa/E)

m6 *J = 369,6 (= Jcc/E)w

As caracteristicas geometricas das colunas tipicas sac dadas
na tabela 1; e na tabela 2 sao apontadas as caracteristicas e
elasticas dos porticos.

CO LUNA 1 2 3 4

Jy(m4) 0,0281 0,0158 0,0187 0,0105

Jx(m4) 0,0281 0,0234 0,00833 0,00694

Tabela 1 - Caracteristicas Geometricas das
Co lunas

PORTICO A B C D E

sf/E(m2) 0,0348 0,00929 0,0232 0,0418 0,00697

Com os dados indicados, as caracteristicas elasticas do
edificio, em relac;ao ao sistema de referencia colocado segu~
do os eixos centrais do conjunto de paredes, ficam:

Jaa 5,475 . 103 KN'm2

Jbb 89,85 103 KN'm 2

Jcc ;; 2203,5 , 103 KN,m4

Saa 334,4 KN (Sab ·0)



COLOCAl;AO RUTENBERG DISCRETO COLOCAl;AO
Grau 20 Perturb. Grau 10

2,250 2,308 2,359 2,249
1,932 1,848 2,084 1,932
1,055 0,744 0,7768 1,039
0,7365 0,544 0,5969 0,7174
0,6126 .0,436 0,4571 0,6078
0,5594 0,304 0,3181 0,5590
0,4339 - 0,2800 0,3015
0,4184 - 0,2393 0,2982
0,2653 - 0,1885 0,2653
0,2377 - 0,1575 0,2248
0,2301 - 0,1529 -
0,1881 - 0,1267 -

Urn exame dos periodos naturais confrontados na tabe1a 3
Indica 0 born comportamento numerico do metodo da Co10ca~ao.
Por outro 1ado, os resultados 1an~ados na tabe1a 4, exce~ao
feita ao periodo fundamental, mostra nao haver afinidade en-
tre os resultados encontrados e aque1es apontados por ROTEN-
BERG [4]. Tal fate nao deve causar muita estranheza, porquan-
to esse autor 1an~a mao do metodo de Perturba~ao, e, no caso
em tela, as excentricidades sac bastante pronunciadas, deve~
do-se pois esperar resultados urn tanto pobres, principa1mente
no tocante a rota~ao.

o tratamento numerico das equa~oes da tecnica do Meio
Continuo pe10 metodo da Co10ca~ao e bastante sugestivo, prin-
cipa1mente, em face da substancia1 redu~ao no Montante de op~
ra~oes, quando do emprego de po1inomios de baixo grau. 0 exe~
p10 numerico apresentado i1ustra bem que mesmo para po1ino-
mios de baixo grau, 0 prejuizoem precisao nos resultados de
maior interesse e, em termos praticos, negligenciavel.
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